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^d^renb ber n)emgen / feit meinem Antritte bed Sepram« 
M ber ^o^erert SD^atl^emattC an ber ^iefigen Uniuerfttat i^erfloffe« 
nen 3<^^^^/ bin tc^ ntd^t nur allein t)on meinen S^b&^^^^i f^^^ 
bern aud; tH>n ^reunben betr mat^ematifc^en^iffenfd;aften / beten 
SSerl^aftnilfe ei nid^t geflatteten, meine öffentlichen SBortrage ju 
befuii^en ^ fo ofK um ÜERitt^eilung ber benfelben ^um ®runbe lie« 
genben i^efte tvfndft toovim , bap id^ mid; genot^iget fe^e / biefe 
bem 2>ni(fe ju übergeben* 

X)ie Sauer bei llnterrii^te« , tt)eld;em id^ ))orfle$e , betragt/ 
ber gegenwärtigen Grinrid;tung ber oben genannten Sel^ranflalt ju«" 
folge/ für jieben einjelnen 3^^^^^ i^^i 3<^f)>^^9 taglic^ ftnbet eine 
SSorlefung (Statt, n)eld;e qbn)ed;felnb bem einen ober 6em^ anbe« 
reu biefer ^a^^an^e gebort; t>ie Tfnja^l ber fammtlid^en Sectio^ 
nen füt einen ^a^t^an^ entfernt {td^ bal^er bei ber t)orgefd^riebenen 
^u^bel^nung bei ^tubienja^red nid^t bebeutenb von |)unbert. Um 
^teDon jur 2(udarbeitung pectmdf iger ^eifpiele über bie t^orgetra« 
genen ßebren unb jur SBieberboIung fd^wierigerer ©dge/ tt)ot)o« 
ber gun^ige @rfoIg bei Unt(rrtd;te0 groptentf^eilö abfängt/ bie 
ttot^ige ^eit iu erübrigen^ babe id) mid; barauf befd^rdnft/ für 
jeben ber beiben Se^rcurfe fed^gig fBorlefungen ju entnoerfeu/ toel^t 
id^ ^temitbem ^ublifum in jmei S3dnben t)or ^ugen lege* 

3d) gefiele/ baß id; mid^ in^SBetreff ber jmedmdßigjlen 2CBa^l 
ber abju^anbelnben ©egenfldnbe / mit Sludffid^t auf ben boppelten 
bntö) ben t^on mir ertbeilten Unterrid^t }u erreicb^nben 3^^^/ 
-tidmlid; formelle SSilbung ber 3"^^rer unb ^(uerüpung berfelben 
mit: ben ju ben mannigfaltigen practifd()en !2lnn)enbungen ber üJ^a^ 
t^matit bienlid^flen ^ulfömitteln / bei ber ungeheuren ®ro]ße ici 
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©cbiefed biefer 90Biffeufc(;aft nid^f fetten in SSeriegenl^ett befanb. 
61» Sekret, tpeld^er bie Tfnalpfid' liebt unb fid^ in'berfelben mit 
Zei^ti^feit htvot^t, lauft mancfjmal ®efal;C/ feinen @d;ülern auf 
Äojlen ber practifd; brauct;bareren 5!J?etI>oben ju reid)lid; mit blo* 
f en Äunftfturf en beö ßalcute aufjumarten ; ob tcl> jebed 9Äal f«> 
glürffid; mar, tie golbene SÄittelftra^e ju treffen, mu^ id) bem 
Urt^eile ber @ad;Der jlanbigen anl^eim ftellen. Sd^ l^offe »eni^ften« 
biejentgen, benen n)eber bie 2(ntage jur 9Jlatl;ematif , no^ bie 
' not^ißen Sorfenntnijfe au6 ben Elementen biefer a5)iffenfd;aft 
mangeln, unb n)eld;e meinen 9Sorlefun<jen mit ^ufmerffftmfett fot* 
gen', in ben (3tanb ju fe^en, bie beften SSJerfe ber Steueren oi^ne 
gro^e 9Jiü^e unb mit Saugen ju ftubiren ; eine Hoffnung , in toeU 
d^er mid^ bie ^örtf(^ritte , weld^e id^ bei vielen meiner (Sd;üler 
mit Söergnfigen bemerFe, beftarfen. ®Ut^ aber l^abe ic^ ernjllid^. 
nad; ®rünblid;feit geftrebt, unb mir burc^auö feine SSorauöfe^tmg 
erlaubt, tt)eld;e in einem ftreng tt)if[enfd^aftlid;en ©pjleme eine« 
SBfweifee bebarf. 

2)ie SiJlat^ematifer l^aben fic^ oft ju ben* uberrafd^enbftett 
®ntbedf ungen ben SJJeg burd^ bie ^rei^eit eröffnet , 9lefuUate be« 
anal9tifd[)en ßalculd liber bie ©renjen f)inauö au^jube^nen, an 
tt)eld;e bie ©üttigfeit berfelben, vermöge ber urfprünglidf)en in bie 
9ied;nung verwebten 25ebingungen , gebunben war. §iel^er gebort 
vorne^mlid; ber Oebraud^ bivergirenber unenblid^er 9iei^en ate blo* 
f er 5ran«formationen ber t)urd; biefelben vorgeftellten ©roßen, 
ioeld^en felbjl ber unflerblid^e @«ler in ber 5(b^anblung de se- 
riebus divergentibus (Novi Gommentarii Acad. Petropoli- 
tanae, Tom. V) ouSbrudflid^ in (Sd^u^ genommen, unb aW vot 
lig juläßig erflclrt l^at* (Seitbem aber neuere Unterfud^ungen (ftmn 
fel^e unter anbern ^oiffon'6 SBemerfungen in bem Journal de 
Tecole polytechnique , cahier 19, pag. 501 etc.) bie Un« 
rid^tigfeit mand;er mitteljl bivergirenber Keinen- erl^altenen (gcgeb* 
ftiffe änal9tifd;er X)ebuctianen bemerflid^ mad)Unf unterliegt bie 
9^ot^tt)enbigEeit , biefe Slei^en au8 ber 5(nalpji$ gcinjlid^ ju ver- 
bannen, feinem Zweifel mel^r* SKJo fte rid^tige iHefultate gema^* 
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ren/ ftttbet man immer / ia^ bte ju einer enblid^en ^nja^t il)rer 
©lieber ^injnfommenbe (Srgdnjung auf bie Stefultate ber Sl^ecffnung 
feinen 6infliiß au6ubt ^obalb man fid; aber auf er (Btantt be« 
filmet/ biefen ©injTuf ju beurtf)eilen, ifl man ber ©efa^r ju ttren 
preisgegeben, ^d) ^abe.be$|)älb mi^ in meinen SSorlefungen ber 
^nwenbung bi^ergirenber Steigen entl^alten^ unb bin gleid; im 
©ngonge berfelben bemüht gewefen , bie biö je^t bef anftten , ^ox* 
juglti^ wn @an^ unb 6aud;p bearbeiteten./ ^ennjeid^en ber 
Som^rgen} unb 2)it>ergenj ber änenblid^en Steigen ant einanber 
ju fe|en. Daffelbe gilt aud; Don ben ^robucten unenblid;er §ac* 
forenfolgen^ unb ton im unenblid;en Äettcnbrüd^en. 

. Sie ^tttfyvmev, mld^e üd) in bie ße^re k)on ber Sntmicfe:: 
lung 8er ©inuffe unb ßofinuffe ber 93ietfad;en eineö Sßogenö nad> 
ben ?)ötenjen ber ©inuffe unb ßofinuffe beö cinfad;en 5Bogeu6 iiub 
ber le^teren ®roßen nac^ t>m erjleren, größfcnt^Htö tt)egen ^u* 
ferad)tlaffung beö »al^ren ©inneö ber 9Jlpii)re'fd;en Sinomial« 
formet, eingefd;lid;en l^oben, unb tjon^^oiffon juerjl wa^rge* 
nommen rtorben finb, famen frjl loor Äurjcm burd^ ^^oinfot 
unb Of)m »ieber jur (3prad;e , unb jogen bie allgemeine 2fuf« 
merffmnfcit auf fid> S^) fud)te.biefelben in gegenwartiger (Schrift 
nac^ meiner SÖeife ju befeitigen. (Sinige ber bei biefem ®egen- 
flanbe begangenen 9)lipgriffe rühren )?on einer ju JPeit getriebenen 
5(nn>enbung ber nici^t itnmcr gleid; fidjeren unb ^uläfjigen 3!)^etf;obe 
ber uribe^immteti ßoefficienten .^er; i6) l^abe baf;er ben »on biefer 
SO^et^obe unabhängigen X)ebuctionen burd;ge^enb6 ben SSorjug 
gegeben^ 

Die X)ifferenjialred;nung ^abe id^ , bem 25etfpiele ber aii«^ 
gejeid)netjlen Seigrer ber neueren 3^^^ folgenb , auf ik £ef;re »on 
ben ®ren5en »eränberli^i^er (großen gegrünbet , inbem id; bie X)if- 
ferenjialien al6 unenblid^ abnel^menbe Differenjen betraä;te.. X)iefe 
1i)ar jlellungömeife einee ber n)id;tigjlen SI;eile ber gefammten 5(na- 
Ipfie befi^t, meinee (grad^tenö, t)or allen übrigen nid;t nur at^ 
lein ben SSorjug bet größeren ßinfad;^eit, fonbern aud;, maö fie 
nii^t- minber anempftc^lt/ ben einer uuiabeU;aften ©tvengc; 
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t^oraudgefe^t ^ ba$ man bte Uo^ unenblid^ tleitt toerbenben 
©roßett n\d)t, inbem man fte burd^auö ju tDttflid^ unenbltd^ 
f leinen ©rofen mad^ett n)iU^ auö einem irrigen ®eftid^t6)mncte 
anfielet 

SSeifpiele über bie in biefer-(Sd^rift entn)icfelten t^eoretifci^en 
@a^e unb ?9letf)oben n>trb man bafelbfl feine anberen |inben, al« 
fic^ burd) bie ^Tnwenbungen friil^erer @d|e jur SSegrünbung foU 
genber i>on felbjl barbieten, 3^ J^^^^be aber, um ben 3^tt|en/ 
ml^en id; burd^ bie Verausgabe gegenwärtiger SSorlefungen flif# 
ten burfte / nac^ Gräften ju fleigern , auö bem jum ©ebraucf^e bei 
meinen ä^ortrcigen bereits gefammetten ä^orrat^e t^on SSeifpieten 
t>ie inf}ructit)flen l^erauS^eben / unb meiner j[e|igen Arbeit binnen 
f urjer grifl nati^folgen laffen. 

SSBien, im Spinner 1827^ 






3n^aU bee erflen SSaubea* 
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(((einenbeii , mc auc^ ber gro§ten unb ffeinflen SBert^e ber ffunc^ 

tionen . • '. 3oi 

&t^$ unb »ier^igfle Sl^orlefung* Ü^er bie Saplor'f^t unb 

^a€lautin\\d)e ^ovmel\ . • » . . . • 3ii 
Biegen unb )>ier$ig{le S^ortefung. Ü6er Sagrange'd Um« 

!e^rung$formet • . . • . . • . • • ^^9 
^4t unb ,9ieriigf!e fDorfefung. ä^er ba^ 3^t(egen gebrochener' 

rationoler Functionen einer ^erdnberlt4>en ®tbit in ^actial^rüc^e 327 
i)?eun unb »iec^igfle IGorfefung. Ü^er bie 3n^^dtatioti ber ein« 

fac^flen IDifferenaiatformetn mit einer t>erdnberli(ien @r5ge • . 336 
S^nfiigf^e S^orlefung. Ü6er einige allgemeinere ^uifömittel $ur 

Integration ber Siferensialformedi mit einer !8ariab(en . • 34^ 
©in« unb jmel.unb funfjigfle aSorlefung. Ü6er bie ÜHebuc« 

tion ber ^ntc^tallen verroicfelterer 2)ifferen5ia!forme(n mit einer 

s^erdnberli^^en &ti^e auf einfachere F^Cfe . . . • 353 , 36o 
Brei unb fünfjigfle SSorlefung. Über bie Sn^^Öf^^io« ber 

Z)ifferen$ia[forme(n mit mehreren verdnberlic^en ©rogen • . 369 
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&ter itnb f^nfsigflf tBotlefuitB* Ü6et bU 3ntegratton t>iv Stfi 

ferenit&tgleic^ttttgen ber erflett Crbnung • • • • • 377 

Sünf unb fünf $igf}e ^Bprlefund- Übet? bie ^nt^gtration berStf» 
fetensialgfei^^ungen bec erflen Orbnung, iDorin ^o^ere ^oten^en 
ber Differensiaüen ecfc^einen^ unb ber S)tffereniia(Blei4unden ^o* 
^ttn Drbhttrigen t . • . 385. 

^tö^l unb fünfatdfle SSorlefung. Über bie befonberen 2(uf[5« 

fungen ber X)ifferen}{a(dreic^un9ett 398 

hieben« unb aö^t unb funfsigfle SB'Ortefung. Ü6er bie 3n* 

tegrafton ber (^(eic^ungen mit partieden 2)ifreren5ianen • 402, 4^^ 

9^eun unb fünfitdfle SSorlefung. ÜDer Un ©ebrauc^ ber X)(f< 
ferenita(s unb Integralrechnung bei ber (Bummirung ber ^unctips 
nen unb 9lei^en « • • • • • • • .42^ 

©ec^Stgfle SSortefung. Über bie SSariationerec^nung • . « % 434 
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Ufunse». Att^niac^t/ t|l ein, S^eil: ber and^metttett ® rö^eab^re/ oben ber 
fogenannfen reinen 9)?at^emat ii. (^tr^ftefc^ftiget fid; mit bev 
§&etrgd^^;)g aRer formen ber geseofeittgen }lh^dlngtgf^it ber @rdßen/ 
in fo fern biefelben b^rct) 3al^l^n au^ebrucEt finb«. 3^r®ebiet ijl-ei« 
l\e): unbegte^iten (£rweitentii4;fd^i^. 3>ie 2(i:tt]^ml^df / b. i. bte.Se^re 
von bea^g«nf4iaften btrS^^I^t^i^nb i^r^n urj^nlngKd^n ober@ranb« 
^eriHnbungen, (p{t^nm^i)fimf^)f mirb.upittbfrfjr(ben^töM<)nni vor« 
ausgefegt. . ' ,. ■ 

SBlan pflegt/ o^Ieici^.ni^t wtffidnfct^aftltd)/ iK>a einer n t e b e r e n 
wnb l&.^eren Jfnalpfi^ ju* fpqec^en^ . 2>ieß .«i^rt .tjoii bem-^jl^offge- 
m^n eingefiil^rten / . b.em.3|Ufcf^ bei Qcleitientar s^llnterric^tea Vötfpre» 
c^enM @ebratv$e |er/ fc^on.in ber ^rit^ntetif meutere ber TCnaiyfM. 
je^oreiibe '8.e|ren ,P(M?jnfi:a9»n. ' 

;Die ^IbH^^i^^^i^ <<tiA>^ ©ro^e.'^) mi^n mt^tn n>irb babntd^ 
erfannt / bap bie e^flef e ;fici) änb^rt / . n>enn bte [enteren anbere SBertf e 
erhalten, ^mei ©rog^n/.tvoupn Ik eine* auf bie anbere burcf^aud Uh 
oen (Einfluß ausübt/ .finb pon einanber nuab^ingig« Sur voQf^dn» 
Mgen Sin{icl)t in bie^efcf^affeul^eit einer XSroße wirb erforbert/ bag 
man ' alle ©ropen / burc^ n^ftcf^i; biienCUiantitat/ber erjteren beflimmt 
tPirb/ frnri^/.unb bi<;fe ^töiio^n ^u berec()nett im 0tanbe fe^. 

*) Söenn ^lec von einer (^roge bie S^ebe i(l , fo verffeO^n iplc banmfer %\q^ 

bie 3a^r, »el4^e ba§ SSer^dltnig biefer Piccge ju einer anbern ^UiMtiU 

gen, olö ©in^eit 6efi'act)fefen an^ibf ^ verbunben mit bem 3«'*<^n i^toth 

•■ dJeB anbeufet , ob tuefe ©cöße in ©ejug auf anöere, inie welken f!e ber' 

©attnitg na4 öle greictotH^ ^e^anbctf roirö , fic^ aWxtVo ober fubtractiU 



UsD bti fDetrac^tung Ut Tfbj^Attgtgreit einer ®ti$e V t^on anbe« 
ren •/ b/ c • • • x/ 7/ z itt erleichtern/ ober too^l gar mogltd^ ju 
machen / pflegt man oft nur bte 93erbmbung / in loe^er U mit einer 
ober mit einigen ber ©ro^en a/b/c.^.x/j/z fielet/ ju unter« 
fud^en / unb ben Sufammen^ang oon U mit ben übrigen biefer ®r5ßen 
))or ber «^anb mUc^iet <jaIajT#n. 2)ieß ^efd[rte^t/ tnbem man ben 
le^teren ©ripen beßimmte/ n^a^renb ber ganjen Unterfuc^ung untrer« 
dnberHd^ betjube^artenbe SBertl^e beigelegt bettft/ unb nur bie erf!eren 
aU uhbeflimmte> jebed i^rer Slatur angemeffenen äSertj^ed f<i^ige 
®röf en anfielt. 3n biefer ^infidS^t itierben bie ©ropen / oon mldfen 
eineanbere ah^An^t, in befldnbige (conjlante) unb in oerdnber- 
lid)t (variable) einget^eiU. Sie be jlanbigen ®r6fen it^erben in ber 
9{egel burc^ bie erflen / bie oerdnoerltc^en aber bur^ bie leisten 93u^« 
ftaben be^ ?fl)>^abeted oorgefleKt. 

Senft man ft(^ bad @efe^ ber 2(b^dngigfeit einer ©rdpe U \>on 
ben befldnbigen ©roßen a^ b/ c « • • unb oon ben oerdnberli^en 
x/ 7/ z « « « burc^ eine ©leic^ung audgebrdcft / fo ^ei^t U eint 
^nnction biefer ©rofen; jebocb it^erben/ it^enn wn einet Stmctiön 
bie 9tebe tfl/ meißett^ nur tie oerdnberli<i^en Großen/ auf welche fte 
ftc^ bejiej^t / genannt. 

mt ^ulfe be^ fo eben fef}gefe|ten »egrijfe« Idf t ftc^ bie H n a* 
Ipfit für} aI6r bie Sej^re oon ben Functionen bejeid^nett. 

Srß bie ®(eidS)itng/ n^el^e U mit X/ 7/ z • « • oerfnupft/ be- 
reite oufgeloß/ fo ^eißtU eine gefon ber te Function t^on x,y,z... 
3n biefem gaDe Idßt ftdd bie eriodj^nte ®lei(bnng immer fo orbneu/ baf 
bieffettS bed ®(eicb^eitdje{c^end U allein uub in ber erflen $oten$ er^ 
f<^eint; jenfeitd beafelben aber ein aud ben oerdnberlid^en ©roßen 
Xf j f % . . ^ nnb aiiS ben befldnbigen a/ b/ c . . « gebilbeter/ bie 
©rSpe U nidbt ent^altenber / 2(ttebrtt(f ftd|^ beftnbet. 3fl hingegen bie 
©leic^ung jioifcben U unb x/ 7/ z « . • noc^ unaufgelofl/ fo loirb U 
eine ungefonberte Function oon x/ 7/ z « • • genannt. ®o tfi 
{. 93. U SS3 ax* + J>**y + C7' eine gefonberte gunction oon x unb7 j 
bur<^ bie ®(ei4)ung ü* — 2x7X1 + a*b* = o aber wirb eine unge« 
fonberte Function oon x unb 7 bargeflellt. 

2)or S93ert^ einer Function oerdnberlic^er ®r5ßen ifl / an ftc^ be« 
trautet/ ooHig unbeflimmt/ unb loirb nur bann beflimmt/ wenn biefe 
Ofrdnberlic^en ©ropen ftjre äßertl^e erj^alten. (Sd fann ber SaD ein« 
treten/ ba| einer unb berfelben inbiinbueUen $8eflimmung oon x/7/z 
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fo Jotman fwojl tJ s= xy + l /x^y^ — a^'P 
al6 anc^ ü == xy — \/x» y» — a» b\ 

9)?(m fo^t ut folc^en Sofien im TiU^ememn^ bie Sunctton tJ fe^ 
litte t»te(f6riit ige/ unb unterfd^eibet nad^ S3efc^affen|^ett bet Um« 
UnUi iwetformige/ brei förmige Functionen ii. f. w. im ®e« 
jenfa^e mit ben einf dtmigen Snnctionen/ melcl(^e für jebe (Specia* 
liflniiig ber i^erdnbertid^en ®tö$en nur einen SBert^ erhalten« 

X)te 2(rt/ auf weld^e bie be(l4nbi^en unb t^eranberlic^en ^ einer 
^mction inm (Stunbe lie^enben ©roßen mit* einanber i)erf nupft ffnb/ 
tffh'tnmt bie S^rm ber Function. 0o l^af^en bie Functionen 
i* + bx + ex* «nb a* + b'y + cy* einerlei gormj biefelbe weicht 
ttbw wn ber gorm ber gunction b» + ^^ <*^* 

3ebe Function t|l felbfi eitie oerdnberlic^e ©ropC/ benn fte «Snbert 
^ijf mnn bie i>eranberlid[)en ®ti$mf anf n^eldl)e fte ffc^ bejiej^r ^ 'on« 
^re SBBertl^e erhalten« 9}?an fann alfo bie Functionen/ ber obigen Über« 
(ißtunft gentdf / (ut(^ burc^ bie legten 9}u(§|IabeR bcj^ TUip^cAtM t>or« 
iletten, 

3n oielen %&Ucnf befonberd wenn man ben €inf[up bemerftic^ 
machen wiUr weisen )>erf(^iebene Umflaltungen ber i^erdnberlic^en ®xö^ 
fen auf ^ie ^netionen audiiben/ erfc^wert tk %ejeicf)nung ber Func« 
tionen bttrc^ einzelne 93u(^flaben bie Überfielt ber analpifdjen Opera- 
tionen. SRan fe^t bann/ jur Sejeic^nung ber Functionen ben in 
Aiammern eingefd^Ioffenen unb.burc^ $6eif!ric^e oon einanber getrenn- 
ten 3eid^en ber oerdnberlic^en ©roßen einen ber »uc^jlaben F, // y/ 
i n. b. gL i>or/ burc^ bereit IQerfc^ieben^eit auf bie QSerfc^ieben^eit ber 
Sormen ber Functionen' aufmerffam gemalt ivirb. ®o bebeuten 
f{x), F (x), 9 (x) . . . verf^ieben geformte Functionen Von x, unb 
fi^f y/ «) / f (^/ y/ z) oerfd&ieben geformte Functionen Don x / y / z ; 
kie ®9mboIe /(x) unb/(y) l^ingegen/ in fo fern fte in berfelben JRed^« 
nting i^orfommen / {eigen jwei Functionen an , bie ftc^ burc^ nic^td/ 
Ateburc^ bie 83ejei(^nung ber oerdnberIid[)en ©roge ^on einanber un« 
trrfd^eiben. Sad @9mboI/(xy)/ u^orin bie oeranberlid^en ©rößen 
tnrd^ Mnett ißeifhic^ abgefonbert flehen / f!eUt eine Function be^/ iDte 
eine eiQjtg^®rSfe ju betra4)tenben / ^robucted xy Dor. äBiU man 
. tie 'Xnmefetil^eit einer befidnbtgen ®r6fe in einer Function/ befonberer 
äwecfe wegen/ bemerflic^ macf^en/ fo fe^t man fte ebenfaUd ^inter ba< 
Sttiictiondieic^em ^n bicfem ®inne ift/(x/ j, a) eine Function/ 



1 * 



L 



iiQt'®t6fe ei, enthalt .' »' 

93t6)t)etTen ifl man mberSage/ Stt^cetonen i^ott.^äacttonen jn 
tetrad^ten. 3n bwfer »este^nng, jr!9t/jr(x) eine Sujictton M^ welche 
<iü$/(t) entf))ringt/ tvenu man ^afelbfl flatt Ut Derdaberltc^e« @ir6$e 

X bie gunctwn /(x) fe^t- ' 3^ J.'». jr(x) « \/i+ax,- fo tft ' 

2)ie »eiei(^nun9ett//(x)^///(x)7 u; f ». werben butd^ beit 
®ebvanJi) ber SSBJeb.er^oIungöjeiger fe|^r teHinfad)U ^an ^ 
fcl)reibt^(x) jiatt//X«).:yHx) Ratt///(x) u, f. w- 3prbem®tnne' 
biefer »eietc^nung tjl/*^(x) =/(x)5 unb überj^aupl/ »enn ni/ n 
gonje pcfxtm Saj^len bebeuten : . \ - 

fOtm fann biefer S3esetd)nnng eine grdpere 2(nöbe^nung geben/ 
n^enn man ftc^ ber 9IulI^/ wie aud) negativer 3a^Ien üU S^ig^r ^nt 
Sunctiondjetc^en bebient. ®t^t man.ndmlid^ in ber (Stetc^nng (i), / 

m =: 1 / n = o , fo ergibt ftc^ 
//» (x) =/(x) , xnovan^ . 
./»(x) = x: fpfgt. 

Soft man ferner m= i / n = — i fepn/ fo n^dft man 

//-i (x)=/>(x) =x, 

b/|^. /~* (x) P^l^t ju X tn berfelben Dielatton/ wie x iu/(x). 
<SeJt man enbUcI) n= — m, fo jinbet man: 

(a) /»/-- (x) = x, 

woran« bie fBebentnng t)on/-'"<x) ^tnretd)enb erl^ellet. 

' 3)te SSBieberl^oInngajeiger laffen jtc^ ilberl^anpt bei ber ÜBejeid)* 
nung jeber nac^ bemfelben ©efe^e wieberbotten 83ilbung$wetfe einer 
©roße au^ einer anbern mit ^ort^eil anweiiben.Denft man fic^ ndm- 
liif) au6 einer ®r6pe u eine anbere nad) einem beliebtg^en ©efe^e abge« 
leitet/ unb bejetrf)net man ba6 Stefultat btef^r 3)erioation burc^ da, fo 
ifl ö*u eine ®r6ße/ loeldie <iuö öu fo entfielt, wie öü aua n; ö^u i|l 
u felbfl/ unb 5— »u i(i eine ®r6ße, auQ welcber burd) ba$ erwähnte 
2)erfoation$oerfal^ren u f ntfpringen wnrbe. SBitt man 6a bie beri- 
otrte ©roße oon u, nnb u bie primitive ©röpe oon ßu nennen, 
fo ijl 5— «a bie primitive ©röße von u* 

2)te Functionen warben in ^e^ug aufibre^orm in algebrai- 
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\ijt unb in ttanictnbente eingetj^eilt« 2(Ige(r<itf(^e Suttctionen 
Reifen bteipntgett/ bei tt^elc^en hie t^ttänUxliJ^en ©ripen unter fidf unb 
mit (en be^nbfgett (3rdf eii Hap burd) bte arttl^ntettfc^en (9runbo)>era« 
tionen / bad ti^bnrc^ 2(bbtttcti / fS3fl\xltiflicationf ^otenjirung für befl4fts 
% Sjrponenten unb burd^ bte umgefe^rteu O))erattjonen/ @ubir<utton^ 
!t)iotfion unb (Sjrtractton / {ufammenl^angen. 2(0e übrigen Sunctionen 
iverben tranöcenbente genannt ;|>ergleid[ien jtnb bie ^otenjen mit 
oetinbetlic^en (Sjrponenten ((gjr)>onentiaIgro^en)/ ferner bie logarit^mi* 
[(fiett/ bie ^reid ^ Functionen / unb unid^lige anbere« 

^an nennt eine afgebraifci^e Function eine rationaCe/ n^nti 
bie barin erfc^ittenb^n t>eranber(id^en @r6ßen bIo( mit ganjen (Sjr))o^ 
nenten Derfel^en jtnb ; ferner l^eipt fte eine ganje Function / wen^ 
bie 9er4nbertidE)en ®rö$en bloß ))oftHt^e. Sjr]»onenten führen, ginbet ba^^ 
@egent^eil (Ztatt, fo ifl bte Function irrational/ ober g e b r o (^ e m 

3ebe rationale mtb ganje Function ber )>erdnberlicf|en ©rößert 
xij,z. . • befielt Mi Oliebern oon ber gorm Ax~ y^ zp . . •/ «»* 
W bie Exponenten m, n, p . . * ganje })ojttite Sohlen jlnb/ unb, 
berSoefftcient A bloß au$ beflanbigen ©rdßen jufantmengefe^t ifl« 2)iei 
Summe ber Sjr))onenten ber oer(!nberIid)en @roßen x/ 7/ z « « ./ 
nimXx^ m -f. h + p + • . • / l^etßt ber D r b n u n j 6 e;r }> n e n t beÄ 
®liebe6 Ax«" y" zP . • • ©er ^6cl)fle Orbnungöe^rponent ber OlieDer 
iejliramt bieDrbnung ber gunctton. Snt^dlt bie rationale ganje; 
%müm bloß eine oerdnberlic^e ©roße x, fo i)Cit jte bie gorm.; 
A + Bx -f- Cx* + Dx3 + . . . + Mx«, unb ber |^ocl>fle.gx))Ottent 
m x/ ndmlici^ m/ i^\Q,t i^xt Orbnung an« ■■■'■ 

3ebe rationale gebrod^ene gunction Idßt fid^ auf bie gorm ^. 

iringen^ wobei Z unb N ganje rationale Functionen ftnb/ unb feinen 
geraeinfc^aftlid^en gactor l^aben. 'X>it Drbnung einer folcben guncttatf 
ivirb burc^ bie 2>t{ferenj ber Orbnungaext^onenten beö Z^^Uxi unb 
Kenner« gemeffen. 
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Sto^itt 35 1 1 e fttttg. 

übet btc un^nblic^ gro^ unb unenbUd^ fletn tpcr^ 
benben ©ro^en unb über bie ©renken ))erän« 

berlid^ei: ®to^en. 




I, SCl)^"" ^^" f<4 ben nnmerifc^en SBert^ met i^ttänUtli^en 
®tifc UtQtflalt wa^U^i oocfleOt/ ba$ er nac^ t^nb m^ gtoper wirb/ 
aM jebe betifbare no(|> fo grope 3<ti^l/ fo f<^t man btefe @röße ivac^fe 
unenbltd()/ ober fie werbe itpenbltd^ Qtofi Idft man aber ben 
nunierifd^en Sertl^ einer Deranberltcben ©rope fo abnel^men^ bap er 
fletnet wirb/ al$ jebe angebbare noc^ fo fletne Bc^^h o^nt itbod) gan^^ 
lic^ {u Derf^winben / fo fagt man biefe ©roße nel^me unenbltcp 
ab/ ober fte werbe unenblic^ flein. ^ier tfl alfo> nur oon unenb^ 
lic^ S^^9 unb unenblic^ tlein werbenben/ nid)t aber oon wirfltc^ 
ttnenblic^ großen untf unenblic^ fleinen ©roßea bie Stebe. 

7lu$ biefen Srflantngen laffen ftd) fogleid^ mej^rere Solgerungen 
ableiten/ wooon bie wic^tigfien |^ter angeführt werben foOen. 

i) £)ie @umme mehrerer unenbltc^ wa^fenber/ greicbnamtger/ 
b. t. mit bemfelben 3^ic^en oerfel^eper ©rößen ; ferner bie ®umme tu 
ner wie immer befdEiafenen unenblic^ groß werbenben unb einer beflan« 
bigen ©rope/ wdd^jl unenbltc^ ; bie Summe jweier unenblic^ wac^fen« 
ber ungleichnamiger ©roßen l^ingegen fann unenblidd groß werben/ un< 
geanbert bleiben / unb unenblic^ abnel^men. 

2) £)ie Summe gleichnamiger ober ungtei^namtger unenblic^ ah* 
ne^menber ©r6ßen wirb unenblic^ fleim 

3) Sa$ ^robuct unenblic^ groß werbenber ©r6ßen untereinanber 
linb mit bef}dnbigen ©rößen wdc^fl unenblic^; ba$ ^robuct unenblic^ 
tUin werbenber ©rößen untereinanber unb mit befldnbigen ©roßen 
nimmt unenblidl^ cA* 

4) 3ebe ^otenj mit einem unoerdnberlid^en |)of[tioen (Sjr])onenten 
wirb unenblic^ groß ober unenblic^ Hein / je nad^bem i^re SBurjel un« 
enblic^ ju « ober abnimmt ; ifi ber Sjrponent ber ^otenj negativ / fo 
ffnbet bad ©egentj^eil (Statt 

5) Sin ißruc^/ beffen Sd^Ier linverdnberlic^ tfi/ tDirb unenbli^) 



Rctitf mnn fein fUenntf uttettbltc^ wäMt, imt unenblid^ gr^z mm 
ber fRtnntt unentli^ abnimmt. p 

6) (Eine ®r0pe/ meiere nnouf^irfic^ $lti^ Qb«r fkta wac^fenbc 
3vf4(e tmpf&n^t, mti nnenblic^ gro0. 

7) Sine 9^oteni a</ beren SSuriel a beßjnbig tft unb gr^ler 
üi bie (Sin^eit/ nnb beren (Ejrponenf x pofttjo tfl unb nnenbli^l ju« 
nimmt/ mirb^ in fo fern fie im reellen 3u{lAnbe bleibt/ unenblic^ grof« 
2)e»n ana ber ©(eic^nng a*-H«s=:a*-|"a* (a"" — 1) er^eOet/ baf 
a'/ wie au(^ ber 3nfa^/ welcher {ii a< ^iniufenmien mu$, nm a*+« 
iBcrjengen/ wid^ft, wenn man ben tSjr))onenten x fortmä^renb um n 
versrifert/ n^orand ber jn beweifenbe €$a^ nad^^ 6) folgt* 3|i <^ber 
)er Sjrponefit unter ben angefahrten UmfMnben negativ / fo I9ivb bie 

$oteni/ tvegen a--* es _, tta4l 5) unenbli<^ ßein« 

a* 

8) 3ft hingegen a< i/ fo n^irb bei bem nnenblic^en 4Bad^fen ber 
yofltioen ®r6fe x, bie ^etetl) a* nnenblic^ tlrin nnb a— > unenbfic^ 

ffo% 2)enn ea ifl in biefem SaDe - > 1 / foIgIi<^ ^ eine mit x (u« 

a . ^» 

j(et<^ mtenbli«!^ Ii^ac^fenbe ®rif e. 

9) fEBenn x nnenblic^ ttdc^ß nnb A/ B/ C/ D • . • • H/ N 
ttweranberltc^e ©rifen finb/ fo u^irb nad^ 1) unb 3) Ax 4* B nnenb^ 
li^grof/ folglich gilt baffelbe m6) t^on (Ax^-B) x -}- C = Ax» +Bx-f C/ 
sab bej^r auc^ von ^ 

(A X» + B X + C) X + D a= A X» + B X» + C X + D 

U; f. )v. / iyorau9 ju erfej^en if!/ ba^ bei bem unenblid^en SSac^fen fom 
X jebe gan$e rationale Snnction biefer oer4nberfi(^en ®r6pe/ wie 
(1) Ax»-|-Bx— « + Cx«-«-4-r.. • + Mx + N 

untnUidf junimmt. > 

2i$t man Riebet x pofitw fepn/ unb beteic^net man ben-numerr^ 
i^tn ttterff-bea grdf ten mit A ungleichnamigen (Soeffictenten burc^/ 
fo ftnbet man auf bem fo eben Dorgejeid^neten 8Bege/ iaf bie ^mc- 

o 

tiott (1)/ wenn nid^t fruj^er/ bod^ . ioenigfiena fobalb xsa 1 *|--r- 

gnoorben iß/ fortw4§renb baa 3ei4|en bea ^id^^flen ®liebed Ax« er« 
|4lt. 2>a man {u bemfelben Kefultate gelangt / wenn man bie ^e'tM 
<N oDi^r auf Ax"* folgenben ©lieber oeranbert/ fo mnf / bei bem 
iinettblt(i[>ett SSad^fen Don x/ baa l^öc^fte ®lieb ber Function (1) gr&per 
tmben / aia bie ^umme aOer übrigen ©lieber. 
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10} 2(tid 3> 3Mm^:4 ergtH fic^/ baß eine gonje rotmitdle Sutie^^ 
tton oon ber gorra v 

Äx + Bx* + Cx« 4* ".... + Mx«, 

beten ©lieber fdmmtlfc^ mit ber t)etdnbert{c{)en ®rope x t^erbanben 
flnb/ bei bem t^nenblic^en 2(bne^men ber festeren unenbli^ flein wirb. 
€d wirb aifo ali^ 

Bx + Cx» + . . . . rf' Mx"-> < A/ 
, ' folglich B xf + C.x' +. ". .,, , ^ M x" < A X 
un^ Bx'»+.' 4- Cx»+« ^ . . . -j_ Mx»+"'-' < Ax«; 

b* $• bei bem mtenblic^en 2(bne^men uon z imrb jebed ©lieb, einer gan« 
|e» vatianaten Function biefer ^ev4vberlid^en großer/ al6 bie @amme 
aller ©lieber t>on ben l^ol^eren Orbnungen. ^ . ' 

IL SBenn eine t>erdnberlic^e ©roße x bei ben t^erfc^tebenen SBer«, 
Ij^en^ l(bel<^e fte anjitnel^nien vermag/ fidf einer unoerdnbertic^en ©roße 
• fo na^erl ^ baß ber Unterfc^ieb iXoi\d)en beiben Heiner n>irb / aU feb$ 
benfbare'np^ fof leine ®r6ße/ o^ne jeboc^ ju i^erfc^winben / fo ^ei^t 
a bie ©renje ton x* SBir werben biefe SSeiiel^ung burc^ bie SSe-^ 
jeic^nuttg 

au^brucfem 

SKän fann bie ffluVie aK bte ©renje jeber unenbtic^ abne^menben 
©roße betrachten; eine unenbtic^ wo^ifenbe ©r6ße i^tngegen I4ßt feint 
©renje ju. Snbeffen erlauben ftd^ boc^ ^e S9?atl^eniatifer/ ber^eituent' 
Ii(^feit ii.nb ^ütan be6 3(u$bru(fed ivegen^ aud^ für unenblic|^ wad)fenbe 
©rößen eine ©renje in ftngtren/ \nld)e fte burci(^ ba$ Beteten oo tou 
.fieQen unb gerabe (u »eine unenblic^ große ©roße« nennen, ^aß man 
biefe Stebehdart md)t buc^fidblic^ ju beuten / unb \va^ man ftc^ babet 
(u benfen ^abe^ bebarf nun^ne^r feiner weiteren (Erläuterung« Xta^tt 
tü^tt and) bie Sint^eilung ber ©renjen in enilid)$ unb in unenb«: 
Ijc^e« SBenn wir fagen^ eine ©roße fep an eine ©ren^e gebuiiben/ 
fo benfen wir immer an eine oon oo oerfc^iebene ©renje/ bie aber auc^ 
«s o fepn fann« 

Senn bie befldnbige ©roße a bie ©renje einer oerdnberlic^eii 
©riße X iftf fp fann manJmmer xs=a + <^ fe^eu/ wobei: ^ eine be^ 
ttnenblicf)en 2(bne|^mend faltige ©roße onieigt. &i)mbt man nun 
Um, X f]tat,t a^ fo l^at man bie ©lei^ung 

Um^x + CO, . - ' ' 



oon X ai^ittoif = o gefegt werben. S^ tf{ atfo fnr jebe befianbtge 
®rofe Cf /Än;c = c« 2)tefe93emerfungbient bo^U/ 04^e/ ivelc^e 
für oerdnberltd^e ©rdpen bewtefen wovUix ftnb / auf ben ^aü gu über-' 
ärogen / memt einige biefer ©rppen tn befldnbtge Dern^anbett merben* 

^plgenbe Stgenfc^aften ber ®renjen )>eränberltc^er ©ropen t)er« 
iimtt, t^rer ^äuftgen 2(nwenbungen megen/ biet angeführt ju werben : 

i) ^5 fepen x unb y »erdnberltc^e / an bejltmmte ©renjen ge- 
tonbene/ ©rö^en/ fo ifl 

lim,(ii + y) c=i 2(m«x + lim^ji 

Um flnb co^ V ))ofttti)e ober negative be$ unenbltc^en 2(bnel^men6 f&F 
^ige ®rof en / fo ^at matt 

X =i^ Zi/n.x -]-. co^ y =3 Z«m. y -j- v/ 
foIglidSl; X + y =5 Km. x + Zim.y + « + t'* 

3lber w + v fann unenblid) Hein werben (h 2)), unb babet n&^ext f\ä) 
X +y o|^ie Snbe ber @umine lim. x + Um.jf ia|^er ijl 

Um» (x i y) = ^*''^« ^ i li^* 7* 

2) ®e^t man in ber fo eben gefunbenen ©let^ung j=iT^f fo 
wirb/ wenn man ba$ untere 3etcf)en beibehält: 

lim» (x — y) s=: o =■ Zrm. x — Zi/n. y ^ 
alfo lim, y =2 Zim. x ; 

b* ^. finb jwei oerdnberltc^e ©ro^en tn jebem t^tir 
Sttflanbe gleic^/ fo l^aben fte audE^ gletd^e ©renje^. 

3) €^ ifl unter ben in 1) gemachten 93orauafe^ungen 

lim* (xj) =3 lim^x . lim^yy * » . 

kenn bte ©leid^ungen x = /im.x-J- a> unb y=sZim*y^-v geben 

xj sss Um.x . Um.j -|- vlim.TL -[- co tim.j -|- cov/ 

»obei bie @umme v Zim.x + " Zim-y -|- wv mit w unb v jugleid^ 
unenblic^ flein wirb / alfo Um. x . Um. y ald bie ©ren je be$ ^robuc- 
te^ xy erfci^eint« 

@e^t man y == A^ wobei A eine beildnbige ©rope oorfleOt/ fp 
Jat man 

Zim. (Ax) tss AZtm.x« 

2(ttf bemfelbenlGßege^ wefcfyer un$ ju ber obigen ©Ieid)ung f&^vüif 
finbet man für eine beliebige ^fnja^I i>erdnberlid[)er ©r^f en x^ y; 2 . ; . 

lim. (xy2f. ..) = Zim.x . lim.y . Km,z . . . 
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4) €« ifl lim, Qj t=s J^ ; tenn intä) SDtofjiott ergibt fJd^ 
»oket ber »rud^ "/^'^7!/-^'^ tttienbliA fletn werben fann / »etC 

(«m. y + ^) "''*• y 
fein 3<!^rer bei bem unenbli(^en21bne|^nten ^m o uhb v unenblic^) flettt . 
wirb/ wa^renb ber SRenner ftc^ bem £luabrate t)on Um.j o^n« Snbe 
n^l^ert. Sa gilt alfo bie aufgefleOte Sormel. 

5) Sa x\:, wenn m eine unveränberlidlie 3a^( bebeutet/ 

y 

Km, (x") s=3 (Km, x)". 

^Diefe ©feic^ung folgt für einen ganzen pofitiDen SBBert^ von m au0 3)/ 
weil man x" unter biffer fBorauöfe^ung in m gactoreU/ beren i'eber 
Bx ifl/ {erlegen fann. 

H^t man m eine ))ofttioe gebrochene 3a^I ^ - f^pn/ fo ifi/ wenn 
man tn ber bereit» erwiefenen Gleichung x^ flattx; nnb qflattmfe^t: 

Um. (x') SS [Km. (x«)]', 

£ 1 

folglich Km. (x') = [Km. (x')]'. 

3(ber e« tfi Um. (x') c=s (Km. x)^ / baj^er 

p p 

* Um. (x') CS3 (Km. x)'. 

3ft enblt^ m eine ganje ober eine gebrochene negatioe ^a^ 
CS — h/ fo ^at man/ weit ber in ber Srage fle^enbe 0a^ bereite für 
yofitioe <£jr{)onenten bewiefen i|i/ 

(Km. x)— »• 



Um. (x") (/im. X)* 

2(ber onbererfetta tfl 

=s \ — B3 Km. 1 — 1 SS Km. (x— ■)/ 

/«i».(x») Um.(jJ') VxV ^ 

alfo Km. (x:-") C3 (Km. x)—. , . 

6) SBenn ber ^ffontni co W ^oten)/ {u weldl^er eine nnoerdn« 
terltd^e/ oon ber Sin^eit oerfc^iebene ®r6|e a er^en wirb/ unenb' 
lid^ abnimmt/ fo nähert ftc^ tiefe |>oten) oj^ne Snbe ber @ren)e t, 

ober ea tfi Um. (a") aa i. 
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So nur i" SS 1 fepii htin, fo Imq^ ta, wie tt |ier Um 95e« 
griffe einer unenbltdjf flein werbenben ®tife gem<9 vorauagefe^t wirb/ 
oon i^erf(l[|teben tfi / fo muf a^ 9on ber (Einheit oerfd^teben auffallen* 
SRan wirb ba^er a" ea i -f- ti fe^en/ wobei v eine ))ofttioe ober nega« 

tJoe3a^I tfi« 2(ber «>> fann unter ber Sornt - oorgefleDt werben/ wenn 

^ eine unenblic^ wad)\enie ®ti$t anjeist / ba^er j^at man 

1 

t^ SB 1 + «/ folglich 
at=,(i + t,)^ 

2)iefe ©(eid^nng wiberfprtd^t ben am 2(nfange biefer fBorlefung in 
7 tinb 8 bewiefenen @4|en / wenn nic^t v unenblic^ obnimntt / wä^* 
tenb ft unenblic^ w4d^fl. Sd ifl alfo v eine mit co jugleic^ unenbUc^ 
otne^menbe ®r6^e/ ba^er tot^tn a" c=; i -{. v/ 2un.a" ss i* 

7) €a ifl Km. (a«) = a«"-». 

Senn fe|t man x s=s Um. x -)- (^ / fo wirb 

a* e= a'***« + ** tsi a'"»**« • a® es a**^" (i + «) 

mm bie behauptete ©feic^ung oon felbfi folgt» 

8) 0tnb X unb j iugteid^ oerdinberlic^ / fo ift 

Km. (x^) SB (Km.x)«'«-r. 
I>tnn ft^^ man x es Km.x -f* <0/ J e= Km. 7 + ^/ f^ ^i^^ 
Km!(xO = Km.(x'^r . x^) != Km.(x»»-7) . Km.(x*) 
e= (Zem,x)''"«-y • Zim. (Km.x + <o)^/ 

»obei f[^/ wie in 6)/ (eigen lapt/ baf 

Km. (Km.x + ca)'' » i ifi; e< gttt ba^er bie 
te|^an))tete ©leic^ung. 



)(4^ii^a yi^jr^J; ^/^ V /> v... / /^ ^ 
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Ühtt iii Steigen. 
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nie ^Ige t^on (Stoßen, weld)e ^m\id)tUä) tl^red aritj^meHf^eii 
Sauea tiac^ einem gemetnfd)aftltcf)en @efe^e fortfd^retten / j^etpt eine 
Steij^e. 2(fö SBeifpiele bienen bre aud ber 2(rit^metif befannten ^ro- 
greffionen. 3^be einjelne btefer @rößen witi ein ©lieb ber Steige 
genannt 

X>ie ®teOen/ mel^ie bte ©lieber einer Steii^e einnel^men; it)erben 
mit ben in i^ut naturlid^en Orbnung auf einanber folgenben ganjen 
Sohlen Ui€id)netf t9elcf)e man bte 3 et g er bcr jugej^drigen' ©lieber 
nennt, ^an ett^eilt irgenb einem ©liebe ben Seiger 1 / nnb ba man 
i)on biefem ©liebe ju ben 9?ac^bargliebern nad^ jmei entgegengefe^ten 
9ti(^tungen übergel^en tann, fo erhalten bie nacl[){ien ©lieber in ber 
einen Siic^tung nail^ ber Crbnun^ iU Seiger 2/ 3^ 4/ 5 u. f. tt>./ 
unb in ber anbern bie Seiger o, — 1 , — 2/ — 3/ — 4 «. f. ». 93ott 
iwei ©liebern/ beren Seifler p, q mit SSerucfjtc^tigungtl^^rer 93prjet* 
6)en , eine })ojttii?e Sifferenj p — q geben , \t\%t jeneö / bem ber SWi- 
nuenb p gel^5rt/ bad f))aterer unb bad anbere \>(x^ fruj^ere ©lieb. 
Sßenn m^n blo^ eine begrenzte 2(n}al^I t)on ©liebern einer Steige be« 
trac{)tet/ ober btefelbe nur eine begrenjte ?In{ni^I t)on ©liebern iuldft/ 
fo })f[egt man^ bem 2(nfangagliebe ^ ber Ieici)teren Überfti^t wegen/ ben 
Seiger 1 beijulegeu/ jebod^ fann baffelbe wl^ jeben anbern Seiger 
fuhren. 

(Sd tjl fel^r jwecfmdpig/ bie ©lieber einer 9Jet|^e fdmmtli^ burc^ 
benfelben iSuc^fiaben t^orjujleQen/' )oeI(i()em.man/ ber Unterfc^eibun^ 
toegeu/ bie Seiger biefer ©lieber re^td unten anfangt. ?(uf biefe 2(rt 
bejeic^net ber Snbegrijf ber ©pmbole 

. . . ♦ U-_3f U— «/ U— 1/ Uo/ Uj/ U2/ U3/ U4 « « « . 

iebe beliebige SKeil^e/ i^elc^e man na^ beiben 9tid[)tungen/ fo "^tii man 
\»iVif fortfe^en fann. 

Swifcf^en je jwet ©lieber einer Steige eine fejlgefe^te ?(njal^I neuer 
©lieber fo einfädelten / \>^% fte ftc^ an bie bereite Dor^anbenen ju einer 
nac^ einem gemeinfc^aftlid^^n ©efe^e gebilbeten 9fet|^e anfd^ltepeu/ l^eift 
bie SKet^e itfterpoliren. S^ie inter))olirten ©ßeber erl^alten fe|^ 
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u. unb «n-f-i/ 1^ — ^1 titut ®liib€tf fo n)etbett btefe ibotd^ bie Btiä^m 

«n + i/ «B-L-f ^a + -/ «n-i-i • • •'Hi^IZiLi 
r *r *r .r-- 'r 

• » s , . . . . 

angebeutet/ an u^elc^e fid^ bte B^id)en Un uitb. ua ^ i ^ tvegett 

fejr gut anreihen *). 

iDa$ @efe^/ »el^ieö eitler Steige 

{itmSrunbe liegt/ fann auf {weifac^e 2(rt barg^ßellt merbeit. (Etttf 
»ebet n)irb jebed ©lieb ber Steige/ )t>ie Un tutd) bte t^m ootrangej^^nben 
@Iieber Un—./ Un-.»> UB^a • • • « au^gebrätft; ober e$ ifinnU^ 
btglic^ äU eine Sunctton bed entfprec^enben 3eigerd n gegeifert. 3ii 
ieiben SdBen f^etpt ber ftiv Ua t^orj^anbene 2(udbru(f ba$ all gemeine 
®(ieb b^r Steige; nur fagt man im erften ^alkf e^ werbe biiitc^ eirie 
dtecurfion/ unb im jweiteu/ e6 iDerbe inbepenbent bargeflellt 
Sie recurrtrenbe görm beö allgemetnen Quebec vet^attet fein ©Heb 
ber Steige außer ber Orbnung, b* 1^. ei^e alle oorlperge^enben ©lieber 
befänntfJnl), ju l)ere(^nen; bk inbepenbente gorm l^ingegen bietet jV 
beS beliebige ©lieb ber Steige auf er ber Drbnung bar. SurSarjlellung. 
berjefammten Steige mittelfl'ber erfien gorm muj7en fo üiele ber liix' 

*) Die ©Fponettfen bet ?)ofenjen einer unb becfelüen Söurjef a fönnen all 
bieSeidec ber ^feQen Utva^Ut mtUn, meiere biefe ^ofen^en in ber 
geometrifc^en ^rbgreffton . , ... 

einnehmen» Schreitet man tn berfel6en tMtbavt^, inbem mah JebeB U» 
reite gefunbene ©Heb butc^ a t^eilf, fo tt^Slt man bie ^lUUt'" 

1111 

weisen bemna^ bte 3^idfr 

Q,/— -.1/ •— a, —3 .« . T-n . •.. ge^jören. 

©ie^SBurjefgroge Va" ijl ferner baöji^e (Sfieb ber dteif^e , melc^^e 
tsn« ber angefuj^rt^n 9)rOiiceffion entj^e^t, meitn smiWeit Je 5n>et ©HeDer 
berfelben r— -i ©(ieber interpolirt werbeit^ »a« bie 93e5eic^nmiö biefer 

SBttrsetgrog/ buirc^- a' rechtfertiget. > 



r — — — 
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©lieber inUnfptud) nimmt; bagegen enthalt bie anbete Sornt eine ge« 
wiffe 2(ttia|^I lotOf ürlic^er beftanbtger , ®r5pen / mel^^e in ber erflen 
nic^e^i^prfommen unb bie @^teUe ber abgefonbert ju gebenben 2(nfang^ 
glieber ber Steige vertreten. 0o ifl j« 95. für bie geometrifdj^e ^ro' 
grefpon/ beren 3(nfang^ieb ea a / unb beren Ctuotient ss q gefegt 
)9irb/ Q. = Ua.i q bte recurrirenbe/ unb u. = aq*"-' bie inbepen« 
beute S<>i^ni bed allgemeinen ©(iebei^. Se^tere entj^dlt ixe Sonflante a, 
ivelc^e in ber er(leren ntc^t erfc^eint. 

2lu$ ber inbef^enbenten Sorm bed aDgemeinen ©liebet einer 9tei^ 
f ann immer bte recurrirenbe abgeleitet werben / ivenn man ben aUge« 
meinen Seiger nac^ unb nad^ um i / s / 3 • « « verminbert / unb bie 
baburc^ erhaltenen ®(eic(Mtngen burc^ SBegfc^afung ber bartn beftnbli' 
(^en wiQfurlic^en befidnbtgen ®röf en in eine {ufammensie^t* ®o gi(t 
i« 85. bie ©leicfyung u« a=s a q« - • , menn man n — i flatt n fejt , 
u» — , ssaq"-»; ba^er ijl 

— SS q unb u« =3 ii»_, q, tpie ob^n- 

^ie 2(uffinbung ber inbepenbenten ^otm m9 ber recurrirenben erfor« 
bert aber eigent^umlic^e Snet^oben« 

3n ber ^(nalpftd fommen man<^mal Steigen oor/ bereu einjelne 
©lieber felbfl »lieber Steigen finb. 9!Ran nennt fte£)o))))e(rei|^en. 
9ie %aUüe / welcfie man in ber ?fritl^metif für bad Sin mal Sin$ un* 
ter bem 9lamen ber ^pt^agorifc^^en Safel ju entwerfen pjlegt/; fiellt 
eine 2)o))))eIrei^e bar. 

3ur $8eieid^nung aDer ©lieber einer Z)op))eIret^e ijl ebenfaUa ein 
j|5u4flabe ^inreic^ehb / nur muß man i^m iwei S^ig^r beilegen/ wooon 
ber eine auf bie Stellung jebe^ einjelnen ©liebet in einer ^artial- 
Steige/ unb ber anbere auf bie ^ofltion biefer ^artial - Steij^e unter ben 
übrige^ f\ä) be^iej^t / wie folgenbed 0(^ema na^weifet. 

^o,of Uo^i/ Uo^«/ Uo^8 . • . • Uo,n • • • . 

^^1,0/ 1*1,1/ ^i,tf ^t,S • . • • Ui^tt . • • • 

«»^o/ W«,i/ U»,»/ U,,3 . • . . U,^B .... 

V3,o; 113^1/ Ü3,t/ U3^3 • . . • U3,i» .... 



* 



Um,«/ Um^i / Ufli^t/ ^iUi,3 • . • . jUm^a • .. • • 
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a$ ift ^ier gTeid^dfiltig / ob man Me ^ortjonf oleit t/tet bte ttnkO' 
btt B^Un aU bte ^arttal^Stet^en betrachtete an« ml^ftn Me 2)Q))}>el« 
tei^ beße^t; nur mitp man bte S3ebeutung be^ Dorange^nben nnb 
no^folgenben Setgere tn bem Seichen iebee ®Itebea gehörig ftflfe^ettf 
Uüb in biefer SBeite^ung u»,» »on ii»,m uitterfc^etben* 

:Dae allgemeine ®tieb efner 2>^p))elret^ / nAmliV^ Um^a/l^tll 
ntioeber bnrd^ etne Stecnrflon auf 



• • 



■i^«/ Va^i^a— 1/ H, 



• • • »^ 



Pier tnbepenbent / burdl^ m unb n auagebrucft. Smmer aber ifl jur 
&nfitaeiton einer tnbtoibuellen ^Doppelreihe bie Angabe einiger ber er-- 
fbn ^artial « Steigen erforberlid^. 

Sine Stetige/ beren Qlteber IDoppelreij^en ftnb/ j^ei^t eine brei« 
fa^e Steige. !&ie 93eieic^nung i(^rer ©lieber er^eifc^t bret Seiger/ unb 
^atnad^.bem bereite Srfidrten feine 0(^i9ierigfeit. 

SRan wirb nun aud^Uidfi einfej^eu/ wad unter einer t^terfacf^ett 
unb angemein unter einer rfad^en fflei^e ju uerfleben fep. 

Sine Function bea unbeflimmten 3eigera n, fie $eif e S. ^ welche 
bie Summe einer ftc^ mit bem ©liebe u» enbigenben Solge 9on ©lie« 
bem ber SRei^e 

1L-.3/ U— 1/ U-.I/ Uo/ Ui/ «1/ U3 • • • • Ua • • • • 

angibt/ ^eift bte Gummen formet ober baa Summenglieb bie* 
ferStei^. ®oII bie ©lieberfolge/ beren @ummf S» iß/ mjt bem 
0(tebe Uk anfangen / b. ^. foD 

Sa S» «k -f- Ilk-4-t + Ok + t + •••• + **• 

feyiif fo mu$ 8. glet(^ SRnQ toerben/ ivenn mM nssk — i fe^t. t>enn 
ea ifi ofenbar 

S. — i.sss Uk + «^k+t + ^^+* + •••• + u« — ,, 
folglich (1) S« — 8.-» =5 «a 

unb (a) 8.^1 SS S. — * Ua. 

gur nsask rebnctrt ßd^ bte ganje ®umme auf baa erfle ©lieb 
«k / ba^er tfl Sk es uk / alfo oermig (a) 

8k— 1 8=5 8k — Uk =8 o« 

2)ie Oletc^uttg (2) gibt/ toenn man in berfelben 

Bcak— i/k~a/fc— -3*... fe^t: 
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. .. Sk— 3 =. Sk^tf 7— Uii^» == — (Uk— I. + ''*-*\0 * 

. 8k-.4 =r= Sk~3 r-: Uk^» = — (uk^i + "ii — » + 'Uk^sX r* 

. w -U. f. -t^» •:: . 

SBenn man alfo in fcer ©ummenfö^rtnel 8» > flott n ,k-^ h» fe|t> 
f» «rl^dlt man Ibte^umme.^er h-- 1 ßHUUxr tocld^t Um @liebe Qk tn 
fcer. obigen Steige t^orangel^en / mit int^tQtnQtfi^em^ B^^^^^ ' 

2(l[e$^te( ©efagte lä^t ftc^ butc^ bie befannten (Summenformelit 
bet ijrit|^metifct)en «nb geometrifd)en ^rogrejponen leicht anfc^aulic^ 
machen. 

Xie ®Uid)\\nQ{i) \eiQt f baß ftd) ou6 ber ^ummenformef dner 
Stetige i^r allgemeine^ ©lieb immer mittelf! einer einfad)en S^e^nung 
b'aiftellen X&^U 2)ie»eflrmmun9 ber ©ummenfotmel auö Um affgemei-- 

• öetiStiebe hingegen/ ijloff nlit großen ©diiDierigfeitentJerbünWn. 9D?ait 

• nennt bie 2(ufI6fung biefeö ^roblemd iie @ u m m i r n n g ber 9tei|^en. 

" ' - SBenn bie 0umme einer SÄeil^e 

«3 + •••• + On . 

fo befcf)affen ijl, baß fie ficf) bei bem unenblid)eh SSBac^fen oon n ^tner 
beftimmtenSrenäeG o^neSnbe nd^ert/ fo fanh maniS ala.bieSiimrae 
ber unenblic^en Mei^e Uo + "i + "2 + «s + ^e, betraditen/ imb 
G=Uo4"'^i+"2 + ^3+ ^^* fe^^n. HWan wirb jid) ndmlt^ bei bem 
Sufammenid^teti ber ©lieber biefer Keilte / bik ©röße G nm fo me^ 
W^ern, je me^r ©lieber man tn ^nfpruc^ nimmt, fo boß Mc^t^Utr 
weld)en man begel^t, inbem man G für bie @uinme einer gfeit^ij]en7(it 
ja^I ber ©lieber ber £f?eibe gelten laßt/ biirc^ TCbbition ^nr9ic{)enb Die- 
jier S^Iiebec Heiner Qemaäji,, merben ,U\^fi? ..<|t$ jebe benfbür.« ^^r^ß 
fleine ©roße, ' : j. ,., ^y 

SD?an fagt jnbiefem gaöe^ bie unenblid&e 9?ei^e ^ 

«o"+ "1 + '^i + "3 + fc* 
fep fummirbar/ ober jTe conoergire'/ uiib fci^%t bie ^cf^neHtg- 
feit ber Sonoergenj mdf ber ©enauigfeit, mit toeld^er ftc^ ^ie ©j^nge 
Gbarc^iXbbttion'Wniger hiebet ber Steifte bairfleaen Up^), * 






•) 2110 IBeifpiele com>eräken>« ^ei^e« ?t^nin bie auß Ut 2Irif{)meti! U* 
fannten unentilid^ .focfloufenben X)eftm(i.l(^):ü4^e an^efa^rt'iOec^e«, mtf« 
telfl xot\d)tt man ^ruc^e^ beren 9Tenner dnbere ^^acforen al$ a itnb 5 
ent$^a(fei|/)9le attcf^ SBur^^fn utti^oHfldnbiger ^teh^mnA^erungdmeife an< 
luge^en pßegt. 



;1.T 

SXm fte^t in Ut ZncXpfii eine unUtannte (Bti$t alt htttd^ntt 

an I mnn man im ® tanbe tf}/ btefeli^e bur^ eine coni^ergtrenbe Steige 
batiufieaen« 

3{l l^tngegen bie ^untme einer 9tei^e 

Sn =3 Uo + Uj + Ui -f- «3 + • • ♦ + Wtt 

(ei Um unenblic^en SBoc^fen 9on n feiner befltntmten ©renje fd^fg/ 
b. ^. n^irb fte babei felbfl unenblic^ grop / ober fd)monft fte jn^ifc^en 
mehreren SBertj^en / fo b t u e r g i r t bie unenblic()e 9?ei^e 

Uo -]- Uj *|- Uj -|" ^» 4" • ' • ♦ ^C»/ 

nnb ifl ntc^t fummirbar/ alfo aud[^ unfähig irgenb eine ®r% aufti* 

juirücfen« 

!Dte S5eantmortung ber Srage^ ob eine oorgelegte unenblic^e 
Steige conoergite obeif bii^ergire / ifl oon ber ^ti^Un SSic^tigfeit SBir 
looDen i^r bie ndc^fien fQorlefungen wibmen. 



-r«VMpHVi 



^tind^^Aufrn'd iitAf^. tQ^rUfunden. t 
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übet bie Äennjeid;en iet ßont^erg^nj unb Si^cr* 

ge.nj unenblidi^er 9lei^em 



i^ifi*»^ 



l2^tn allgemeine^ Äennjetc^en ber Sohuergenj einer unenblid^eri 
Steil^e folgt untnittetbar aw^ ber in ber oor^erge^enben SSorlefung ge- 
gebenen Srfläriuig biefer gigenfc^aft^ 'Zoll eine unenbltct)e JHeij^e 

tio -4- «1 + üj 4* ^3 H* * • • * 4"^« 4" «tt+i + ^c» . 

conoergiren f fo muf ftcf) bie ®umme 

Ön = «0 ,+ Ui. + Uj 4* • • ♦ • + "tt 

bei bem unenblid^en SGBac^fen \>on n einer beflJntraten®renjeG nähern} 
allein nur feiten fann man über bie Sjri(Ien| einer fold)en ©renje burcfy 
bie ^Setrac^tung ber ®umine einer enblicf)en 2(nja^l ber ©lieber ber 
t^orgelegten 9?et^e entfd)eiben. Sinen %alU in welchem bief angelet/ 
bietet bie geometrifc^e $rogref[ion 

ban (Summirt man bie n erfl^n ©lieber berfelben ttüd) ber bekannten 
Sormel , fo ftnbet man : 

5n = a + aq + ^9 + • • • + ^9°""- ^= — / 

n^eld^e ®umme aud^ unter ben formen 



S. = 



aq« 



i—q 1— q 
tinb Sa =2 — t , 

t)oirgefient werben fann, wo»on bie erjie auf q<i/ unb bie zweite auf 
q> i fid^ besiegt» 

3jl t>U pofttiöe ober negatiije Saj^I q<i, fo nimmt -^z^ «"^»b* 
li^ ab, wenn n menblid) wa^fl, bal^er nd^ert jtcf) 8« babet o^ne 
enbe ber ©renje y;;^/ b* ^. eine geometrtfcf)e, in t>a$ Un* 

enbIidS)e fortlaufenbe ?>rogreffion, beren Ouottent 
numerifcb hettad)tet Heiner ijl aU bie Sinl^eit, con^^ 
t^ergjrt/ unb man -finbet i^re Summe, wenn m(in i^v 



: *9 

erjle^ (SIteb but^ bett Ubetf^tiß b^r Sinj^ett liber i^ 

ten Ättottenten tl^etlt. , . 

Übetfletgt q bie Stn^ett tm ))ofth'^en ober im negativen ®tnne^ 

fowirb _ wU n J^gletcf) unenblid) grof ; aber tjl: unnt&n^ 

Mid), folQlid) wirb aud) S« unenblic^ grop/ unb bie geometrifc^e 
5)wgre)fion bi^jergirt. 

@e^t man q=+ » / fo bietet bie gormel S« =: > ^'J^m? ^ert 

ankjlimmten 2fudbrwcf - bar; ba aber inbtefem galTe bie georaetri- 

fd^e ^rogrefjlon an^ unenblic^ Dielen ©liebern befielt/ beren {ebed 
;=:aijt/ fp bti^ergirt fte ofenbar* 

Cdßt man q= — i f^pn/ fo ge^t iU ^rogreffion iti 

a — a ^ a — a -j- a — a -f- IC« 

uUtf »)el$i)ejitegen bed @(^)oanfen$ ij^rer ®umme jwif^en o itnb a 
ate bioergirenb anjafe^en ift. @ineunenbIic^egeometrif^e 
^rogreffion/ beren £luotient nic^t fleiner tfi ald ii(^ 
Sin^eit/ ge^^^ bemna^ ju ben bioergirenbendtei^en« 
3ji Uo + «t + «2 + "3 + ^^* ^^^^ conoergirenbe Steige/ 
unb fejt man 

«0 + '^i + "i + •♦•• + "a '^^ ^Ä 
Un+i + "» + • + Un4-3 + iC. =E= Qn / 

»OW olfO 1I0 4- Ui + U2 + Ua + K..= Sa + Q« ^*ff^ fö «^"f/ 

U)enn man ber Ba^I n irgenb einen ftjren Sßert^ beilegt/ bie burc^ 
Qn oorgefiellte nneniM)t dieij^e ebenfaQd conuergiren ; unb jwar muß/ 
tvenn man bie ©umrne ber ganjen nnenblic^en Steige G nennt/ bie 
Summe bcr lejteren =G — Sn fepn. 

i&^t man n na^ unb nac^ warf)fen/ fo tt)itb/ wenigjlend nac^= 
Um biefei 3eiger einen gemiflen SBert^ k überfd^ritten l^at / bie S)if^ 
ferenj G-^Sa anfangen ununterbrochen fortgab junei^men / unb loenit 
n alle ©renjen Äberjieigt/ fleiner werben/ afö jebe angebbare noc^ fo 
Keine Sal^I. X^a^ ©lieb un / welc^ed bem ermähnten Seigerwertl^e k 
entf])ri^t/ ijl baöjenige/ bei welct)em bi« Sonoergeuj ber Steige beginnt. 

aWan fte^t aud bem ©efagtcn/ baß bie ©roße/ welche wir burc^ 
Qo l)orgefiellt ^abeu/ unb welche man iic bem Seiger n juge^orige 
Srgdn^ung ber gegebenen unenblic^en SHei^e nennen fanu/ bei bem 
«nenblid^en. SDßad^fen oon n/- wenn anberö bie Steifte conoergiren foll/ 
utienblic^ f lein werben mu^, di laßt fic^l^al^ei^ bie 93ebingung ber 

2 * 



tTonvergfn} einer unetibl^en Steige auc^ fo atsebräcfen: bte ® umm e 
i^rer fpdteflen ©liefet ntuf itnenblt^! Hein loerbem 

$8Benn bei bem nmM\d)tn SBad)feti t^on n bie @rof e S„ fid^ ber 
©renje G unenblic^. nähert/ unb bie 2(nja^I t«r bereite {ufammenge» 
tiommenen ©lieber ber 9iei^e fe^r grof geit^orben ifl/ fo fann ba$ 
.^itiiuFoQimen etned ber noc^ fej^Ienben ©lieber/ i.SS.Un^, 1/ {u S» btefe 
@ignme nur menig dnbertK Sa tnuflen olfo bie t)om 2(nfange einer 
conoergirenben Steige unenblic^ weit abf^e^enben ©lieber nnenblid^ flein 
mtieitf b* 1^. ea mup im Salle ber Sonoergenj einer Steige ber aUge^ 
nteine 2(uabrudP Ua eineö jeben ij^rer ©lieber unenblid[| abnej^men/ wenn 
ber Seiger n unenblic^ wdd)ft« 

Cbfc^on ber SRangel biefer (£igenfd[|oft/ weld^e man bad Sal« 
^ len ber Sfiei^e ju nennen ))flegt/ ein ftc^ere^ 3ei(f)en tfirer ^Dioergenj 
tfl/ fo fuf^rt bod^ bie 2(nwefenl^eit berfelben bie Sonoergenj ber Steige 
tit(()t not(?n)enbig l^erbei. 2)enn bie Srgänjung einer 9?ei^e foinn un« 
enblic^ wac^fen/ wenn fie auc^ aud unenblic^^ abne^menben ©liebem 
bepe^t. 

Um l^teoon ein %eif))tel ju geben/ be(racf)ten wir bie fogenannte 
natürlidje ^armonifct)e SHei^e ^ 

beren ©lieber offenbar unenblid^ abnej^men. iSej^dlt Qn bie oben an^ 
genommene 33ebeutung bei/ fq ifi 

Q" ~ ;r+T + r+1 + 7+^ + • • * + 5^ + i;^+7 + ^^- ' 
alfo/ wie grop audf^ immer n fepn mag: 

I . 1 . 1 



■Jmi 



+ 



i ' * an 



^ n-(- 1 * n + a 

folglich/ wenn man bieSIenner airer©(ieber auf sn tt^i^t, umfomej^r 

X» > is + « + ^ + • • • + is 

ober On > n . ~, b. 6. Qn > '. 

*• aa *- a 

S* fann alfo Qn nic^t Heiner werben / aW jebe beliebige noc^ fi> 
Iteine ©rofe/ worauf bie £)toergen} ber tftei^c 



> +^ + 5 + ^ + ?c. err;eae^ 



SnU^tn, wenn bie S^id^en bet (Sluber einer tinenblic^en Steige/ 
»entgfiend t>on einet gewtfft^n (Stelle angefangen/ regelmäßig mec^feln/ 
fo baß immer gleich mel )}onti>e. tinb eb^n fo DteU negatioe ©lieber 
grup^^enmetfe betfammen fielen/ fo ifi bte unenbUc^e 21bna^me ber 
©lieber ein ftci)ered 3^id)en ber Sonoergenj ber SKet^e. 

Setrac^ten u^tr nur bie Steige . : 

«0 — Wi + «» — «3 + *"4 • • • + Uli + Hn + I + Un +, If IC, 

fo ifi für jie • * 

{Rel^men bie ©lieber Ub +« / «04.3/ «■ +4 . * . • fortwd^renb ab/ fa 
^nb ade bttrc^ ^(amni^rn begrenjte X)ifferenien in biefen ©(eic^uugen 
f9f\tWf folglich fdat.ber numerifc^e äBert(^ oon Q» jletd {mifc^en Die 
3a^(en u» ^ t unb n» + > — v» + « 9 ^^^^ ^^^ ua + , unenbtic^ f (ein/ 
to%enb n unenblicf) mdc^fl/ fo nimmt auc^ Qa unenbltc^ ab/.ba(^er 
ijl bie vorgelegte Steige eine convergirenbe, 

Sben fo wirb ber aufgeflellte ®a^ beriefen / wenn mehrere pofl« 
ti»e ober negattoe ©lieber unmittefbar auf einanber folgen* 

Sd tfl^atfo oft eine bloße ^nberung ber 3eict)en ^inreic^enb/ um 
eine bioergirenbe Steige in eine conuergirenbe }u ^>erwanbeln. i>iediei^e 

iim^kt / wdl^renb bte Steige ■ 

1 — 7 + f — I + ^^- conoergirt. 

^at man über bie Sonuergenj ober Dioergenj einer unenbli^en 
Sfi^e ju urt^eilen / fo gelangt man am lei(f)te(len jum 3i^f^ f wenn 
man biefelbe mit anberu/ bereite aU conoergirenb ober bioergtrenb 
onerfannten Steigen oergleicbt / inbem man ftd) ber folgenben aud ber 
SJatur bet (Eonoergenj unb Sioergenj abgeleiteten 0d^e bebient. 

Sine SWei^e/ beren ©lieber \>on einer gewiffen.0teUe angefangen, 
o^ne SRiicf jict)t auf i§re 3^irf)en, fdmmtlic^ Heiner ftnb/ alö bie cor* 
tefponbtrenben, bloß mit gleichen Z^idien oerfe^enen. ©lieber einer con* 
^ergirenben Mei^e, conoergirt ebenfalls; unb eine Steige, beren ©lie^ 
ber oon einer gewtffen ©teile angefangen , einerlei Seidien ^abi^w wnb 
in a3ejug auf t>ie numerifc^en SEBert^e bie ©lieber einer biuergtrenben 
Steige übertreffen/ bioergirt. Senn bie Srgdnjung einer unenblicl)en 
SRei^e wirb <>erminbert/ wenn bie numerifc^en SSBert^e ber i^r juge^J* 
tigeu ©lieber abnej^men / ober eine ©torung ber fr%r oorj^anbenen 



luierelnfKmtnuns ter Seiten eintritt ; l^tnaegen n^l^fi biefe Srgdn- 
(ttng/ wenn bie numertfjcf)en SBert^e t^rer S(teber junel^men^ unbibie 
früher nid^t oorl^anbene ©let^^ett ber 3^icf)en l^ergefiellt wirb. S)te 
erfleren Änberungen beforbern \>\z Sonoergenj/ unb bte Ic^teren tefor« 
bern bje S^tuer^enj ber Steige* 

£)a SKei^en/ tn tt>el^en bte S^t^^n ber ©Heber unregetmdßtg 
n^ed()feTn ^ it^e^I feiten t^orfomnfen burften / itnb bei bem regelmdligeti 
3etdt)enwec^fel bte bloße unenblid^e 2(bna^me ber ©lieber bte (Eonoer* 
jenj ber SRet^e außer 3weifel fe^t/ fo »ollen wir ^ier nur folct^e 9?ei* 
]^en betrad^ten, beren ©lieber mit 9leicf)en S^icljen «jerfe^cn finb. £)ie 
53ergleid)ung biefer SKei^en mit einer geometrifc()en g>ro9ref]'ion , mit' 
ber ^armonifc^eti SRei^e u. b. gl. fu|rt auf allgemeine @d^e über Con« 
»ergenj unb Stoergen j / t^^x^^xi bie folgenben Don Cauchy im Cours 
d'Analjse de Tecole royale polytechmque i'« partie Chap. VI 

^vorgetragenen/ für mU gdtle l^tnreicl^en. 
i) SJBenn bei einer JWei^e 

Uo/ Uj/ U^^ U3 « • • »Uli/ Uiiif-i • •"• • 

ber öuotient ■■ ° "^ ' fic^ einer bc(iimraten ©renje A \xm fo me^r n5^ 

n 

l^ert / je großer n wirb/ fo conoergirt ober bioergirt V\i Steige/ je nad^^ 
bem A Heiner ober großer ifl afö bie Sin^eit. 

2)enn aua ber IGorauafe^ung Um. -^ — =» A folgt/ H^ toentt 
bte ©roße B nocf) fo nal^e m A angenommen wirb/ bennocf^ ber niX' 






merif^e SSSertl^ ber ©iffer^ni ~-t^ — A/ fobalb n eine ^inr^id[|enJ> 

große 3«^! r überf^reitet/ fortwd^renb Heiner aw^^CiVit , ala jener ber 

2)ifferenjB— A/ \x\ib ba^er fortwd^renb -^^^i^ < ober > B, b. ^* 

nn-*-i < ober > Bun bleibt/ je nad&bem B > ober < A \% ^m er* 
ften galle werben bie ©lieber ber SRei^e 

fammtltd^ Heiner/ junb im jweiten fdmmtlid) großer, ala bie correfpon* 
birenben ©lieber ber geometrifd)en gjrogreffion 

(a) Ur, BUp/ B^Ur/ B^u, ♦ ♦ • . 

3fl nun A oon ber Sinl^ett uerfc^iebeu/ unb gibt man ber ©roße 
B einen jwifc^en 1 unb A liegenben fSßert^/ fo |^at man B> ober <A/ 



jenoG^bem A< ober > i gebaut n^trb; aber tm erjloi Si^De tfl «ud^ 
B<i, alfo bte 9>ro9rej|ion (2) eine conoergfwnj)?, unb tra jwetten i|l 
B>i, ölfo bte ^rogrelTion (2) eine biüergircnbe/ ba^er conoergirt 
Audi bte:SKet^:<i)./ wenn A< \ , unb fte Jbmrgirt^.ivenn A> 1 ifl« : 



2)ie »ebinguna Um. - ° **"' =; A fanuiwdb auf eine anbere3(rt 

' u 

ouagebrucFt merben. Sd fe;f o. eine ))ofitii>e ober negatioe i>on n a(« 
^angenbe / unb bei bem unenblid^en Sßad)fen biefer 3a^I unenblt^ af^« 
^mei)^e.^riif^/ fo beße^t bi^ (Bleic^ung . 

■ srs A «-4^ CO0 « 

2fud berfelben folat/ wenn man «ac^ unb. nad^ xi r4-i/ r+S/ 
14.3 . • /. n— * 1 jiatt n fe^t , unb bie er^aftenen SRefuttate tiitt einan» 
b« muWplicirt : • 



I f . '••' •-* 



m^\ s • 



-. =s (A 4- w,) (A-|.<«>,^,) (A + M,^«> . • • (A + w„^,). 

$?dßf matt ^ier r nnb n ;ngletd^ fo m4 UnenbHc^e wac^fen ^ baf 
büX)ifer«n} n— r un«er4nb(rt (>((tt)t/ fo ffnbet man (jwettr QSorle^ 
f»njll,, 3)): 

t»oUiv eine (»et bem unenbUc^en Sac|»fen t>on n.unb t ui^Yiltlt^ fleiti 
iverbenbe ©roße anzeigt, ^anpat alfo auc^ 

VUn Ä VHr • (A + Vy n • 

Sßac^fl nun n unenblic^^/ wa^renb r eonßont tf!/ fo xoiti wegen 

« — 

Um.^nrtss'lim.vLr" tss \f unb Wegen ber unenblic^en ;2(bna|^me 

r ■ * 

ton - unb V : 

n . 

Km. V^n- s= A = Km. " "*" 



"» 



• 9!)?an fann ba^er aud^ fagen , eine Steige 

n. 

(et weld^er ft(|^ yua f inbem n unenblic^ wdd^fl, einer tefltmmten 
©renje nähert t conoergtrt ober btoergirt^ je na(^bem biefe ©reuie f (et« 
ncr ober groper ate i t|l. 






L.. 



äi 



fünfte ^orlefung. 



.» I 



iD» 



in ber Dorj^ergel^enben ^orTefuttg ndd^eiotefenen ^Stettniet^ 
^^n ber (Senoergen) unb iDioergen} einer 9?ei^e 

Uo/ U| / tt2/ U3 • t • > Pn / Qn^-i « « « « 

reiften fijr ben gall niä)i Mtf weiin bie®ren je /Welcher jidSi ber 
Äw^tient -^L±l ober bie SSSurjelgrof e yua bei bem urtenbKt^en488ö(^' 

feh ^0n n oj^ne ^xibe n%rt/ ber Stni^ei^ gfetd^ fommh '9)?an btbarf 
bann neuer ^&lf ^mittel f wouon folgenbe ä^e eine ^robe geben. 
ä), SSJenn bie @U?|^r ber ^ei|^e\. 

ainenblic^ abnej^men / fo conoergitt ober bii^^rgirt biefelbe {ugleic^ mit 
ber Steige 

(2) U, / 2Ui/ 4^4/ ÖUg ... * 2*»u n 4 . . * 

5(u$ ber 2|bnaffwe ber ©lieber b^r Steige (1) folge 

Ui = «1 

2Ua > ^^ + **« 
4?4,> tt« + "5 + «b + «7 
8^8 > ug + up 4- • • • • + **»* 
iif ff ». ' 

®e§t man bie Summe ber n erfien ©lieber ber 9tei|^e (1) =8«/ 
itnb biefelbe @umme für bie Steige (2) c=?Tn , fo iat man burc^ Ab* 
bition ber obigen @4§e/ wenn man ber Äurj^ wegen 2»— » bur^ m 
i^orjleBt/ ' ... 

Ta < 2S™ -^ u^ unb Tn > S,„«,. 

^ieraüö Idpt fid^ nun o^ne üWii^e folgern, baß bei bem unenb* 
li^en 5lBad)fen t^onn, Sn unb Tn entweber jugleic^ unenblic^^ grof 
n)erben/ ober {uglei^ feflgefe^ten ©renken ftd^ nähern ; it)obur<^ ber 
oben aui^gefproc^ene (^a^ beriefen i{i. 
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V+;7 + 37 + ^ + ****+i;7 + **** 

)tfg(ei(^ conoergtrenbe ober bii^er^ir^nbe. X>ic leistete tfl eine (jeometrtv 
f(^e ^progrejTton / beren (EouDcrgen^ an bie.SrfuIIung ber ißebingung 
r>i gebunben tfl; ba^er ^onvergtrt aucf^ bie erflere Steige nur bann/ 
mnn r bteSin^ett liberfleigt. gür rsi i^enDanbelt ftd) bt^ erjleS^et^e 

in iie nÄturlic^e ^(irmontfcb^ » -j- 7 + t + j + • • • • > ^^^^ i^^^^'* 
ülfo ^ieburd^ einen neuen '^eiveiö i^rer £)ioer3en j« 

3)' X>a unß ntt^ bie ^äde befani^t finb/ tu weldjcn bie Steige 

tmtt^ixt ober bioergttt/ fo fonnen mir und berfelben jur JÖeurtj^et* 
lung be$ 93er]^alten$ anberer Steigen bebteuen. 

Snd^ert ftd^ ndmiicf) ba^ allgemeine ®(ieb u» einer 9teil^e 

Uo/ ^1 / Uj / U3 « • • • Un / Ua ^.'1 • • • • 

bei bem unenbltd)en SQ3a(()fen oön n o^ne Snbe ber iStb^i -;/ fo 

tonmgirt ober bioergtrt biefe Steige/ je nac^bem ber unoeriänberlicfte 
ß;yonent*a> ober < ata i fjl. 2)er »eweia biefed ©a^ed ijl bem in 
jegcbenen d^nfid^, 

Sie aSebingung Um. Un = Zim. ~ fann wegen ber baraud fol^ 

flejiben ©letd^ung . ' 

Um, log, Ub =: a Um. lag, - / 

n 

iti n^eT^er bie Logarithmen an^ jebem beliebigen ©pfleme genommen 
»ttben bSrfen, auc^ bie gorm 

Km,' 

erhalten. 

4) ^tr l^aben una bia je^t mit berUnterfucf)ung ber Sonoergenj 
«ier ©töergehj folc^er unenbltd[)er Steigen befc^dftiget^ oberen ©lieber 
auaüoUig beflimmten ©roßen gebtibet werben; detrac^ten totr gegen* 
tt^ärtig Steigen/ xoeldje nad) Un fleigenbeu/ mit ganjen pofittoen Sjrpo« 
Wnfen oerfe^enen ^otenjen einer oerdnberItd)en ©röpe x in baa Un« 
tMid)t fortfc^reiteu/ unb beren allgemeine gorm 
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tjl/ wobei bie Soefficienten ao/ a^^ a^/ a| « « • « l>efl<Iit))ifle/ für fld^ 

felbjl eine Steige barHellenbe/ pofittwe ober negative ©roßen öwjeigen. 

3" ^ejug auf bie oorgetegte Steige fann nur gefragt werben/ fiir 

Weldie SSBert^e oon x fte conoergire/ unb für welche fte .btvergjre. 

• ©e^t btefe JRei^e, nac^bem x-einen fpecieUen SBSert^ er^alteii>atf in 

Uo 4" Uj -^ Uj -|- U3 ^ • • • -f-- U» *4" ^«» + * 4" ^^* 

ober/ «nb nähert jtc^ ber Cuoiient -^^^ bei bem unenblid^en 2Bac^* 



B 



fen t?on n ol^ne Snbe ber ©renje k, fo coni^ergtVt ober btoergirt Vxo 
felbe/ je nac^bem A<^i oberA>i tjl. 

{Run jtnbet man für ben erwähnten Sert^ DÖn x 

Zsjti — ^'>'^'^"^' « '!l±i X, folglich 

. ". a^ X^ »a 

Km. .iillü =3 X lim. ^1±^ =3 A/ atfo wenn mn 



Um. " ts a fe^t/ A s=s ax/ 






fo bap e$ in $6etreff ber Sonoergenj ober iDioer^enj ber Steige 

.■•<■-•*.■' 

ao •+• ai X 4" a^x* + asx^ -[- • * • • + a« x« -{- • •. • v 
nur barauf anforamt/ ob ber befonbere 585ert^/ welcher ber oerdnber« 
liefen ©roße x beigelegt würbe/ fo befd^afen tfl/ bap fiir benfelben 
ax<i oberax>i auöfdllt. .... 

a " 

©ibt rö alfo fiir ben Quotienten °^* . bei bem unenbTfc^eir 

SBacI)fen \>on n dne ©renge a/ fo conoergirt biefe dteij^e für aQe fSSer-* 
tj^eoon x/ welche numerifcl) betrachtet Heiner. foib / alö ^/ b* ^•. {Wt« 

1 1 ' 

fc^en bie ©renjen — ^ unb -^ — fallen; nnb fle bioergirt für alle 

SSBertl^e oon x , welche numerifc^ betrad^f et - uberjleigen / ober aupcr» 

Balb ber genannten ©renjen liegen. ' ' ^ 

2)ae 93er|^alten ber Wei^e Ui ben ©ubjjitutionett x.c=a -n^-t 



ttnb X :=: + - felbfl/ muß na^ ben früher ertpeiften 53orfd)rifteit 



a 



befonberd unterfu<^t werben. 

Übrigena ifl leicht einjufe^en/ bap wenn eine Steige uon ber 
obigen gorm für einen SSBert^ oori x/ j. 33. xcss^i con^ergirt/ fie 



2-7 

für alle >(^tit^en ttnb ne^c^mn SBertl^e t^on it, \vtlii)tf t^ne ouf ba& 
3«(|eii SÄüdPfid^t ju nel^men , fletner aW/t fttib, conwrgireji niuffe. 

5) SGBenn jwet Steigert 

ao + ajX + »1^* + «aX* + • • • • + »o X** . * * . 
bo -(- bj X + bj X* -4- ba x=* -f- • . . . + bn x** . . . . 

fur^iiwn kjlimraten Sßert^ von x. couuergtreii/ fo ijl aixd) t^re@umnie 
otoDifferenj eine für benfelben 5S5erl^ uon x ccnoergitenbe SHet^j^. 
' Äenn.eö fep 

So = Bo +, aiX + a^x* + V ♦ • + ^» *' 
Tb = bo + bj X 4- bj X* + ♦ . . . -f- ^ ^^ / 

Qnb lei bem unenblic^en SBad^fen von n 

lim. Sa = A unb Km. Tn = B, 

miA ülfo A unb B bt> Gummen ber obigen Steigen für ben ema^n^ 
^en befonberen SSBert^ oon x anzeigen ^ fo ifl 

lim. (Sn + t„) = lim. Sa ± lim. T« = A + B. 

J)a nun Sn + T« bei bem «nenbtic^en 5GBad)fen t>on n on bie Orenje 
A + B gebunben erfd^eint, fo i|l beHlufgefleate @a§ beioiefen* 

6) 5£Benn bie in 6) betrad)teten 9?eiJ^en für einen . bejlimmfert 
SB«t^ uon X coni?ergiren/ meieret allen ©liebern berfelbeu gleite B^i' 
c^en enteilt/ unb A/ B il^re ©ummen anjeigen^ fo conoergirt ta^ 
9^wt>uct biefer SRei^en für benfelben SBert^ i?on x / unb feine ®umme 
t|li=ÄB; 

©fjen wir bie @nmme l)er ii+ 1 erfien ©lieber beö g^robucteö/ 
jener ©lieber ndmiidf), weldfe t>ie ^otenjen x^/ x*^ x* ♦ • • . x** ent-^ 
Mtcn, c= p^ , fo ijl offenbar P« < Sn Tn , Jt^obei S^ unb T„ bie in 
^) gebrauchte ^ebeutung l^aben. £)enn baa q>robuct Sn Tn liefert 
<>^ju jenen ©Hebern beö ^robucted ber vorgelegten SÄei^en/tn toeU 
(|enx»+«, x"* + */ x«-+3 .'. « . x*° erfdjeinen/ einige ?8eflanbtl^eile. 

8«ner iji, wenn m bie größte in - enthaltene ganje Sal^I vorflellt/ 

^> S„Tm. 2)enn Pn enthalt »ejlanbtl^eite, welche burc^ bie SKuU 
Hylicotion ber ^olpnome S« unb T„^ nic^t erjeugt werben* Sa liefert 
aämlid) bad. g?robuct ÖmTm ju jenem ©liebe von P»"/ worin x«* alö^ 
Jöctorfte^t/ ^oc^jlenö einen 23ejJanbt^4t/ ambmx^*/ unb biefein nur 
»nbem Salle/ wenn n eine gerabe Bc^^l ifl. 

S6ei bem unenbltc{)en SESadbfen ooti n^ unb folgli^ aud^ von m^ 
«fl^ern ftd^ bie Summen S« , Sm/ wie aud^ T,/ T„'/ ber 53orauö» 
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fr^ung Qm&$ / (eßtmmfen (Srertjeii / weld^e tDtr in 6) buc<^ A' utib B 
beiei(^net ^obrn; b^^er nd^ern fiä^ bie^robucte S« T« unb S,aTm ge- 
' ineinfc^aftlid)ber®renje AB. 2(berPn ijlbabetftet« jwifc^enSa Tn uiib 
S« T„ enthalten f folglicf) t|i ebnifalB //m, P« = AB. 

®üib bei bem angenommenen SSBert^e t^on x bie B^ic^^n ber ©Ue- 
bet in ben Steigen 5) nid^t burd^ge^enbd stetcf)/ fo fonn man nietet oD- 
flemein fagen/ P« liege jwifc^en S„ T» iinb S^Tm; benn bie ©Heber/ 
»elc^e tu Pn fehlen / f onnten in Sn T» eine fubtractioe Summe geben/ 
unb bann wäre Pn > Sn T«, o^ne baß. beßwegen gerabe'P» < S^T« 
fepn müßte. S^ gilt ba^er ber fo eben bewiefene ®a^ ni^t allgemein/ 
wenn fic^) nad) ber üo'rau6g"efe^ten @ub|iitution eine6 befonberen SGBer- 
t^ed flatt x/ in ben ermähnten Steigen nic^t o5(Iig übereinflimntenbe 
Sei(^en beftnben. 

«^ben aber bie Stefultate/ xotld^e biefe Steigen für ein fpecieDe^ 
X barbieten/ eine folc^e S3efc^affen^eit/ ba^ [ttMixd), nac^bem aDe 3tu 
d)ttt in Übereinjlimmung gebracht worben finb/ i^re €ont>ergeni ntc^t 
verlieren / fo tfl i^r ^robuct eine conoergirenbe ä^ei^e $ benn ed würbe 
conoergiren/ wenn in ben Sa||Dren be^felben burcf)ge^enb$ gleiche 
Seid^en oor^anben waren/ ba^er conuergirt e$ um fo me^r/^ wenn 
biefe 3^i<^^n nic^t uberetnflimmen. 

7) 9!)?ultiplicirt man eine unenbli^e/ nad^ ben jleigenben ^o« 
tenjen ber oerdnberli^en ©roße x georbnete Steige 

«0 + a,x -j- »iX* + «3^^ + • • • + ^«^" + • • •' 
wel(t)e für irgenb einen beflimmten SSBert^ von x conoergirt/ mit einem 

begrenzten / ebenfalls na^ ben ^otenjen \)on x georbnetjen ^olpnome 

Ao + AjX -|- AaX* -f- A3X' -|- • . .v 4" AmX«"/ 

fo erhalt man eine für benfelben SBertl^ t)on x conoergirenbe 9{eil^e jum 
^robncte« ^enn ed convergirt jebed ber ^artiaI))robucte/ welci)e ftc^ 
ergeben/ wenn hU Steige mit jebem einjelnen Z^eiU bed ^olpnomd 
multiplicirt wirb/ folglich duc^ bie Summe aDer ^artialprobucte/ 
b. ^. bad ^robuct ber Sieil^e mit bem ganzen ^olpnome. 

8) SS3enn in ber unenblic^en Steige 

Ao + Ä,x + a^x» -f" aax» + •••• + »«*" + *«» + » ^".■^' 4" ^^- 

ber Ouotient . ° "*" ' ■ für feinen SSBert^ i?on n eine enbtic^e ©roße Ä 



a 

n 



(u überfcf)reiten vermag / fo ift Ui bem unenbli^^en 2Ibnel^men uon x 

Um. (äo 4* *i^ + »t^* + .••111 inf.) = a»« 



f 



1- '• 
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Senn unter obige? ^orauAfe^nng tfi 

axni(l^t>Aai, 83 nt^ > Aa^/ a^ m(^t> Aa, «•• .^ 
folglich Mdf 

aa nid)t > A»ai / 04 nu^t > A'a^ , 

nnb alfo aud^ 

»1^+ «2 3t* + ajx' + . . , ntd^t > ajx (i 4. Ax-f A*x* +...)/ 
b. $. ajX -f- 02 X* 4" a^x' -|-. . . ntc^t>ajX — , 

TBHun n4m(tc^ ^ ^ 7 ^''d^"^^^^" w>^^/ iamit lie geometrtfc^e $yo« 
grejfion i + A x -|- A* x* + -*•* ^' + • • • • convergirt. 
2(ber — ^- nimmt mit x iu^Ui^ unenbltc^ ah / folglich auc^ 

I """" AX 

ajX + ajX* 4- a^x* 4- . . . ./ _^ 

h§ec gilt bie oben'aufgefleUte ®Ieid[|ung. 

9) 3fi für ade unter einet gemiffen ©renje fle^enben SBert^^ 
wn X 

a 

\^^at man ao=bo^ a^ssb^/ a2£=b^ u. f. w. £enn bie ©renjen 
beibct Steife biefer @Ieic(^ung für bad unenbltc^e 7(bne^men von x ftnb 
gleicd; ba^er ifl ao^sbo/ folglich a\xd) 

a, X -j- a^x* -j- • • • = ^i* "H ^1^* 4" ♦ • • * 

nnb a^ 4" ajX -[^ . • ♦ =3 bj -|" ^i^ "h • ^ •/ 

»vorauf ivieber berfelbe ®c^Iup ))af t / u. f. n^. 
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übet bie Äcnnjeidjen ber ßont^ergenj wnb Div^er^ 

gen j unenb 11 d; er Steigen. 

(5 r f f e ^ u n g.) 



%^ au^ ^at in ben Commentat. soc. reg. scient. Goltingen- 
$i$ receotior. roh IL in bet 2ib^anblung : Disquisitiones generales 
circa seriem infinitam etc. Sect. 3. I^oc^fl md)tiQ^ 0a|^e über t>a^ 
Steigen unb gaUeii/ unb über bfe Sonoergenj unb Stöergenj ber Sdeu 
$en vorgetragen^ mit beren TTu^einanberfe^ung toit und in gegenivdr* 
tiger 93orIefung befc^aftigen wirbem 

JKe^men wir ^n , eö fep bte wnenblicfye Steige 

^0/ ^1/ ^a/ ^3 • • • •, ^0/ ^»-f i ♦ • • * 

fö gebilbet/ baß ber Äuottent 



u. 



h — 1 



h-^» 



o^-i n** + Ain**-'- + A^n'^-* + . . . + A 



• • • * 



jtfl^ Wob^i bie Soejficienten Ai/ A^, A, . • . . aj/ aj/ a, 
t)on n nic^t abfangen ^ unb fe^en ivtr ber ^ürje wegen 

n^ -j- aji!^ — ' -^ aiii^--* -|- . . . -|- aii = p/ 

fo bieten ftd^ folgenbe ^Betrachtungen bor:. 

i) X>a bie ©lieber Uo^ «,, u^ .... ber t)orgeIegten unenbli* 
c^en Steige ^ier offenbar aU oerfd)ieben gebaci)t werben/ fo fonncu bie 
^olpnome P / p nid)t ibentifd) fepn / ba^er ftnb auc^ nid)t fdmmtlid)e 
2>ifferenjert A, — a^ , A» — a^, A3 — a3 .... gleich JWuö. Sd fep 
Ag — ag hie erpe nid^t oerfd)winbenbe berfelbeu/ fo ^at man 

P — P=(Ag— ag)n'»-« + (Ag^, — »g + i)»^"*'"' +*** + ^^ — ®k* 
5Bei bem unenblid)en SSBad)fen oon n werben bie (Sroßen P / p 

j)ofitiO/ unb bie Sifferenj P— p erl^dlt t>a^ Seichen oon Ag -t- ag , ba* 

l^er wirb P>p ober P<p/ folglich auc^ Un-^i>Un ober Bn-n<Ua/ 

je nad:)Um Ag — ag pofttio ober negatto ijl. 

3jl alfo bie erfie ber oon o oerfcJ)tebenen unter hen ©ifferenjen 

Aj— ai/ A;j— aj, A3-— aj... j)ojitiO/ fo ge^t bie Siei^e Uo/ «„Ui, U3... 
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\nki^t g^H^tß 11t erni ^etgenbe nf^er rifi <^^tt bte emd^nte tAf^tmi nt* 
gati9/ fo enbtgt ftd^ bte Steige in eine f^iUen^e/ unb bo(^ei erhalten t^t« 
©lieber fdmnttlic^ bdjfelbe 3eic^en« 

2) Ob aUt bte ©Heber ber oben betra^tefen ütet^$ bei biefem 
Cteijen ober fallen unenbHci^ groß ober unenblid^ f lein loerben f onnen^ 
ober ob fte babei an eine befiimntte ©renje gebunben ftnb^ biep ^dngt 
Koß oon ber 93efc^affen^eit ber Xiiffttetii ber Soefficientln A« , a^ ab* 

Unterfuc^en mir opr ber ^anb nur bad 93er^alten ber ©rißt 



I u 

I 



Uj» = — / wobei k eine QMit po|ltioe 3o|^I anjeigt, wa^renb bem un* 
enMi^en 1CBacf|fen oon n« £)er Ouotient 

ttotiii bloß bte erJJen jwei ©lieber ber g>otenien P^ , p^ mit ^ulfe be» 
oueber 3(ritl^metif. bekannten binomifc^en Se^rfa^ed filr ganje fofitioi 
6;)}Qnenten entiotcfelt loorben ftnb/ b. ^. eä tjl: 
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311 Aj — ai eine |)ofitiüe ©roße/ fo fann man bie ganje yojTtiot 

ga^l k immer fo lodl^Ien / t>a$ bie :Z)ifferenj 

kAi — (kaj rh i) =3 k (Aj — a^) — i 

mett pofttit^en SBert^ erJ^ält/ unb bann ifi man uerm6ge i) beredet!« 

get ju [erließen/ ia^ Un / loenn n unenbird) \väd)\l, iule|t auc^ fort« 

^k 

i^ajrenb junimmt. 2(ber üa «= — fanii , \oenn ber Slenner n un* 

inilii) groß wirb/ gar. nid^t in ben 3nf}<^nb bed SBac{)fen$ gelangen/ 
tt^enn nid^t aud^ ber Bd^Ier ti^ unenblid^ {luiimmt; ba^er muß eben« 

k 

faU$ yu^ ober Un unenbli^ groß werben. 

Sjl alfo Aj — a.i pojitio/ fo ixtedf^fen bie ©lieber ber Steige 
^0/ Ui/ U4 . • * Un . • • jule|t in bad Unenbftc^e. 

3) a5etracf)ten wir auf biefelbe liit bie ©roße ün = nu^ / wo« 
let k eine gan^e ))oftti9e 3<)^I oorjlellt / fo l^aben wir 



ÜJ „»vJt-4-» 1. La «>»^ 



« 



n 



+ ka^n"* + . . 



3jl Aj — aj negatio/ fo fann man k immer fo wallen/ \>(i^ bie 
SijferenjikAi + i — ka, « i~k(ai — AJ negatio auffaßt/ alfo 
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mä) i) bt> ®rof e U„ Ui im uneitMt^en Sfi3a(^fen i^on n fartkpAl^renb 
abnimmt. 2(ber Un a im^ fann ^uhei nur bann fletner ju loerbcn an- 
fangen/ wenn m^, alfo auc^ u» unenbltc^ abnimmt. 

3jl bemnac^ Aj — aj negatio, fo werben bie ©lieber bec Kei^^e 
Uof «1/ U2/ U3 . . . liu * . • jule^t munblid) flein* 

4) 311 Aj — a^ S3 o / fo' nähern pcf^ bie ©lieber ber 9?ei^e 
«0/ Tii/ Uj/ U3 . . . Un o^ne Snbe einer bepimmfen ®renje. 

Unter ber ^Joraaöfe^ung A,— ajsao jinb jwei gdlle möglich; 
entweber e^ wirb bei bem unenblic^en SSBac^fen von n; un iule|t fort« 
wd^renb größer/ ober fortwd^renb f leiner. Setc^er oon beiben %äU 
len ®tattftnbe/ wirb nac^ i) entfc^ieben. 

3m erflen Salle/ wenn n4mlid^ bie uorgelegte Steige eine flet« 

genbe ifi/ nehmen wir bie ©rope U» n ^_L- J u. jtt ^ulfe/ wobei 
k bie frühere ^Sebeutung ^ai. 
(S$ iß ber £^uotient 



U^ n»^p o^-h«>lj-a «^ + »»'~»_La «i»-4-»ii-« 



^h4..k^^^^h + .k~»^^^^hH..k-. _^ 



• • « 



unb babd fann man k fo wallen/ baß bie £)ifferen{ A^ — k — a, ne«' 
gatio wirb/ folglich U. bei bem unenblic^en SBac^fen oon n jule^t fort« 

Wd^renb abnimmt. 2(ber ed ijl ( --~J «« ober Üb > u« / unb u, 

wdc^jl ber 93orau6fe^ung ju S^^^S^/ ^^^^^^ ^ uneublic^ groß wirb/ folg« 
lid) fann un eine beflimmte ©ren^e nic^t überfd^reiten. 

3m {Weiten gatle/ wenn ii^ vorgelegte Steige' eine faUenbe tfl/ 
fe^e man ü» == ("V~J "«^ ' f^ ^^^ "^^" 

Stimmt man k fo an/ baß bie £)iferen$ 

Ai — (aj — k) SS k -|« Aj — a» 

pofttii) auffallt / fo mu^ Vu bei bem unenblic^en SSJac^fen Don n ju« 
nehmen; aber Uc ber 93orau$fe^ung gemäß abne|^menbe ©r6ße u^ifl 
babei tlet5 größer al$ U» / folglich ifi u» bei bem unenblic^en SBac^fM 
von n an eine beflimmte ©ren^e gebunben. 



I 
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5) SB^nben it>ir^jbt>;l^^r IfWiefen«» ©46? mit ©Auf ,a«f We 

Äfi^e . - .... 

an ; fo ^aben mir 

1 . • • .^,.... n . 7(^-^.1.).., (y-|-n—i) 
a (dt+i) - » >; (g+n— i) i[tt+n) p (ß+i) . . . (ß+n—i) (ß+ri) 
• + * '^ TTTTTTT n ,. (0+J>y(y+i)...(7H-n— i)(-|.n)' 

®inb atfo a, ß, Y feilte gaitjcn negittben 3a|S^Ien, ifÄWtt bie 
9tei^emeber ai^i^ed^en/not^ bur^@(teber/ beten Slettner sso werben/ 
mt&titun^ erteiben fatin/ f(^ »oc^fen .bic ©lieber ber angeful^rten 
9?et§e unenblic^, wenn a-|-ß — y — i pofiti» ifi; fte nehmen unenb- 
lic^üb/ wenn a-4-ß— y— i.negati» tjl; fte nd^ern jic^ fortwd^renb 
einer beflimmten ©renje/ wenn a + ß — y — i = o tfl, unb jwar 
ttac^fenb ober abne^metibv je väd)Um a ß -^ y pojitio ober negativ 

mim. - ■ 

@e^eA wir/S» t ^ ff^Jnbten wir^ baf ^t^ ©lieber beir tftei^ 

et a(a + i) .^q (a + i) (q + a) 

tt^eim tt/ y feine ganjennegattben Sagten ftnb/ unenblic^ rba4)fen/ ütt^ 
eoMt^ abnehmen/ obetaneitte bejh'nunte ©renje gebunben ftnb / j> 
ud^bm 4-^7 f^ofltio/ negatio/ ober =o ifi. 3m legten SaBe wirb 
ofenbar jebed ©lieb ber !Kei^e s i. 

6) S5et ber bi^^er betrad^teten Steige Uo/ u«/ Uj . ^ • « fann bort 
ber G^on^ergenj nnr bann bie 9tebe fe^n^ wenn Ai — a^ negatio tfl/ 
mH oon biefem Umjlanbe bie unenblic^e ?Ibna^me bf r ©lieber abl^dngt^ 
Wn eB wirb jur @!onoergen} biefer 9tei|^e ilberbieß ncä) etfotUtt, H^ 
ü,— Aj bie Stn^eit uberfieige. 

3(? Äi — '^i ti\d)t großer AI* i, fo fanh in betrt Öuotienten 

(n-k+i) n^^^ ^ ^h^t^ (A,-^-f 1) n^ + ( A^— A, (li~-i))n'^^' -f . . . 
(n-k) u„ ~n'*t*.+ (ax — M n^ + (a^ — a, k) n^"^-» + . . . 

bie gatfie poütm B^pf ^ (welche ^ier übrigen* nur b<inn notl^ig iß/ 
ttenn Ai — a^ + 1 =:4 fepn follte) immer fo angenommen werben/ baf 

Ibie Sif erenj ber Spejficienten \>hn n»*-* / ndmltd^ 
k (aj ~ AO 4- Ai -f At — a» / 
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einen ))ofItiDen SBertl^ er|^4U. ^aUt iDtrb / wenn n unenbKc^ w&^^f 
fobalb btefe Sa^I eine gewijfe (Srenje p überfliegen ^a*/ ber obige Ouo* 
tient fortwa^renb pofith «nb > i fepn (»ergl. i). 3fl r eine ganje 
pofitm 3a^l/ welä)e k unb p ubertrift/ fo »irb fnr a&e Sertj^e t)on 
h/ weld^e nic^t fleiner ftnb ald r^ um fo me^r 

; r; > 1 / alfO 

t 

«n-H > (r~k)Ur . 



®ejt man np=r/ r+i/ t + ä,. . * ./. «nb obbirt nimi M^ 
SlefuttAte / fo ergibt f\ä) 

baö (r — k)*^ ©lieb folgenbe erginjung in ber Steige 

* + 7 + f + f + ^^- / 
folglich eine bioergirenbe Steige ; e9 btt^ergirt alfo üüd^ 

unb ba^et and) Uo 4* ^i 4- ^z + ^a rh ^^* 

7) 3|l a, — A, > I , fo Wßt fic^ ßni biefelbe 2Crt wie in 6) gei^ 

gen/ baß ber Quotient — ! — ü-±l , wöbet k pcfitiv ntib fleinet 

aW ai— Aj — 1 angenommen wirb/ för alle Sert^e t?on n, welche 
eine gewiffe Bct^l p überfd^reiten / )>of{tio unb f (einer aU bie Sin^ett 

fepn muß/ foIglid(). in »ejug auf biefe SBert^e Unn. » < ^— =— u« 

gefegt werben fann* gö fep j^ier narf) unb nad^ n=r, r+i/ r+2..*v 
wobei r größer afö k-f-i unb p gebac^t wirb/ fo ^at man 

r — k — I * r — ^k r — k+i 

folglid^ 

(r-^k-i)(r>^lt) . (r-k-1) (r~k) (r-k+i) 
^'^' < r(r+i) ^'^ ^'-^^ < — T (r+0(r+^) ^"^'^ 

unb • 

I I f ^ / I r— ^ — ^^i • (^ — k— i)(r — k) , \ 

Ur + "ri,+U,+, + .,.><u,(^i + — — .4. ^ r(r + i) +— > 



\ 
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r — li 



^k^ 



(P_k_,)(r-.l,) 



r(r4-i) kr kr(r+i) 

«. f. w. f meld[ie ®Ietd^ongeit man leicht nadf 93elieben weiter fortfe^eit 
fann/ folglich uber^auj^t 



•.» \ ■• 



■■•■II 



, J. ^^^—^ • (r— k— i)(r^k) (r-^k^ i)(r^ k)> . . (r~ k+t->i ) 

1-4* "+*■ ' ■ — — *r«« »♦'4^ ■ ' ' 

*^ r ' i^(r+i) *^ ^ r(r+i) . . . (r+t) 

r— 1 (r — k— i)(p — k)...(r — k + t) 



k -krCr-j-i) . . . * (r + t) 

%M^*t itnetiMtd^/ fo mmmt ber $6ru(^ 

(r— k) .... (r — k+t) 



t *****'• r> 



* f. («•+f) 

»ii» man attd bem ft^" %f{f))tele in 5) fte^e/ wenn man bafelbfl 
ac3r--k/ ysaar fe(t> tsnenbttc^ üh f f^IgUc^ l^at man 

T — k— 1 ,:':(f — k— i)(T^k) , r — i 



ti»b ta^er 



r(r+i) 



U». «4* Hr + i -|^ Hf ^. % -^ ♦ . ♦ • < ttr . 



r — 1 



*^ 



Uforoitd bfe (Ibnmqeni Wr vorgelegten 9tei|^e erl^eUet« 
8) Die. Steige , 






«owfjtrt alfo nnr^ ipennat+ß— y negativ if!* 



■1 



3 ♦ 



3Ö 



u 



iebente Sßorlefuna. 

Über bic 6nttt)irfelung bcr ^iinctTonen in unenb^ 



1. '/> 




lenn eine tiac^ ben fletgenben ^ mt( ^anjen fofitmn dxfO' 
nettten t)erfe^enen ^otetijen ehier oerdobettfc^en ®rö|e x gejorbttete un* 
enbUd^ie SUi^ 

3^ *T" Äj X "T^ ^2 X ■+■ 03 X ■+■ • • • • *T" da X •+" iC« 

fuir aQe jwifd^en befitmmten ©renjen/ j.^. 7-A iinb-|*<A jKegenbe 
S&ertl^e 9on x cont^ergirt/ fo fann man t^re ^ufnme/ n^eIc^et>on bem 
iebedmaHgen SBert^e ber «erän^erh'c^en ®f9§e abfangt ^ bur(^/(x) 
ijorpetten/ unb ba^er. für alle SJBerrte be^ x, vont^,?=:-TAb,i* ^.s^-i-.A 

fe^en. SRan fagt in biefem Si^Qe/ bte unenblic^e SKet^e fe9 bte Snt« 
»icf ein n 9 ber Function /(x). - . 

Z)iefe Function Idft ftc^ auf feine anbere 2(rt 'vx eine nad^ tien 
fleigenben ^otenjen ber 9erdnbejrn(^en@r$ge|Mrtf(^retteabe:{Kei$e t)er« 
ipanbeln. £)enn fe^t man für aUe Sßert^e be6x^ oon.x=s — B btd 

x=+B . . ■•.;.'. 

/(x) = bo + b,x + b^x* + bjx» + :c./ 
fp tfi fiir aDe tnnerj^alb ber angefül^r(en ©renjen 

XC= — A .X5=3 — B 

• . wnb 
x = 4-A xcs-j-B 

jugleid^ liegenbe SBertj^e i^on x * 

ao + 2tiX + a4X*4-a3x3-|...,. Br:bo+bix4-baX*-fb3x' +...*f 
folglich bem in bcr fünften SSorlefung 9) ©efagten gemdf : 

a« S3 bo^ 8] =: bi/ 82 = b^ W, 

2)ie SSerwanblung ber gunctionen m conoergirenbe JÄeiJ^en macf^t 
eined ber ^auptgefc^dfte ber analpfid aua , ba man in ben meljlea 
SdDen genot^igt mirb/ tt^enn ed ftc^ um bte ^erec^nung bed SBert^ed 
^anbeft/ welcl)en eine gunction fiir gegebene *SSBert^t ber t^r ium 
©runbe liegenben »erdnberltcl^en ©ropen erl^dlt , \\\ unenblic^en »et* 
l^en feine 3«fluc^t ju nej^men. 



S7 

SRanc^mat imUt f[4 ^^^ ^a^ tttttsef«(tte ^oMetn bat^ tttot 
b'(^bte.Snnctt9a.anin0^ea> aus tvel^ereute vorgelegte 8tet|e ^nt« 
frringt. 

SBtr tt^oQen J^eoon in gegeniodtttger Sorlefung ein $Betf))ieI ^or« 
fragen/ wobei xoit jugletc^ ©elegen^ett jtnben werben ^ von Un 
früher ert^etUen Siegeln über bte donoergen^ ber Steigen ©ebrauc^ iu 
ma(^en. 

3(u^ ber (£.Iententat'-a7?at|^emattf ifl (»efannt/ bap iebe ^otenj 
etne$ 95inontd i-f-x mit einem ganjen ))öfih't)en Sjrponenten m burc^ 
We^ote/ijen x, x*, x» . . . ; x" mttteljl folgenber ©leic^ung (ber 
(momifc^e Se^rfd^ genannt) duagebrucft wirb : 

/ I \« I j m(m — i) ' - in(in — i) (m — a) _ , 
■.(m-0(m-,)(m-3)^ ^mx-'+x-. 

Sie Soejficienten ber ^otenjen von x/ meiere bie SbinomiaT- 
Soefftctenten Reifen / gej^en an$ ber allgemeinen Sorm , 

m(in — i) (m — 3) . • . . (m — (n — i)) 



^not, wenn man nad^ ber Orbnung n = i^ 2/ 3/ 4 . /• « in 
fe|t iflimmt man n>A an/ fo ergibt fic^.bie tfluüe M SRefuiItat. 
2>er jeMmaUge SBeH^ ' von n ifl jugletc^ ber (Sx)>onetit ber mit bem 
berechneten Soeffictenteit oetbnnbenen ^otenj von x« 

Z)ie ^otenfen x" nnb x»--» / bereu @jr)>onenten ft(|> jur 0ttmme 
m ergangen / ^aben .gleiche £oefftctentett» 2>tefe finb nämlic^ / ber an« 
geführten gorm gemdf : 



m(in — 1) (m-^a) ••• (m — (n— i)) . ni(iii — i) (m — 2).., .(n-j- 1) 

; — I — ^' nno ' ' ■ '■' , ' ' t ' ' ■ I ^ 

I . a • 3 • • • .^ • • n 1 ► a . ' 3 . . . •. (m — n) 

93ringt man btefelben an/ ben gemetnfid^aftlicI^Kn ^Renner 
fo erhalten beibe ben B4^Ier 

1.3.3..., (m — 2)(m — i)m/ 

unb ftnb ba^er einanb^r gleic^.^ 

Xfie Steige- ^ ,,.... 

, , m(m — 1) ^ , m(m — i) («i — a) . 

■* •• < . a ' 1 . a .. 3 

' m(iii— f>(m — 2)(m-^3) , 

• ^ 1:; . V '3 , — T" - '^^ ''• ' ^ = 
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taim ahn an^ unter Ut 9}oratiafegung Utn^itt H^erbeii/ ia$ m 
himn ganjen fofitmn iSi^ttfy erl^oit/ in weld^ ^atle fte «pnfrat in 
ta^ Unenblic^e fortlauft. 

fi3esei^nen tt^tr bte Soefftcteuten ber ^aten^en i^on x in btefet 
Sfteil^e/ ber Äürje wegen/ burc^ bie Symbole v .... 

(i)/ (2)/ (3) - • . * u. f, »., 

. . . «v . in(in — : 1) (m — 9)....(m — (n — ij) . ^ /ni\ - 

tnbem wir aHaemetn — ^^ i-i — ^-^: "^ ^ ^/ j^m^Ä /m\ 

i)or|leDen/ fp ^aben wir 

("* \ *— ro (ro -^ i) (m — a) . . . . (m — (a — 1)) (m — n) , 
n+»/ I . a . 3 n ! (n+ i) ' 

(n+i) _ 



alfo 



m 
m — n "JT 



(-) "+■ .+; 



93et bem uneubltd[|en SBad^fen beö B^i^^t^ n wirb 

7. (n + i) 

, ... ., \n/ ^r- 

e^'Comet^tt bal^er ti» t^orgelegte Steige für ^aUe f3ert|^e ^^^ x ^ welche 
innerl^ttft ber ©renjen xt==-r-i unb xss=-^i liegen/ tinbfle biuer» 
girt für alle auf er^alb berfelben beffnblic^en • SBer<^ 

2)ad«93erl^alten ber Sleibt für x=+ i tfl nac^ ben in Ut fec^^* 
ten ^orfofung «vorgetragenen S^^ren ju beHrti^iUn. 

3fl x=+i, fo gel^t biefelfee in . ' ' . - . 

«+(TJ + (T) + (?) + + fr)'t(n+.)+-. 

Aber. !^ nun inr duotiet^ten 

(n+i) 

(?) "+^ 

bie 2)ifferenj ber mit n oerbunbenen ©lieber — m unb +1, namlicb 
— m— I für alTe })öjItioen SBertj^e i>on m, unb für alle negatioen 
SBertj^e i>on m / weld^e-^te Stnl^ett nic^t erreichen / negativ an$f&nt j 
ferner biefer Cuottent/ foklbn>m geworben ijl, baö 3eic^en — 
er^Ält , «nb beS^alb t>ie Seichen "ber ©lieber ber 9tei|^e ju wec^feln an-- 



n »m-ni 



• 



2(ud bem CLUotienUn 
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fange»/ fo coMetiitt biefelbe gemtf / fo lange m Um negatti^e/ bie 
Sin^ett uberfletgenbe 3o^l tfl (6. «ßorlef. 3)), 

@e^t matt fernei: xs=— i / fo f^at tttan bte Steige 

-(T) + (T)-(?)+ ±(::)t(4.)±«' 

l(5+!)«|^,,^eaet(6.<öori.7)> 

i^ Mefelbe nnt bann conoergtrt^ wenn m einen (»oftttoen 9Bett|^ U' 
timaU 

<&$ entfielet nnn bte ^ta^e, wel^e Function von x bur^bte Steige 

» + (T)- + (T)^'+(^) -' + .•• + ©-" + «-. 

toenn m feine ganje {»ofittoe 3<^$I bebeutet f unb x {tvtfc^en — i ut)D 

4-1 liegt/ oorgeflellt merbe? 

SBir tt:»erben biefe Silage burc^ folgenbe 33etrac^tungen beantmortett« 
@e^en tpir blop auf oie 93ilbung bet vorgelegten Steige aua ber 

3a^Im/ unb fe^en mx 

/(«)=, +(-)x+(«)x«+(™)x»+ :., 

fo Italien mtt/ wenn m nad) unb nac^ in a, ßf y, ö . . , . tibergel^t/ 
»otei biefe 83uc^flaben toa^ immer für Sal^Ien anzeigen / 

/(«)=. +(«)x + («)x^+(«)x. + ..... 
/(ß) = . + (f) X ,+ (f) X» + (P) x^ + • • . • 

/(5) = . + (J) X + (J) X« + (I) X» + . . . . 

u. f. tt>. 

X)a$ ^robuct biefer Steigen / toelc^ed /. wenn x bie oben erwd^n.- 
ten (Srenjen ni4lt uberf(||reitet/ eine conoergirenbe Steige i^on ber gorm 

I -f- -^1 ^ + -^i ** 4" •^» ** + • • • • * ♦ 

fryn mttf / nnrb an9 ben S^'^Un a, ß, y, d « . . « tia<^ ben ©efe^en 
ber aRttItt|)Iication auf einerlei 3(rt gebilbet/ iDte Mä) immer bie SSer« 
t^ biefer 3al^Ien befc^affen fe^n mj^geu/ fo baß e$ l^inreid()t/ bie ^iU 
bung biefed ^robucte6 für ben ^aD ju fenneu/ wenn a, ß, y/ ^ . .\ . 
ttnbeflimmte ganje }fofitm Sä^I^n oor(lelIen / um im @tanbe ju fe;^n/ 
bapbe in aQen übrigen %&aen anzugeben. 



• « • • 
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9>tobuct /(«) • /<ß) . fiy) . /(^) • . . • 

c^ne wirfltcf^e 9)?uIttt)Tte<»tt\)n fo^eid)- ftnben/ wenn mant^e^enft^ baß 

unter bief^r SSorau^fe^ung • 

ijl/. u. [4 w.j folgltd^ 

/(«) ./(/3) ./(y) ./(ö) . • .,.=:: (t + x)« + ? + V + «+-- 

feyn muß. -'. . . . ^ * ^ 

?lber in fo fern a , ß , y , 5 . . , . gonje pofitm Sagten jinb, tjl 

(i + x)« + ß + y + ^ + '-=:/(a4.ß+y + 5 + ./.0; 

bal^er ^äbeh n^tr bte ©letc^ung 

/(«) '/(ß) •/(i') ./(5) . • • =/(«+ß+y+Ä+-.0/ 
iDeld^e aua bem oben angeführten ©runbe tiid)t Moß auf ganje po[itw^ 
?!Bert^e oon a, ß, y, . . . etn9efd)rdnft l|l/ fonbern aUgeinetn gjXt, 
biefe Oroßen riiogen waö immer für anbere SSBcrtl^e erhalten» 

So fep nun a=ß = y=:ö!=../.tc. unb bte 2(njo^I biefej ©to- 
ßen =:q^ wobei q eine ganje ))Ofttioe 3al^( t^orflellt/ fo t^eru^anbelt ftc^ 
obige ®Uid)ut\Q in 

[/(-)r=/(q-)/ 

I 

worauf /(tt) t=5 [/<q'a)]' folgt, ßaffen wir |^ter a = E fepn , wo» 
bei p ebenfallö eine ganje pojittoe Sa^I anseiflt / fo j^aben wir ^ 

/(0 = [/(p)r. 

Mein in fo fern p eine Qanie pojttioe Sö^l bebeutet, tjl 

/(p)==;(t+x)% 

folgficl^ beilegt bie ©lei^wg 

Ober wenrt man flate/^?^ bie burc^' b'iefeö Seidjen oorgeliettte 9teil^e 
fc^reibt: 



worin x alle jwifdf^en — i unb + 1 liegenben SBertl^^e ^aben barf. 



• * • • • 
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/(«)./(/3)=/(a + ß), 

(n wtl^tt man gelangt, wenn man Moß bos^robucf jweter ütetl^ett 
J« oorgefegte» gorm ttuffud^tV unb ft^tn wit as=in> ße=s^ta, f». 
«gibt jtc^ - 

. ' /(m)./(-in)=:/(o|; 

Kbucitt ftd) bloß auf ba« «rfie ©lieb i , ba^et ijl 

«nb /(-m) «^ „ |y(„)]-.. 

• • 

3jl m eine aanje poftttüe 3ö^I , ober ein poßmt iStnd) , fo ijl 
Uva bereitd erj^afteneu Mefultate geniiiß 

/(~m) ass (i +x)-«. 

Sa befielet alfo für jebeu ganzen ober geirod^yenen, |Joftttoen ober 
«egott^en, mit ber Sinj^eit commenfuraWen SBJert^ U^ gjrponenten m 
We ©leid^ttng 

O + x)--. + (-). + (-),.+ (-),, + ,,.^ 

we% aber, wenn m feitie ganje yoftttoe 3a|)t tjl/ nur fvr bte inner* 
m> ber ©renjen — i unb +i liegenben SBert]^ oon x jugela ffen wer* 

ben fann. 

• 

ia^tn wir m eine oer(Snberlid[)e commenjiiraWe Sa^I fe^tt/ we^e 
jt(^ ber tncomnienfttraMen 3a|^I/t o|^ne€nbe nd^ert, fo ijl m=)[i-t-w, 
»oiei CO ftc^ im 3u|iattbe be« unenblic^en 2tbne^men« bejinbet, unb 
»ir laben 

(. + X)I' + - = . ^ (1^ + «) X + (1^ + «) Xa + (1^ + «) X3 + K, 

®e|^en loir oon ber oerdnberlic^en 3a|^t;t+w auf ijre ©renje /« 
fiter, fo erj^aften wir offenbar 

(I +x)l^ = > + (?) X + (^) x^+ g) x3 +-:c. 

e« iil alfo ber binomifd^e ßej^rfa^ für jeben SB3ert|^ be« e^ponenten be^ 

»»iefen. 
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0e|en mir - fiatt x, unb tnulttpitctren imt beibe Sfieile ber 
@Iet^ung mit aH- ; fo ergibt ftc^ 

ti^obet X im 2(agemeinen jtpifd^en ~ a unb 4- & f<^D^n mup. 

2(u(^ ifi aud bem früher ©efogten erflc^tli^/ baP bie ©(etc^ttiig 

.(.+.)- = .^ = . + (T) + (?) + (?) + «. 

für alle ))ofttioen Sßertl^e t^on m ttnb für ade .negativen/ bie (Stttj^ett 
ttid^t überfleigenben Sertj^e biefer 3a|^I/ j^ingegen bie ®Iei<l^ung 

' o-')- = « = .-(T) + (:)-(T) + «- 

nur für ))pfttioe SBert^e oon m befielt 



^ i r t 



I 
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5( (^ t*e 25 r I e f u n g. 

Über t)te ^nttvicfelung t>et (^}:ponetttial'®vö^ttt 



U 



u9 ber imit^ ^ctUfun^ tfi Ufanntf H%bk Motens 



1 



in weldi)€t fA nnb v »nenblic^ ahne^tnenU ©Üfen UUuUtif jebe belie« 
hi^e f 9on bec <Stn|felt Derfc^iebene 3al^l a bätfieUen f dnne* 0e^t man 
nun jWtfdd^n co nttt v eine beflimmte Stelatton fefl/ fo tvtrb ft^ btefe 
^otenj bei bem unenblicfien ?{bnel^men roon co einer gewiffen ©renge 
o^ne Snbe itdi^erm Sd fep v s=i k<o> wobei k -eine unt^erdnberlt^e 
Sal^l «njeigt/ unb ' ' 

lim. (i + k(o)** c= a> '- ' • - * •''* • ' •• 

fo Idft ftd^ a bur^ K/ unb umgefe^rt k bt^rd) a I^'c^f, auabruden. Um 
jebod^ biefer Unterfu^ung ein^e Qxi^m ^(u^beJ^nung ju geben/ erl^ete 
man beibe Steile ber obigen (Sl^^üng jut ^otett jf x: / toobet ba$ 2(b^ 
neigen oon co auf x feinen (gitifiMf auaflben fott/ fo l|l b^n in bec 
jtt^etten 93ortefung aufgefti^llien OÄjen gerndf " . > , .. - 

(i) ' ^: a^ d=7t>n. (i + kco)". 

Snetoicfeln wit beii {loeiten S^eil na^ im binomtfd^en^^l^rfa^;/ 
fo ^aben »ir 

a« SB Km. \i .+ - , k« 4- li-^i^i ^ k» «» . 

ober a^sslem,! i+kx-] — i -k**4 — ^^ ■ ■ k« 4* tc. 1/ 

alfo/ wegen bed unenblid^ fUin SBerbend oon co/ bei bem Übergange auf 
bte ©renjen : 

(2) a« = I + kx 4 r 4 -— + «. 

• * !•• 2 • 1.1.3 * 1*2. d*4 ' 
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Stefe Stetige tnu^ für i'eben fSBertj^ 9on x cont^ergiren / ba bte SBt* 
notntalfatrmel/ an$ wetd)et fte entflanbtn ifl^ für ttbett SBert^ Don x 
cometQxtU X>k tn ber fünften ^orlefung 4) gegebene 9tegel befldttgt I 
btefe iBe^au))tung. 

Stimmt man nämlidf ben Cluottenten berSoefftctenten Don x" unb 

X" •+ • / fo ftnbet man t^n s= — p- / alfo bei bem unenblid^en SOBac^- 

fen t)on n unenbUc^ abnel^menb/ fo baß fem ^robuct mit x, bei i'e« 
bem Sßertl^e biefer (Btb^Cf iule|t Heiner wirb al6 bie (Einheit 2>te 
?ibna^me ber ©lieber ber Steige / uilb loit biefer bie Sonoergen^ ber 
SKet^e beginnt/ fofbdib 114* ^ >l^x <^ber n>]sx — 1 ^mo^Un tjl« 
0e(t man in ber @{eic^ung. (a) x^^i, fo ^t nwn. 

t^^oburcb man inUn @tanb gefegt mirb/ a »a^erungemetfe niit i'eber 
beliebigen Sd^ärfe ju berechnen /* toenn k gegeben i% 

S3efonbere 3(ufmvrrfamfeit oerbtent ber ^aU, wenn kt= 1 aage« 
nommen mirb. 2)ann tfl 

««. + . + ji_ +._i_ + __!_ + ,c. 

0üd^t man bte Sert^e oon 18 ISItebent biefer dtei^e/ loooon 

b^d le^e in. ber 14^^" !&ecimaI(IeDe feine oon o oerfc^iebene 3if{et tnU 

^&lt, fo ftnbet man biefen .Sertj^ oon assa-7i8.28i828459^.««* 

1 

2)iefe 3a|^I/ welche bie ©renje iji/ ber ftc^ bie 9>otenj (1 +«)** 
bei bem unenblidS^en 2(bnel^men oon co ol^ne Snbe n&^ntf wirb ge* 

Woj^nltc^ burc^ b'en S3uc^flaben e be^ei^net. So ifi alfo 

<• . ' 

e s=s 1 + 1 4* -i-. -|-^^ — L-- ^ tc. = a*7i8a8 1828459 . . . • 

Sie fiSeite^ung / welche iloif4^en a unb k @tatt fttfbet/ loirb aud 

ber ©leic^ung (2) erfanntr loenn man bafelbfi ^ flatt x^ ober 1 fiatt 
k X fc^reibi SD?an ftnbet 

a^ = 1 4- » 4- — + ^ rl- V-T + ^^-z 

T . T i.a » i.a.3 ^ i.a.3.4 ^ 

b. 1^. a*^ = e ober a = e'^ . 

^xn 8ogarit|^menf9ilem/ welc^ed e jur ©runbjal^l ^dtte) würbe 
für iebenSBertl^ pon a taö juge^orige k/ unb umgefe^rt fiir jeben 
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SBertl^ t>on k b«a jugej^i^rtge a fogleic^ barbieten. SWan nennt b'iefeJ 

Cogarttimenfpjlem/ t»eli}e^ m jOet gefauimten JXnalpjt^ tvom-aüage* 

^^cl^nietien ©ebrauc^e fjl, b^aa natutlt^e, urib bejetc^net bfe Coga- 

■ titl^nien beffelben burdE) ben ^u^^ah^n ^/* tnkm *mtth bte ®9tbe ?i^. 

jebem onberert ©pfleme »pcbe^dl^ . . ,..; 

6$ j(l difo k === Za, unb bofer ^at man auc^ 



(4) 



, . , (xia)2 , (i.Za)5 ,. 



1 .2 



• \ 






2fua bei: ®Iet(^un3 Zim. (i + kco)" =i a, in weld)er ftd(> bad 
2dd)enUtn. auf bad unenbltd)^ Äbnel^men oon w bejie^t/ fofgt J ' ' 



1" 



• •) 



n)ot)et V eine mit co {ugleid^ unenblidi flein n^erbenbe ©rope anzeigt ; 
t>af>w ifl , . . f .' 



• T- 1 ' . 



j '• 



. . V r • ' • - 



b C= 



1 ' I <■ 






lÄer . |t'.?9=:Jf/«^.-r 



0), 






1 > ' 4 J 



• > v 



U 



'•'"atfo au4)* Za sak Itm, ^ 






c» 



€^ iflJ>lMliliM ^^ «tatärlid^e Sogarit^me eiit^rSa^I a^ie ®t0nytp 

7— TT- f^i bem unenbltc^en Teilnehmen ^on ca 



ber fid(> ber Äuotient -tt 

fortnrdü^rtifb ti4|^ert. , ^ 

2)tefe Uiemerfung bjent un^ ba{u> ben VoQatitfymM teber gegebe« 
nen 3<^^I a im notürfic^» S^fiern^ but^ biefelbe mtdjubrücft^n. Z)a 
ber Sogarit^mud ber (SinJ^eit pl^ne|^in befanul ifl .(«r ifl in jebem ^« 
fleme =o), fo fey a= i +2, wobei z oon o uerfc^ieben gebac^t 
tvirb. SBir, fiftben 



Ci> 



/(i+z) s=3 Zim, — iL——-.. ♦ 

(£6 ifl aber/ fo lange z/[numerifcb betrachtet/ bie Sinj^eit nic^t 
uberjleigt: 
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tmb/ wenn d» uncnMtc^ Hein mtrb: 

(5) ',("+») = «-"r + r-r + '^{':+;}' 

190 bie ©renjen / tnner^an^ toe^er bte SBertl^e oon z liegen muffen/ 
mnn btefe ©(etd^ung nidiit ungereimt werben foll/ neden berfel&en an« 
gezeigt ftnb ; wa$ mv, um Errungen ober SBettIduftgfeiten in ber d?ebe 
ju oermetben ^ auc^ in ber ^olge immer tl^un werben. 

gür z=3-|-i conbergirt bie unenblid^e Steige , für 2= — i bi* 
oergirt (te i^efannter Silagen« 3m erflen gaUe tfl 

^2S=31 ^- J-j- 

2 * d 4 

HUm ed würbe eine ungej^eure HtUit n(t^ig fepn^ tim miftelfl btefer 
Steil^e ben natürlichen Sogarit^mud ber 3a^l s au(^ nur aaf m^nige 
SDecimalfteQen genau ju finben. 2)a{felbe gilt aud^ oon ber ©reic^ung 
(5)/ wenn z nidl^t merflicl^ Heiner ift ald bie Sinl^ett. Snbeffen U$t 
fid) biefelbe gebrau4)en/ um baraud anbere fiir bie ^(nwenbung be* 
qu^me Steigen abjuleiten. 9Bir woOeu^iernur btejenigen SRet^en an- 
ful^ren / wel^e auc^ in analptifdder ä3ejie^ung wichtig ftnb / o^ne und 
in eine firmlid[ie Anleitung jut SonflruoHon (ogarit^ifc^et ^beDen 
etMiuIöffen. ... 

'®e^t man in- (5) -^z jlatt z, fö cvs^U \i^' ' * '' 

(6) /(i — z) = — z — r ; :c.^ , Yf 

fol^Iic^ bur^ ©ajtjjrfftio.n^biifer OlW^^wg wn (5) 

(,) ,1±| = ..(.;+ f +■ S + 'l .+ . ; .>fe;}. 

®e^t man l^ier ^-^ « x, worauf z s=a^IIll fMgt; fo ^at mn 

1 Z X -T* l 

a»an fe&e in (7) A±f — ^^ , <,ifo 
2 :^ —J — unb Z-^-i^ s 2Zx — /(x+i) — i(x— 0/ 
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fo ergibt fx6) 

^iigltdS^ Mt»tnVbat. 

Üi ft9 Ut ^M^ Ppn . . 



fo ftnbet man für xs=a unb x=3: . v^ 

folglich ia = a(2P^-}.P9 ,. . ., 

unb Z 3 = 3 (3Pa + ^iPs). 

' 2)ie galten F» unb P3' t#tt fic^ titiV'^iltfe. bec Stetl^eii' 

' ■ !,'• '1- -^ --^ .j^ yrt: ... , , . ... ^ 

• ••• -»■> .'. "• i't ^. 

^3 = -•'+ J77^ + j~i + • ♦ • • . ,. 

oj^ne große SWd^e'tered^nerti • 

.0tnb bte natürUc^en 8f>gartt|^€a J>on 2 unb 3 gefunben/ fo 
bat ttiAn 



tf « • f 






/7 = — -?-— ^ + P7 = fli2*4- -13 + P7; ^ • • 

unb fo fort fiir \>k librtgen 9>rtm$aBIi|n , auf beren Cogarit^men e* aU 
letn anfommt/ ^a bte' Cogartt^men ber {ufammengefe^ten Sagten aud 
benfelben burc^ bloße 3ibbttion entfielen/ ' * -^ " '^ ' 

Verlangt man bk Sogaiütl^men {n {?eben üC^cimaljlell^n / fo fann 
man für atle $rimia|^Ien / loelc^e 1 1 überfdi^reiten : 

. t,^^(x+.) + Z(x — ) 

' A * I 






unb für aUe' ^rtmja^Ien > wtl^t 2237 überfcf^rotte»': 

/tx + .i) + f(x— o 

tx =: . fe(jeu* 

(.0) Z(x+.) = r. + a(^+'.(^J+...);_ 
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®e|en wit - flatt x^ ttnb multt))ltctrnt wir treibe Steile bet 
©letc^ung mit aH- ^ fo ergibt ftd^ 

i^+rf = ai* + (i:) al^-^ x + (^ a^^"^ x^+ (g) at^"^ x3 + «., 

tyobet X im 2(IIgemeinen {ivifd^en — a unb 4- ^ f<^D^n muf • 

3(u(^ ifi aud bem früher ©efagten er|t(l(|tli(^/ baf bie ©(eic^un^ 

.(.+.)- = ." = . + (?) + (») + (?) + «. 

für alle )}ofttioen SBert^e t)on m nnb für alle .negativen/ bie Stnj^ett 
tiid^t uberfleigenben SBert^e biefer 3a^I/ j^ingegen bie ®Iei4|ung 

nur für ))oftti9e SBertj^e von m befielt. 



« • » < 



t 

k 



•1 •> i 
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^d)t>e SSorlefung. 

Über bte @ntn>icf elung ber @jcponential<@ro0cn 



SC 



u« ber (wetten ^Sorlefttng tfl Mannt , H%. bte ^otenj 

in I9el4ier ca istib v ttnenblic^ abne^m^nbe ©fji^tt bebeuten/ jebe belte« 
%/ von bec €tn|iett t^erfc^tebene 3a^l a bdrfiellen fdnne« @e^t man 
nun imfd^en m unt v eine bejiimmte ^Relation fefi/ fo mirb ftc^ biefe 
^otenj bei bem unenblici)en 2(bne^men Don co einer gewiffen ©renge 
o^ne (Snbe nähern* Sd fey v &=: kco / wobei li -eine unoeranberItd[)e 
3a^I anjeigt / unb 



• • « « 



Km. (i -^-J^**»)** = a> ' " * ' 

fo Idpt fld^ a bur^ K / unb umgef e^rt h bt^^d) a I^'c^f, au^btucf en. Um 
leboc^ biefer Unterfudiung mt größere ?(udbeJ^nung ju geben/ erl^ebe 
man betbe Steile ber obigen ®Ieid[)nng }ur ^oten^it/ wobei b(t$ 2(b^ 
ne^en von «o aufx feinen Sitifhip ausüben fott/ fö ifi ben in ber 
iJoerten 93orlefung anfgeftl^nten ®djen gemaf " — .. x , .. . 

(i) ' ': a» =is-&>rt.(i -^kw)**. 

Sntwttfetu wie bdf jweitcn S^eil na^ tetn titnpmtfd^en ^^l^rfa|f(/ 
fo ^«txn wir 

_ -( — * 1 

a» =a Um. 1» + - . k« + 2_if L k» «» . 

• L • • ti> i . » 

a' = tv r.4.kx+ül:^z;;lk*+"^''~''^^'-:"'^k» + tc.1, 

alfor wegen be$ unenbli^f flein SBerbend oon co/ bei bem Übergänge auf 
We (Srenien : 



ober 
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Z)iefe Stellte mnf für jeben fSBertj^ oon x cont^ergtren / ha iU f6i> 
nomtalformel/ an^ wefc^er fte enfflanben tfi/ für ieben SBertj^ t^on x 
eomet^itU Xik in ber fünften 93orIefung 4) gegebene Stegel tefidttgt 
btefe Sel^auf)tung. 

Üiimmt man ndtn(id|i ben Ouottenten berSoefftctenten \)on x* unb 

X" ^- • / fo ffnbet man i^n = — p- / alfo bei bem unenblid^en 9GBac|>r 

fen t)on n unenblid^ abnej^menb/ fo baß fefn-^robuct mit x, bei )e« 
bem SBertl^e biefer ©röße / jule^t f (einer wirb aU bie (Sin^eit. ^Die 
?ibna^me ber ©lieber ber Steige / uilb mit biefer bU (Eonoergen} ber 
9tei^ beginnt/ fAüi n-^t'>ii: ober n>Iix— 1 gemrktit tfl« 
0e|t man in bex @ieid^ung.(3) xt;::i/ fo l^t nmn. 

(3) a = I + k ^ 1 + - — ^—-j + tc, 

mobur^ man in. ben @tanb gefegt mirb/ a na^erungait^eife mit ]<ber 
beliebigen Q^&tf^ ju berechnen/* wenn k gegeben i{L 

ißefonbere 2(ufmvrffamfeit t>erbient ber ^aU, wenn kt=: 1 ange« 
nommen wirb« 2!)ann iß 

* @ü(^t man bie SBert^e oon 18 €Iiebern biefer dtei^e/ woDon 
ba9 le^e in. ber 14^^*^ SecimalfleOe feine oon o oerfc^iebene Bi^^t ent- 
^&lt, fo ftnbet man biefen fSBertj^ oon a « 2*7 18.261828459 v««. 
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2)iefe Sajpl/ weldb« bie ©renje iji/ ber jlc^ bie ^otenj (i+<«>) 
bei bem unenblic^en 2(bne^men oon <o p(ine Snbe nd^ert/ wirb ge« 

wSj^nlic^ burc^ ben S3u(^flaben e bejeid^net. Sa ifl alfo 

••» . > 

e SS 1 -|- ^ -t* — : + ^ — ~ä + ^^^ *= a7i8a8i8a8459 . . * . 

■ 

X>ie 95ejte|^ung f wel^e jWifc^en a unb k &tatt fttfbet/ loirb au$ 
ber ©leic^ung (2) erfannt/ wenn man bafelbfi ^ ^^^^ ^^ ^^^^ ^ ^^^^ 



bx 


: fc^reibt 

1 


SOfan ftnbet 






^ 


1 


' » + » + 

• * ■ 


' +- 


i 

L .a .3 



' 1 . 2 . 3 • 4 
1 

b. 1^. a^ == e ober a = e^ • 

(iin SogaritJ^menf^tieni/ weld^ed e jur ©runbjai^I ^tte, würbe 
für i^Un Sertl^ oon a baa guge^orige k ^ unb umgefe^rt für jeben 



4s 

Sert^ Don k b«d jugej^^rtge a fogleic^ barbieten. 9i)?an nennt tiieftd 

Sogartt^ntenfpiflem / u^I^i^^ tit ber gefammten ?Inal9fi^ twm an^ge^ 

^ej^ntejlen ■©ebraud&e tjl r b^ad natürliche/ urib bejeic^net bie Coga- 

tit^men beffelben burd^ ben a3uci^fl«(M?n ^/' tnb^m 'in«n bie ®9lbi 7^. 

jftem anberert ®r)fieme oprbe^dlt*,. ,. ^ 

S$ ifl alfo li = 2a/ unb bofer ^at man auc^ 

(4) a^ =s= 1 + x?a + i ^ 4- •^^— % + :<:. 

^ ' ' ■ 1 . a • i .2-3 • 






2ftt^ ber (Steigung Zim, (i + k«o)" = a, \\\ welcf^er flc^ ba* 
Seidlien 2/m. auf baö unenblic^^ 2^bne|^men uon <o besiegt / fofgt 



1 



(i +kco)" « a + V, 
mM V (tne mit m jugleü^ unenbltc^ fUtn werbenbe ©roße anieigt ; 



, 1 xW 









. .K 






» i'i f ' < » 



•i«> 



g^ iÜ^Witacli ber a<it»rlic^e Sogartt^me einer 3a^I alte ®ren^, 



> 



a — 1 



ber ftcf^ ber Quotient — rr— M bem ttnenbUc^en 7(bne|^men t)ori u 

forti9a|^reitb ti4$ert. , 

Z)iefe K^merfung htent un^ baju/ ben Cogartt|^mu$ teber g^gebe« 
»en 3a^I a im natürftc^^n ®^^txat burc^ btefelbe ottd jubrücftn. 2)a 
ber Sogartt^mud ber (Stn^eit ol^nel^tn befannl tu (er tfi in jebem ^« 
{lerne =0)/ fo fep a=: 1 4-2/ toobet z )>on o uerfc^ieben gebac^t 
»irb. SBtrjiiftbett 

/(i'+'zy^ w'». — 1— — .. * 

Sd ifl aber/ fo lange z/[numerifcb betradf)tet/ bie Sinj^eit nti^t 
öierjleigt: 

(i + z)" ;ss 1 4. coz H ^^^ z* -1 ^- r— z' + «•/ 
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tmbf wenn ci» uaenUtdl^ flein mti: 

Um. > ^ J = z — -- 4- g _ 4- IC./ alfo 

(5) ',("+.)=»-?+?-?+«.{:=+:}. 

WO bieSrenjen/ tnner^db welcher Me Sertj^e t)on z liegen muffen/ 
n^enn btefe ®Ieic|)ung nic^t ungereimt it^erben foll/ neben terfelt^en an« 
gejeigt jtnb; tvaa wir/ um Srrunaen ober SBeitlauftafetten in berStebe 
ju oermetbeu/ aucf) in ber ^olge immer tl^un werben. 

gur zs=3-f.i conbergirt bie unenblidE^e Steige/ fiir z=: — i Vx^ 
oergirt fie befannter 9D?'a^en. 3« erjlen galle tfl 






• • • • 



•.* f 



• f;. 



Mein ed würbe eine ungel^eure ^r(eie nSt^ig fepu/ um mittelfi btefer 
Stetige ben natürlichen Sogarit^mu^ ber 3^^! ^ wii nur auf wenige 
SDecimalfteOen genau ju ftnben. 2)aJTe(be gilt auc^ oon ber ©leic^ung 

(5) / wenn z nic^t merf lic^ Heiner \^ aB bie (Sintert. Snbeffen Idpt 
jtc^ biefelbe ge(rau4)en/ um baraud anbere fiir bie 2(nwenbung be« 
queme Steigen abzuleiten. SBir wollen J^ier nur biejenigen Steigen an« 
fül^ren / weld^e aucf^ in analptifd^er 'J3e{ie^ung wicf)tig ftnb / o^ne una 
tn eine firmlid)e 3{nleftttng jur Sonflruetio« fogarit^iüifi^'et ^bellen 
einjulöff^n. _ ; .. . 

iSe^t man in (5) — z fiaft z, fo ergiTt fi^* 

(6) l{i—z) = — 2 — lt. l I >/ 

folglid^ burd^ ©alj/rfftion^btefer @Uiiim% v^on (5) , 

(,) ,^ == »(.;+ ^ + f + - + . ; .>|Sp;}. 

©efet man Bier ^-i^ = x, xot>ta\x^ z =3^^ fWat; fobat man 

' \ Z X-|- l 

A "='[iTf+5(5i)'+i(ii;)'+-]{=u}- 

CO!«« f,J. in (7) -1±| = pf_, alf. 
. z z;=> ~ unb Z-i-i^ = aZx — Z(x+i) — i{x— 1)/ 



\ 
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i 

I f0 ergibt ftc^ 

i 

Siefe Sotmel ifi jur fuctefpoen f&ere^fntstig ber Sogartt^ttKn vor? 

juglic^ anmenbbar. 

<£d fe9 ber $BBM|^ Mit 

fo jinbet man für xasa unb x=3 : . v) 

Z2=3-Z3 + Pa, Z3ä?Z3 + P,, 

unt) Z 3 =5 2 (3P, + aPa). 
t>te 3«$te« Pj «nt> Ps itfff«« j«4> iwit-'^f^ ^er »teilten 

• • • » \ 

^ 17 ~ (*\i7» ~-6..i7« ~ 

*" , - • . . . 

o^ne ()r6|e tDIuj^e'tered^neiti ' 

@tnb bte naturltc^en Sogartt^^n j>oit a unb 3 gefutiben/ fo 
^t mAn 



• • • • 



• • 



'ij =ü±£^ 4. p; ~ aia.4- ^ra + p,; 



2 • ' • .», 



I • ♦ 



unb \o fort für bie librtgen $nm}al|l<;n ^ auf bereu Cogarit^men ed al 
lein anfommtr ba bte' Sogarttl^men ber jufammengefe^ten Säulen au0 

benfelben burc^ bloße Jlbbuiou entfielen/ -' :..;':'• 

SSerlangt man bie i^afy^en in f?e6en ^mmal^tUtn , fo fann 
man für atle ^rimsa^len / mlii)^ 1 1 uberfc^reiten : 

a »^ 2x2— i' 

ttnb für alle ^rJmjal^Ien , meiere 2287 überfd^retten : 

/(X + .i) + Z(x— iV 

tx SS5 -^ — . fe^eu* 

» • • ■ > 

€ö f«9 fn (7) ^ = ^i-, ttifo z == ^Tv^/ f«> «9'<>t P<^ 
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ttnb wenn «=ai tft: / . 'i;' 

.(1 1) l(x+ 1) = ijc 4- a (--^ + 5 ;- — ^— ^ + . * .V 

langt man bte einer beliebigen ©runbja^l b entfpre^enben Sog/atit^-- 

men / fo l^at man nur bte natürlichen mi bei« Factor jr :}« tftuUipIt' 

ciren. 2)enn tfl z Ifti^Sii^I/ ^eren eögarie^msuö für bis ©runbjal^I b 
8efud[|t »irb/ fo tfl # 

^ xtOR'W ....... 

olfo Zz = t(b'*«*) s= %.a . Ib, 

Der Factor -^ i^eJßt ber SDJobutud be« anf bie Sa^I b ge* 

grunbeten Scgarttj^menfpfiemd. S)er 9!}?obuIu$ bed gemeinen ober Sbrig* 

gifc^en @9{lema^ namlic^ ~/ ijl a 0*4342944819 

Sa zsÄe'« itl/ fö ]^at man Ioq.% ==* Zi . %. e^ 

2)ie 93ergleic^ung biefed SRefnItated , mit bem obigen, gtj^t 

{Rennt man bett üRobynlua be9 93riggifid^en @9fiem<; m, fo fann 
man oermog (10) unb (11) für alle Ballen/ n^elc^ i©ob «berf^^rei- 
ten / auf 6 / unb für biejenigen / mlc^ 1 0000 uberfdSiretten / auf 7 
2)ecimalflellen genau 

loQ. (x -f- i) =3 loQ. X 4- 2m . ^p 

unb/ loenn 5<i tfl/ um fo me$ir 

log. (x -{- *) CS lo^, X -f* dm . 

fe^en* 2(ud biefen jwei ©teic^ungen folgt . < 

Zog-, (x + ö) = Zog-, X + 6 pog-. (x+ 1) — log. x] , 

aua koel4)er Sormel baa gewöhnliche 93erfa1^ren / bie Sogartt^men ber 
Saj^leu/ weldSie bie ©renjen einer Safel überfc^reiten / mittelfl ber fo- 
genannten $ro))ortional- Steile jubered^nen/ oon felbfl erhellet. 



f « w « 



,f r|. 







^0 wie ettte (Sr^pe ti&^evunQ&mife tutä) eine nnenblic^e 9tet^e 
m%^eiUn bargeflelK merbtn fanti/ tfl e$ au(^ tniglic^ biefelbe burd^ . 
ein ^robuct unetiMid[^ melet ^actdren <)u$jubrucfen. *^iegu toivh nur 
erfordert ^ bof biefed^tobuct/ wenn man in bea a)?uIti))Iicatton ber 
Sactoren o^ne Snbe fortf^reitet / fid[) einer befiimmten (Srenjeunenb* 
li(^ nähere/ welche Stgenfd^aft wir iie So n bergen} beffelben nen« 
m müen. 

£)te Unferfud^ung ber Som^ergenj einer unenblid^en S<'fd^ ^oo 
Sactaren Id0t ftd;^ auf bie für nnenblid^e dtei^en.ert^etlten 93orft^rifeeit 
jurücffu^ren. 

(E§ fepen nÄntlid^ 

Uo/ Uj/ Uj/ U3 • . • • Un / Ua ^ , • . • • 

iu 5«ctoren/ um bereu ^robuct 

e^ftd^ l^anbelt/ fo fönnen wir biefelbeu/ in fo fern wir 00m Beteten 
be^^robueted abflral^iren / aU poßm @ro^n betrachten. 3fi nun e 
bieiffannte ©runbja^I beö natürlid^en Sogarit^menfpßem^/ foJ^aben wir, 

€ont^ergirt bie unenblic^e SKei^e 

nnb ifl s i^re 0umme/ fo fann man/ wenn n un€nblic^ wdici^fl/ 

^Ifo auc^ UoU| Uj^tta • • • Un Un^ i csi 6* fe^en« 

^iebei ijl e» notl^wenltg oon o oerfd^ieben. 

S^ioergtrt I^tn9egen bie unenblid^e SRei^e (2)/ inbem tl^re ®umme/ 
je mel^r ©lieber mari abbirt, um fo^gröjer wirb, fo fommt e$ auf bad 
Seid^en an/ w^Id^ea biefe @umme bei ij^rem unenbli^en SBac^fen a\u 
nimmt SBirb / um un$ furj au^jubrücFen : 

Ivlq 4*" ^**i 4" ^^i "h ^*'3 + ic« = 4" ^o# 
fo wirb mä) e** = oo/ unb ba^ ^robuct (1) bioergirt; 



Zuo + l^i + IvLx + ius + • • • ^^» = — OO/ 

fo »trb . e-^oo — ^ s=a ^ « o, 

ttnb bal^^r aud^ \ 

Uo Ui U2 U3 • • « • Un Uu 4. I * • • « S=S O. 

Säitv moDen nun tiefe S^K^ naiver betrachten. 

'®oH bw unenbltd^e SÄet^e (2) contjergtren , fo. muß bie ßrgdn-- 
jung Qn iur (Stumme t^irer n erflen ©lieber bei bem nnenbli^en äBa#n 
t)on n unenblid^ abnel^men. (Sterte 93orIefnng.) Tiüein 

fann in btefemgalle n\(l)t unenblic^ abnel^men, wenn nic^t la^ bei bem 
unenbltd^en SBac^fen t?on n unenblic^ flein wirb 5 unb bamit biefea 
@tatt ffnbe/ ntuf 

lim. ( u^ ) =13 i 

fepn f i'eboc^ tfl bie Conüergeuj bed ^robucted (1) feineöwege^ eine 
not^wenbtge %olQe ber SrfuDung btefer wdebingung« 

Um bie a3efc^affenl^eit t>on Qn bei bem unenblid^en SGBacf)fen oon 
n beurtl^eilen ju fonneu/ lofe man jebeö ber ©lieber, aua benen Qn te- 
jlej^t / mit ^ülfe ber in ber üorl^ergel^enben 93orIefuirg entwicf elten gor- 
metn in eine conoergirenbe JÄei^e auf/ unb unterfud)e bie i8efcf)affen5iett 
ber bi<?raua entfpringenben 2)o))})elrei^e, SWan wirb ju biefem Swecfe 
bie ©roßen 

falia fte bie unmittelbare anwenbung ber erwähnten gormeln nic^t ge- 
statten , auf bie %otmen 

jU bringen fud^en, »obei Tb, Vn+./ Vn-f.,Tn+3 ♦ • • ©toßen an^ 
jeigen, »eld[|e, wenn n un^nblie^ groß wirb/ unenblic^ abuej^memj 

2^<^"" ^P V' V ^4 

Zu. . =y. -T +? -f +''• 

v' v' v^ 



V* v^ ^4 

-7- -r- 
«. f. w. ', 



In ^ m I 11,4.9 n-f-a f4i» 
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iol0) f mnn man ber Kürje toegen 

vn + T« ^ 1 + ^« + * 4" *•••=== Vi 

V* J, V' + V' + . . ♦ . =5 V. 

n 1^ n + il n-4.«* ••• «t 

^B "T "^B^i 4" "^n^. T • • • • ^= Vs 

V* 4- T^' • 4- V* 4- . • * • ^ V* 



W- 



Q. = V. - I^ + J -^ 1^ + :.. 



Äua ber §orm ber burc^ Vj/ V»/ V3/ V4 tc. i^orgefiellten ®uraraeil 
erneuet/ bäg wennViüh^nbltd[) Hetn wirb; um fome^r V3/ T5, V7 •••^ 
uiienMicf) fletn »werben ^ unb it)etin Y^ ttnenblt^ abnimmt/ btep ati^ 
ki V|/ V4/ Vß . . . . ©tatt finbet. 2(uö bet wnenblfc^ien ^tbna^me 
tjott Vi fanh man aber auf la^ unenbttd) Hein SB^rben von V'» nur 
bann fc^fiegeu/ »erth alle ©lieber in Vj einerlei Seichen ^aben/ ober 
loenn Yj unenbltd^^ flein bteibt/ obgleich man allen ©liebern einerlei 
SeidSl^n ert^eitt 

IWtmmt Yi wie aud) Y» unJnblic^ ab/ tnbem n ühenbltd^ Wdid^fi^ 
fo »irb alfo auc^ Qn unenblic^ lUm, unb baö g>robuct (i) cöntJergirh 
2)ie ©renje beflelbert t(i t)on o tjerf4)iebeii. 

SJJimmt Yi bei bem unenblicl)en SBa^fen »6n ix unenblic^ ab/ unb 
mt\> jugleidE) Y^ unenMic^ groß/ fo w<id^fl Qn uhenblic^ unb »trb ne* 
flafio« 3n biefem galle nÄl^ert ftd[^ baö g>robuct (i) o|^ne gnbe bet 
SBuHe. 

2)affelbe ftnbet'@tatt/ wenn Yi bei bem unenbli^en SBad^fert 
9on n unenblid) groß itnb negativ) mirb« 

2)ie ©regen Yi unb Y^ finb bie auf bie ©lieber Tb-, unb v*^j 
folgenben Srgänjungen ber unenblidiien {Reihen 

to/ Vi/ Va/ Ts . • ♦ . * 
V^/ Vj, V^, Tj • . . • . 

ober^ber Öteil^etl 

üo — 1 / Uj — - 1 / tij -^ i / üä -^ I i » . * • ; 

(no-^»)*/ (ui — 1)»/ (u^ — i)S (Ü3— !)*.♦•.* 

ttnb oon bem unenblid^en 3(bnel^men ober SSBad^fen biefer Srgdnjungert 
(ei bem unenbltd^en ä!BadE)fen be$ Beigerd n j^dngt bie S^onoei^genj obei^ 
!&ioergenj ber ern^4^nten Stetigen ab« 

4 * * 



SBir ftnb nun im ^tcmU / aber iai ^et^aüen eimi ^tobucte» 
Ui Um unenbltcf)ett %ovt\ä)teiten feiner S<^toren folgenbe 9tegel auf' 
iufieHen: 

Sa0 gJrobuct 

U0U1U2U3 • « • Uii1Xnu.i • * • tC*f 

beffen gactoret? Uo/ Ui/ Uj. . • • •j)opttue ©rößen fini, «%rt flc^ 
Pl^ne Snbe einer oon o t)erfci)iebenen ©renje f tt)enn bie Steigen, 

Uo — i/ Ui— 1, Ua — i, Us— 1/ ^ 

unb <Uo— i)V (tii — i)^ K— 1)^/ («3—0* 

jugleid^ cont)ergiren ; biefe (Srenie ifis=o, wenn bte jweite Steige bi* 
vergirtr wäl^renb bte er|le conuergttt / ober wenn bie er jle Steige bi^er- 
girt unb jugleic^ bie unenbltc^ anitmci)fenbe ®umme ij^rer ©lieber ne« 
gatio wirb; l^ingegen imtQitt biefed ^robuct/ wenn bie.erfie Steige 
eine unenblic^ wa^fenbe t)ofttit>e (Summe barbietet. 
00 conoergirt i« iS. bie Sactorenfolge 

iunb entf|)ri(il^t ^iner enblid^en ©reute ; ferner ifl 

unb bie Sactorenfolge 

(.+oÖ+0('+5)0+i)('+5)---('+:)- = - 

bioergirt. 

SSBir muffen l^ier jebod^ bemerfeu/ baß man liber bie i8ef(i(^affeu« 
l^eit foI(f)er g>robucte fe^r oft nad^ ben in ber fed^aten SSorlefung er* 
fidrten Stegein entfd^eiben fann. 

6ine in ber »nalppe fe^r wid^^tige gactorenfolge entf))ringt bei 
bem unenblic^en SBad[}fen oon n au$ bem 2(uabrucfe 



ober 



(z + 1) (z 4- a) (z + 3) . . . . (z + n) 



B+i * i"(z + a) * a*(2 + 3) (n — i)'(« + ii)' 

worin n eine ganje ))oftttoe/ z hingegen jebe 3a|^I bebeutet. 2)en SaH 
aufgenommen^ wenn z eine ganje negatioe 3a|^( ifl/ in welchem un- 
ter beri Sactoren M SRennerd o erfd^eint/ n4^ert fic^ biefea ^robuct/ 



/ 
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je mt^t ^actoun man mit einander tnulti))lictrt / ttm fo me^r einer U* 
flimmten ©ren^e. Ol^fc^on' ftc^ tiefet @a^ mittel^ ber fo eben aufge« 
fieHren 9?egel unb ber tn ber fec^öten ^Sorlefung vorgetragenen ®4$e 
Umi\en liepe/ fo fommen n^ir iod) Uid)ttx {um Biele/ wenn n^tr bte 
am Singange biefer ^orlefung angeietgte aUgemetne SRet^obe {u ^Ife 
nehmen. 

{)ter tfi ndimli«^: 

^ (n— i)*(a+ii) n"(z+n+i) (n4-i/(8+n4.2) 

Sinn l^at matt 

= -"('-0-<' + ;) 

unb nadSi ben Si'i^meln (6) unb (5) ber oor^erge^enben ^orlefung^ 
wennn>z tj!: 

^nJ!).(.+„) = ^ fe + i + 4^7 + •; -) 

• 2n» 3n5 "^ 4nJ 

l^te @umme ber erflen 9?et^e tjl fletner afö . ' 

j;?(' +S + 5 + — )^ 



« • « • * 



an* * 1 an(n— :i)' 



n 



i. IJ. Keiner aW -r / unb bte ©umme ber jweiten tjl fletner 

a (n — i)? • ' 

«» — ; ba^ertp 

7(ud bemfelbeh ©runbe ffnbet man/ toenn man n^i; n^-t 
«• f. ». jlate n fe^t : - ^ 



1 - 
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U. f. W./ 

olfo Qn < - i 7--^^ + Ar + /—r-r: + • • •' I 

XUf&eiit inttcrMh ber klammern iß bu auf bad^lieb , ' ' " . 

^ (^ — 2)* 

folgi^nbe Srgdniung ber conoergirenb^en Stetpe 

* + ? + r^ +i^ + ' 

unb tt^trb bälget bei bem unenbUc^eu SSSac^fen t)on n unenblic^ fUWf 
iolgHid) gilt «ud[> baffelbe oon Qn . 

Sd ifi bemnaci[^^ ivenn n unenbff^l grof n^trb/ . 

.. i«2.3«*.»»]i«n 

alfTl. ■■ * ■ — ■ — U li.- 

(z+i)(z + 3)(z + 3) .... (z-f n) 

eine oon o i^etfc^iebene/ übrigen^ aber t)on z'ab^dngenbe®rp$e/n^eI4^e 
It^ir mit ©aufi burc^ n(z) be^eic^nen xt^oUtn, wobei J7 aU^nnctioni- 
jeic^en gebraucht wirb. 

£)ie S^nttion n(z) Uft fid) für ieben gegebenett Sertj^ t>on z^ 
mld)ex feine ganje negaiii^e 3al^( ifl / mittelflt ber Sogaritl^men berech- 
nen, ^iebei fann man auf bie folgenben SJemerfungen 9tücfftcf|t nel^men ; 

Sd ifl 

,• i.2.3«.*«n.n 1 ,, i«3.3*...^.n''' 

/ifn# ■ c=s ,. u/n. ' — ■ ■ ' / 

(z+i) (z+a) .... (^+n) z+i (z+2) (2+3) . . . (z+n-j-i) ' 

t^eil ber hinzugefügte Factor 

n 1 



z + n + 1 z + 1 



n 



bet bem iinenbIidE)ett 5fiiJad[)fen Don n bie Sinj^eit jur ©reu je l^atr folg- 
Md) bejie{)t bie ®Ietä)ung 

II(z + i) . 

jT(z) = , ■/> ober 

Z-j- I 

(3) iT(z + i) = (z+i)ir(z). 



t- 
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@a tjl ^emnad^ für jebe gan^e ))oftHi>e 3a^I m: *^:^i# 

(4) il(z+m) c= (z+i)(z+fl)(z+3) .... (z + m)ll(z). 

Z)tefe ©letd^nng jeigt / baß ed l^inreidSit / üDe SSBert^e t>on ii (z)/ 
9on z s=3 o ongefongen Hö z = i ju f ennen , um tm ®tanbe {u fepn^ 
ie&en anbern fSSert^ btefer Function anjugeben. 



2)a 



2 



n 



no 



^ -— 1 1 


\\xi |9 ^cit iu«n 


11(0) = i,fol9«c^ tjl 




11(1) = I 




ir(2) =: 1 . a 


> 


11(3) SS 1 . 9 . 3 




il(4) s 1 « a « 3 . 4/ 


unb affgemetn 


ir(r) S3 1 . a • 3 . 4 . 


. . (p_i)r, 



tD.enti r eine ganje ))o{ttii>e 3<t^I t^orjleDt 

Srl^dlt z eitlen )}ofttit)en SGBert^/ fo ifi 77 (z) ))ofttii); n>irb aber z 
ne^tiü angenommen/ fo ifl 77 (z) ))ofttio ober negatio/ je na^bem bie 
größte in z enthaltene gan^e 3<^^I gerabe ober ungerabe tjl/ tvooon 
man fid^ mi S)vX\% ber ©leid^ung (3) leidet uberjetigt. 



f/ 



f » 



y 



; V 



/' 



. / 
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. .3^Mt^ ^0 riefung. 

über bte ^ummirung ter ^ii^e 



iDi 



'tefe 9tet^e b(jt$^t bte nterfit>urbtge/ ojo^n ®anf entbecfte 
Stgenfd)aft^ bap ftc^ bte ®umme berfelbeit/ it^enn natnltd^ bte 9?e(^e 
ahhti(i)t ober ptmoergirt/ burc^ @rafeti oon ber in ber ootl^erge^enbert 
QSorlefung betra(i()teteii gorm n{z) au$br(tcfett laft. ^|^e tvtt: jum 
93ewetfe btefer 93e|^ouptutig fcf)reite.n/ moUen mt ii$ SKetl^e 

^ '^ ^ i.y **" 1 . a . 7(7+1) 81.2. S ♦ 7(7+«)(7+«) 

f^etra^ten/ auö welcher bte oben angefiJ^rte entfprtngt/ toenn man 

Sfl bie Steige (2) unbegrenjt/ ol^ne btird^ ©lieber/ beren Kenner 
s=o jtnbA eine (Störung ju erletben, fo conoergirt fte/ ii)en« x einen 
itt>ifc^en bie ©renjen *^i unb -f 1 fallenben SBertj^ erl^d(t/ n^ei( bte 
@ren}e/ ber jtc^ ber C^uotientber (Soefficienten jtoeier 9?ac^barglteber 
oj^ne Snbe ndi^erf , = 1 ifl. 

2)te ©umme ber Steige 1(2) j^dngt oon ben SGBertl^en ah, wetd^e 
ntaitben ©rogen a, ß^ y, -s. ertj^etlt, @ie werbe burc^ F{<t,ß,'y, x) 
DorgejleUt, fo baß 

w/ /:> \ I «ß I «(«+>)ß(ß + , 1 in 

^ . ' '^ »«Y ' 1 . a . 7(7 + 1) * 

2)ie Steil^e F(a, ß, y, x) oerbient ij^rer OTgemein^eit wegen 
eine befonbere 2(ufmerf famfett ©elfir otele ber gunbamental ^ fü^i^m 
ber JXnaIppö laffen ftd) burd).fc^icflic^e »eptmmung oon a, ß, y/ x 
ouf biefelbe iurücffü^ren. @o oenoanbelt jid[) JF*(a, ß, y, x), wenn 
nian a=: — m, y^sß unb — x flatt x fe^t, in bie befanpte 9?ei^e 
für (i+x)«; fe^t man ac=ß=i, y=52, unb — x fiatt x, fo er* 

^dlt man "^ ■; fe^t man j^ingegen , a = ^ , ß = 1, y = - unb' 

X 2 3 

X* flatt X, vfo ergibt ftc^ -^ l ^-±^ u- f. w. ; b. j^r e6 i(l 



57 

(i+x)«= F(— m, ß, ß, —x) 
/(i4-x) s= x.F(i, 1, 2, ~x) 

1 — X \2 a / 

«. f. w. 

Die Sun<^^<'on ^i^f ß/ r^ x) f^^l^t mtt beti ^unctiohetif tO€\d)e 
au$ t^r entfprtngen/ tt)enii man bte ©roßen a^ ß^ y um bte Stnl^rtt 
mme^rt unb uernttnbert/ tn Uid)t barfieUbaren 93e$te(un9en. fSStt 
»oDen ^ier nur btejenigen ableiten^ )t)el(^e ju unferem StDccfe bienen. 

SBie aua bem iBiIbung6gefe^e bei: burc^ F (a, ß, y, x) ))orge* 
ileDten nnenbltc^en diet^e erteilet/ tfl beri^oefficient «>on x» tn berfelben 

a(a+i)(a + 2) . . . (a + n — i) ß(ß + i) (ß + a) , . . (p+n— i) 

l . « • c5 ...... n . y (y -f- i) (y -]-«).. . (7+n — l) 

93eiet(^nen it>tr biefen (Tceffictenten ber ^ürje wegen burc^ N/ fo 
Knnen wir ben Soefftcienten Don x"" in ^ 

jF(a-|-i/ß, y, x) burd[> .^^t^ N, «nb in 

r 

auabrucfen; benn e$ ifi 

' ^ ' •' ^ « ^ • y 1.2. 7(y+i) * 

ttnb 

FM + ,,y,x)«, + ?i^x + ^i2±t:lH^x» + «. 

*•? '1.2. y. (y+i) 

^ierauö folgl für ben ffoejficienten »on x» in 

aF(a+i, ß, y,.x) — ßF(a, ß + 1, y; x) 

ber JTuöbrucf (a -^ ß) N , 

b. ^. bte Soeficienten t)on x*" in 

aF(a+i, ß, y, x) — ßF(a, ß+l, y, x) 

nnb in (a — ß) F(flc, ß, y, x) jtnb einanber glet*. 

SBad ^ter oon ben (Soefficienten bed ©lieber f in weld^em bk 
^otenj x" erf^eint, gefagt würbe/ gilt auc^ oon ben ©oefficienten ter 
übrigen ©lieber/ olfo au^ ocn ben jugel^origen Functionen. 2(uf biefe 
2(rt gelangt man ju ber ©(eid^ung : 

(3) (ß— a)F(a,ß,y,x)+aF(a+i,ß,y/x) -.ßF(a,ß+i,y/X)±=0. 

®e^t man ferner bie ©röße 

« jg+i) (a+2) .... (« + n — 2) fl<p+i) . , > . (3 + n-^i) _ ^ 
' - "* (n— i)n.y(y-f i> . . . . (y + n— 1) ' 



• * 



I 
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fo ifl Ut Soeffictent i)on x» 

in F{a,ß,y,x) gleich (a-fn— i)P, 

tit F(a — 1, ß, y, x) . . . . (a — i)P, 

tn F(a, p+i/ y, x) . • . . g F, 

«ni^tn x.F(a, ß + i, y^ x) . . , , "(v+'^-O p^ 

p 

So ijl alfo ber Soefftctent »pn x» in ^^ 

/3(i— x)F(a,ß4-i,y,x) gleich [(a+'i— i)(ß+n)— »(y+n— 0] I*/ 

ober gleich [(«-fß— y)n+ß(« — 0]^* 
2(6er ber Soefftctent ijon x» in 

i^ + ß-y)Fia,ß,y,x) ijl [(a+ß_y)n + (a+ß— y) (a-i)] P; 

folglich ifl ber Soefficient biefer ^otenj in 

ß(i~x)F(a, ß+i, y, x) — {a + ß — y)Fia, ß, y, x) 

. gleich (a— i)(y— a)P, 

b. 1^. gleid^ bem Soefftcienfen »on x» in 

(y—a)F(a—i, ß, yf x). 

^ieraua folgt bie ®Ieid)ung: 

(4). (r--« — /3)i5'(a,ß,y,x) — (y — a)F(a— 1, ß,y,t) 

4.ß(i— x)f(a,ß + i,y,x)a o, 

®e^t ntan enblid^ bte ©rope 

a(g+i)(a + 2) . .. (g + n— 2) ß(p4.i). . (ß-f-n — a) _ 

1.2 . 3 • . . . . (n — i)n.y(y4"*) • • • • (y+"i— >) ^' 

fo finbet man ben Soefficienten oon x» 

in F(a,ß,y,x) gleich (a+n— i)(ß+n— i) Q, 

' tn xF(a, ß, y/ x) n(y+n— i) Q, 

in jF(a— vß,y,x) (a— i)(ß + n~i)Q, 

in xF(flt, ß, y+i,x) ynQ. 

Sd ijl alfo ber Soefftcient eon x« in 

(i— x)F(a,ß,y,x) gleic^ [(a+ß_y^i)n + (a— i)(ß-i)] Q. 

2(ber ber Soejficient biefer 5>otenj in 

. l^(a~i, ß, y, X) ifl [(a.— i)n + (a— i)(ß— i)]Q; 

folglid^ errate man für ben Soejfictenfen oon x° in 

{x—)L)Fia,ß, y, X) ^F{a — i, ß, y, x) 

be» 2(uöbruca (ß_y)nQ 
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2)a aber Wefer*2fuabrucPben ffoefftctenten »an x* in 

7 

oorfteHt/ fo l^aMnan bte ©leid^ung: 

(5) y(i— x) jF(a, ß, y, x) — yF(a— i, ß, y, x) 

+ (y-^ß) xi^(a/ ßr y+i, x) = o. 

aWulftt^Itctrt matt bte Oletc^'ung (3) mit y (i — i^^ ixe ©leid^uitg 
(4) mit yt tittb bte ®Ietd[)utig (5) mit y — a, tvoburc^ man bie ©lei- 
jungen: 

y(ß — a)(i — x)F(a,ß, y, x) + ay (i — x)F(a + i, ß, y, x) 

— ßy(i— x)F(a, ß+i,y, x) =a O 

y(y_a — ß)i?(a, ß, y, x) — y (y— a) JJ'Ca— i , |i; y, x) 

+ ßy(i— X)f(a,ß+l,y, X) 5=3 O 

y(y_a)(i— x)JF(a,ß,y, x) — y (y — o) J*(a— l, ß, y, x) 

+ (y— «)(y - ß)x^(«/ ß/ y+»/ x) =, o 

erj^ält / unb fubtraj^irt man bie beiben erflen berfelben Don bet: britten/ 
fo ergibt ftd^: ' 

(6) y(a-T(y— ß)x)F(a,ß,y,x) — ay(i— x)F(a+i,ß,y,x) 

+ (y— «) (y— ß) X /'(a, ß, y+i, x) = O* 

@ejen tt>tr va btefer ®Ieid)un9 x = i, unb fd[)reiben tvir bet 
Äiirje wegen .F.(«/ ßz y) jiatt i^(a, ß, y, i), fo l^aben ivit/ in fo 
fern baa ^robuct (i — x) F{(x^, x'^f ^ oerfc^winbet / 

y(«4:ß— y)i^(«/ ß/ y)+(y— «)(y— ß)*'(«/ß/y+0 = o 
DbeM?) i^(«/ ß. y) = !y^"^!!l!rgf ^(^/ ß/ y4-0> 

X)ie ttnenblidgie SKei^ 

F(a, ß, y) = , + ^-^ + ^ ^^ ^(^^^^ + K- 

fleHt nur bann eine befümmte @röpe bar/ toenn jte conüergirt/ unb 
l^ieju toirb erforbert/ ba^ a^-ß — y eine negatioe 3al^I fep» £)a nun 
a-f-i+ß — y }>oftti<> f^P» fanu/ tt)dl^rent a+ß — y negatio auö- 
f4Ut/ fo ifl e$ tnöglid^)/ ba^ F {a-\*\ , ß/ y) btt^ergirt/ todl^renb 
jF(a, ßr y) conoergirt» SSBir muffen bal^er noc^ recf)tferttgen , baß 
ed/felb(l wenn F(a-J-i, ß/ y) bioergirt/ erlaubt i|l/ ba6 ^ro* 
buct (i — x) F («+» / ß/ y/ x) für X = I ber SRulIe gleid(> ju 
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Sßenn man and einet btoergtrenben Steige 

beren ©lieber unenblic^ abnel^men / eine neue Steige babur<^ itlbetf 
bafi man jebed ©lieb berfelben t>on bem barauf folgenben cAiit^tf fo 
conp^rgtrt biefe neue Steige/ ndmlid^: 

Uo / Ui Uo / U2 Qi / II3 Uj • • . «Ha Ua -. 1 • • • * • / 

uttb t^re ®umme tfl =0« 

2)enn fiir fte ^fl bie @umme ber n-|-i ^Cnfangöglieber ssun f 
meiere ber QSorauafe^ung gemäp unenblic^ abnimmt/ wenn n unenb«" 

5Da a+*+ß — y — i=a+ß — y eine negatit^e S.a^I ifl / fo 
nel^men bie ©lieber ber JReij^e jF(a+i, ß, y) unenblidS^ ab (fed^dte 
aSorlef. 6)); aber (i — x)F(a4-*/ 13/ y/ x) gel^tfur x=i in bie 
Steij^e ber Unterfc^iebe liber/ welche F(a-f-i/ ß/ y) burc^ Oubtrac- 
lion je jweier SWac^barglieber barlietet/ ba^er ijl (1 — x) F(a-f-i//3/ y/ x) 
unter ber 2(nna^me xc=3i ber 9?uIIe gleic^l 

Und ber ©leic^ung (7) folgt/ n>enn man naclf unb nad^ y+ >/ 
y+2^ y+3 . • . y + n— » jlatt y fdl^reibt/ unb jebed fpatere 9te^ 
fltltat in ia$ frühere fubfütuirt : 

(8). • ; Pia, ß/ y) = 

y . (7ti)-.v(7tn..)(7^a-P)(y.a-p+i)...(y-a.p+ii-i)* ^ '^"'^1" -^• 

SRan gebe ieber für jtc^ in arit^metifd[^er ^rogreffion fortfahret- 
tenben golge v)on gaetoren ben Sioifor 

ferner tj^eile man ben B&fyl^t be$ obigen S5rud^ed burc^ 

V — a — 1 y — ß — 1 
n' • n^- «^ / 

unb ben SHenner burd^ 



n ♦ n / 



fo wirb biefer ^rud^ nid^t geanbert. H^t man nun n untnblid^ grog 
werben/ wobei 

oj^ne Snbe ber (Sin^eit/ unb jebe Sactorengru))))e in bem obigen SSrud^e 
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ftc^. n&^ttt, fo ^at man 



n{a) 
n(y — a— i) . n(,y— ß — i) * 



o^ne €nbe einer ®r&pe von iet Sorm 
bte . (Sletd^ung : 

(9) i^(a, ß/ r) = 

ea ifi alfo 

^ i.y "T- , . 2 . y(y+i) "^1.2.3. y(y+i)(y+3) "^ * 

= ^(y— * n(y— g — p—i) * 

n(y— «— 1) . n(7-ß — 1)/ 

ivofür man aud[i Un cbtgen oj^ne Snbe fortlaufenben S3ru(^ fc(;reu 
len fann. 



*"-^ 
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Stifte 35 t r e f u tt ö. 

Übet bie ^ettenbtrüd;e. * 



-M-nt^r ben SWttteln, wcIdPie bcr 2fnal9fiö jur na^etuitgöweifen 
>£)ar(teQun3 ber ©ropen ju ®t\>^U flej^etv t)erbtenen nocf) bte fo^enänn« 
ten ^etteribritci)e einer Srwdl^nung« 

Sin ^ettenbruc^ entfielet/ wenn man ntej^rere 93rüci^e fo un- 
ter etnanber »erbinbet/ baf jeber folgenbe ein 85ejlanbtl^eil be6 J^en* 
tterö be6 oorl^erge^enben wirb. 2)ie allgemeine S^«*«! eiiieö Äettenbru- 
^e$/ mit Stnfc^luß einer bemfel^ben t^orangel^enben ifolirtett Ba|^I I^/ iß 



* ^ b, + "^^ 



^4 + JC* 

Sie i8u:c|)|laben k^ a«^ a^^ as « < .^ bj/ b^*^ kg « « . jiette« 

wa6 immer für ©roßen »ör. 2)ie SÖruc^e r- / ^ / r- • • • l^^^ß^« ^^^ 

©lieber be0 Äettenbrudjeö* 2)erfelbe ijl begrenjt ober «nbegrenjt/ 
je na4)bem er eine bejlimmte SRenge ^on ©liebern jä^U^ cber va ba$ 
Unenblicbe fortfc^reitet 

3«be gegebene SWenge »an ©liebern eine6 Äettenbrn^eö laßt jtc^ 
ttadf^ ben Stegein ber 2trit^metif burc^ einen gemo^nlicben »rud) au6* 
brücfen* Um baö ©efe§ fennen ju lernen, nac^ welchem txn folc^er 
ä3ru(^ aud ben ©liebern be$ Jtettenbrud[)ea gebilbet wirb / wollen wir 
biefelben jlufenweife in bie 0))eratipn l^ineinjte^en« S^ ifl 

1, _i »1 __ ^<bi + ai 
b^ b^ 

Saffen wir |^ter bj tn bj + r^ «^^^^9^!^^» / fo l^aben wir 

"2 



l^(b. + ^)+a. 



€a fey'ber Äurje wegen kb, + a^ =: Aj unb bj=:Bi , fo wirb 

y. I ^ _ A^ba + \ a^ 



C3 






a* 



(B,b,+ a2)b3 + B,a3' 

ober, wenn wir A^ b<i + ka^i = A» «nb B^ b^ + a^, == B» fe^en J 

*'» + b; 

2(uf bief«U)e ^tt finUt man burc^ ^erntanblung «on b, irt 



Aof^bj + ^J + A.Bs 



, ,a^ V ^4/ _^ (A.,b34.Ata3)b4+Aga^ 

■^'>' +^5^ a, ~ B/b, + il ) + B.a, (BA+B.a,)b,+B,a, 
b« -+- T"^ \ ^'Ay 



h 



4 



t 



»enn man namlid) A^bj + A^a^ =: A3 unb B^ba -f- B^aj = B^ 
fejt 2)a ^er ©ang btefer SRec^nung, wie weit man fte auc^ immer 
fortfuhren xci<xq^f unveranberltc^ ber ndmlidE)e Meibt, fo l^aWn wir, 
»enn wir . * ' . 

Ao t= k Bo = 1 

Ai = Aob, + i-a, B, = Bob, + o.a, 

A, s= A^b» + Aoax B^ = B,b^ + Boa^ 

A3 = Aaba + ^1^3 B3 = ßx^3 + ©1^3 



A„ 8=3 An-ibn + Aa-*aa B^ = Bn -. i b„ + B^ _ , a, 

fe^en : 

Ao 1 I «1 ^1 L J_ ?1 . ,— ^" 



F.' ''^b, -B/ • b, +^ . B 

a- A 






^* + 5: 



'S 



« 



• '' 
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uni allgemein 



k + ? 



a A 



a. 



^ ^ b, + «, 

a 

J l 

^ h 

Srtac^ tieÄn gi^rmeln wirb man iie SRebuctton etitfd Äctfenbru^ 
^ed auf einen gewo^nlü^en 93ruc{^ o^ne ^c^ivtertgfett t)orne^men. 

A A A ' A - ^ 

SBtr wollen bie aSrücfye --?,—% --^, ?r . • . . bte auf etnan^ 

l$o öl B2 »3 

berfolgenben rebucirten SBert^e bed juge^Srigen ^ettenbruc^ed 
nennen* 

Unterfuc^en wir nun bie Unterfc^'ebe je jweter biefer rebucirten 
SSBert^. 

e» tji 

Af Ao AjBo — AqB/ libi + a^ — kb^ a^ 

B^ Bq ' Bo B^ Bq B^ B4 

Aj Aj A^ Bj — Aj B^ (A^ b« -|- ^o ^2) ^i — A^ (Bj b^ + B^. a^) 

B4 B2 Bi Bj^ 

^j^ (AjBq — AoBi)a2 a, a^ 

- BjBg B^Bj 

_ A3B2— A2B3 _ (Aab3 + A,a3)Ba~A2(B2b3 + B,a3) 

B2B3 BaBj 
(Aa B^ — Ai Ba) 83 ^ aia2a3 

B2B3 ^2^3 

eben fo finb«t man ^* - ^ «= _ ^^^^r 

B4 Ö3 Ö3B4 

unb aUgemetn 

A^ -^n — I , ^ a^ aj aj . • . a^ 



B, 


B, 


B, " 


~B, 



= (-..)»- . 



B. B ^ r • B . Ä — 



^ Sa 

A 

n 



B. 



== r + Cr - r) + fr -g-O +Tr-r) + • • • 

Bo \Oi Bo/ VB» Bi/ VÖ5 B2/ 



A 



tfl^ fa fe^en und iie fo eben entwicfelten Formeln in ben ®tanb/ be'ti 
SBertj^ eine$ ^ettenbrud^ed bi6 ju }ebem beliebigen ®litU bnrc^ eine 
Steige au^iubrucfen. Sd tfi n^mlic^ 



OS 



«. — * . I * 

. . • + r 

~ T^s; Bjs;^"^ B^B3 B3B, T 

: + (—O'r* —5 — ^-f 

. .■ • . . ii i . . . ' . j^^ ■ ■ 

1 > 

nnb ba^er ber o|^ne Snbe f0)rtfiil[)c#Uepbe,>Se^tentfni^ 

a. 



^ + xr 



b. +.:^ a, 



'» ' •« .» > * 



^5 + If. 

ber unenbliclien dt^i^e 

^ B, B,B, ^ Bib3 Bjß^ ^ 

®Iteb für (Sli^b gletc^ QtlUn». "' :.: ., . • 

Uj — tj + U3 — U4 + . ;: . . 

gegeben/ fo tmn biefrtbe in einen i|^r @lie> ,f«r ©liefe c^mfpajiiiwnj 

ben ÄetlertbwidS^ t>pn ber Sorm . 

,.. . . ^ 



a 



% 






b^ + IC. 

»erwftnbelt werben* 
2)enn fe^t man 

. a^ ai a^ a, a^^s «i «2^384 

fo ergibt ftd^ 



u^ äj II;, ^s^x U4 ^_ a 



Ö4B2 



^ # • • •> 



Uj B^' U2 33 Uj B4 

onb ^a 

B, = b,, B^=5Bib,4-a<,, B3«Bj,b8 + Bia3, B4«n3Bsb4+Öt«4 

ijl u. f. w. , fo ftnbet man : ' . » 

Ejcpuibi; ferner »egen u^B^ 5s= u^a^ 
»» ib, bj + Äj) =s u, a^/ Älf0 

u^ bi br 






Qtttn^i^Mftn'^ matl). IGorlefundtn* i* 



00 



«3 (Bjbj + Bj »3) s=s UjajBj , 

,,rf^ ^ ^3 ^3 B7 

C"2 — %) 1*1 

iWun tp - = b, + ~ « K +- ;i:=7, "=. Ur^ruT' 

UM ber ©letdjunfg «484 =: uja^Bj ob«r 
»4 (BsK + fiia4) — »3 «48» 

^4 ^4 ^5 

Wer e« ifl ?-' ^ b, + -i^i 

Uni .^=— ^/ ^* 

II. f. w,, woburc^ ber wettere aSerlauf bet ^lec^nung beutlli^ »br Äu* 

gen Hegt. 

3« beit ym gefunbenen 2Iudbrucfenfur*aj/ a^, «3, a^ • . . ^ 
fitib bte SBert^e oon b,, b», ba, b^ •j. . • unbejlimmt, unb beßl^alb 
willfürltc^. 2)tefe ©röpen fonnen/ wen« man bie SSBert^e üon 
«1/ 8»/ «3/ 04 . . • . tn bera Kettenbrücke ^ 



8| 



«2 



b»+^"-r a 



• • • 



«l 



/ I + 



«a 



^ «i«s 



'»«4 



^ * U3 — U4 + W' 



erpdft. 



( 



bj + IC. 

fubjiituirt/ aud bemfetben burc^ baa Jlbfurjen b«r »rud&e weggefd^ojft " • 
werben. 2)tefe Operation, fo wie \>\t noc^ nötl^ige Stebuctton ber ©Ite^^ ' 
ber bea Kettenbrücke^ auf bie einfach fle ®e{ialt/ ^rfpart matt/ wenn man 

bjsss 1/ bjsssui — Ui, bs« U4 — U3/ b4 = U3 — U4, ... 

annimmt/ woburc^ 

» 

ai es Ut/ a» = u^/ 83 =s u,U3/ a4 = UjiU4/ 

wirb / nnb man fogleicfe 

^1 -^ Ui --}- II3 — U4 + 4 • • • . 5=5 



2)te Umjlaltung berWei^e u, — m» + ^3 — «4 + •?. . .,tn ikj 
fen ÄeUenbru^ liäßt fß) iiuf. "folgen^ litt' unm^teiiat U}fittf^^^ 

(£ö fe9 xj = uj — ui + U3 — U4 4- . > ^_. . 

^2 = «2 — .V31+ '^ "^ -^S • • * 

.X3.=? Ua.r-'X + 






Uj — x^ 

ferner - — : — = r «i s=: . ; u, 

*2 Xj 

*2 "2 ^»' »*i ^J 

X, ♦ Uj 



l)aber =;= -^- r 

Zuf biefelbe ?(rt ftnbet man 



U^ — Xj 



^s «3 



«2^4 



"2— »j 1*2 — »^3 + r ;r 

u. f. n>./ ba^er j^at man nad[^ gehöriger ®ubf}ttution 



«t 



X, = — -r ^ 

"i — ua + 






u-i — U3 4- jr. 
wie oben. 

Schreibt man §ier ^, ^, i- , -'- , 

..11 l 1 

ober auc9 — , 



U^ Uj U^ Uj U^ U3 U^ Ujj Uj u^ 



• • • 



flatt Uj, Uj/ U3, u 

fo erl^ält man nac^ gef^ortger SKebuctton 



• • *. • 



U, Ui U3 U4 



s 
U. 1 



"i + ■ — -r- "» ul 



4 



u^ — u, + W 

5 • 
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unb — ^- "—^ + - ■ 

«1 tti«a ^i«a«3 



«j Uj «5 U4 



+ tC. » 



U| 



«3—» + 



11, ^ 



U4 — i + IC 



2)a bte l^ter angeführten Aettent^rud^e^ ben Steigen; (iu^ m\^n 
fte abgeleitet morben finb/ ©lieb für @tieb correfponbtren / fo Unn 
man bie £ p n 9 e r g e n j ober 2) i e r g e n { ber Aettenbrü^ie nadjf ber 
S3ef(^afen^eit biefer Steigen beurt^eilen. 
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3 tt) 5 r f t e 95 r I c f u n g. 

über bie ^ettenbriti^e. 
(5 t f f e (j u tt 3.) 



Um bte SWanntgfalttgfctt ber Äunflgrtffe onfcbaultc^ iu mad)eii, 
mW fidf Ui bet SJerwanblung ber Steigen in ÄetUnbrü(^e anbringen 
lajfen, wollen wir/ unter ber 93oraudfejung/ baf jP(a/ ß^ y/ x) 
bie @umme ber Steige 

^+77^+1 . $ . 7(7+1) "*"i . a . 3.7(7+0(7+«) ^ 
im g«ae i^ee abbrechend ober t^rer eonrnflenj beiet<^ne, ben Quo- 
tienten * . , 

uif ® a u| tu einen Äettenbruc^ umjfoften. 

@e|en wir ben Soefftcienten ijon x» in F(a,ß, y,-^)^ n&taW^ 

a( a4.0(«4.3) ; . . (a+n~-i)f(ß+i)(P+^) . - > ' (p+n-i) ^ jj^ 
i- a • 3 . . ... . n • 7CV+»>(7+») • "• • fy+»->) 

fo ift bet €o«ffJc«nt »on x» in JF(a, ß+ 1 / y+ 1> x) 
fpljfi^ b« (SoefpcUttt »on x» in b« Differenj 

!?(«, ß+i, y+i/ x) — F(a, ^, y, x) 

g« ift ttbet N . V^^"^'^'" ber (Seefftcient wn x« ixt b«r 9tei^« 

«u< tttfl^er 

n*. P> Y, «> _ _ «^Y-P) - i^(«+i> P4-'> V+«> «V 
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über 

F{a, p + i, y+i, X) ^ i ^ 

folgt ©ejen mt - 

fo «?trt, t>a wegen F(a, ß, y^ x) =5 F(ßf a, y,. x) , 



* « 



/(«7 iß/ y/ »> « -r- 



, _ *(y— ß) 



•■^ 



• 2>i^fe ®let4(ttti3 gibt/ wenn man a, ß, y mit ß-J^if «/ y+* 
^ertaufd^t: 

fo/ m /(«/.i3/. 3'/x)-i»ttr^/(a4-i/ ß+»' y+2«;Jc) ou8äei>t«*t 
werben fann. , gü|^rt man eben fo-/(a-|-i, /S^-»/ 7+2, x) 
auf f^a -^ «, /3 -Jt 2, y 4I 4/ x) jtttttdf :c./ fo «t^dift man ben Äettenbrnc^ 






d^'T 



aj». 



a^x 



1 — 2C. , 



• I ' . 



woieif wie man Iet(I)t j^t 

7(y + «)' * . (v + >)(y+3) 

* (y4-»)ty + 3) ' * "^ (Y-|-3)(y + 4) 

_ (« + a)(Y4-r— P) , . __ (? + 3)(7 + 3— a) 
"■ ^ * (7H-4)(V + 5) ' * (7 + 6X(y + 6)- 

, . , . U. f. »tJ.^. t'fl. 

!Der Äettenküd) tji i^renit, wenn eine ber'Söl^I^n a, ß, y — o, 
y— 'ß"ä<»tt5 untr negativ angenommen wirb; fonjl aber ijl er unbegrenjt 

gür ß=o rebucirt jt^ bie burc^ F{a, ß, y, x> ^urgefleBle 
,9tei^e auf i^ erjiee (Slieb i., bajer^^at man/ wenn man in ber gor* 
^icl (i) y — I ^att y fd^eibt: • " - 



1% 



(») f(«/ «/ r/ ») =f=:ü— a,« 



■tf 



I — ze. , 



*' ~(y+0(y+»>' * (y+»)(7+3) 

_ (« + ^)(y+0 ^ g_ 3(y + ^-»ä) 

•' ^ (T+öuT+T)' • (y+4)(y+5) 

. 9* f. W. tfl. ' 

;Dte Steige 

\i fj' j ^y I y(y + i) • y(y+0(y+2) 

je^t tn (i+x)"» uket/ menn man-^mfiatt ff/ iftatt^f nnb^—x 
flattxfe^t Sit ^f^en tafier 



t 

mx 



1 — — {-(in+Ox I ^ V 

» + — riiT-K. 

S>«fe gormeT (»ttt^t ai, wenn ber Exponent m eine «anjer »><" 
jitioe cbee negatioe 3«^! »P- S!)?an fann betfelb«« no<^ eine anbew 
@eilalt geben. €d folgt «4mli(^ a«e i^t 



ms 



«nb bö^ec/ wenn m«« b«» 3«i<f)<« »«>« "* dnbett: 

> H r ^ M- 

2)« be> »n«bmcf ^!+"^"-' bei ber unenbIid^««N« w« 
m ben n«tarK<^en 2ög«rit^» »en t'A-x int ®w»ie H' f* *** 



* • 



{i+x)"»2=:— mx 'X m— 1 ^ , . 

• — 7^-^^ — -rrr\ 

* 1 - _ - 



VI 



* + * — - M^ ^* 
V . i -J- ■ <7 * 



9 _^ 



1 -|- T- «« 



. TTX 






, X ^ 

• 2 + ■■■ ! ■ « 3 X 

5^: j- 3x 

— 7 -H ■ • I ■ 

- . • ^ ^ 2 + K. 

in e* über / ballet ^at man 

I , . • • • 

v-o« sae rx , . 

» +-: — »o^ 



1 + K. 

=5 1+ 7X > 

.... i 4» " 6 ^ ÜL » 

,» 1 *— , • . « X 

* + 



1 — K. 



SBenn ber ^ettenbruc^/ n^elc^er aua^etner Steige abgeleitet wütU 
berfelben ntc^t ®(teb für ©Iteb corref))onbtrt/ fo fle^t bte S^ont^ergen} 
ober 2)tpergen{ bea^Settenbrud[)ea mit ber S3efc^ajfen|^ett ber Steige in 
feinem not j^wenbtgen Swfammen^ange. 3n biefem galle / welcher bei 
ben fo eben entwicfelten Äettenbrud^en <2>tCitt ftnbet/ mu^ bie Sonoer* 
genj beöÄettenbrucf)eö befonberönnterfu^t it?erben. 9Jian fonnte jwar 
benfelben nact) ber in ber Dorl^ergel^enben SSorlefung crtj^eilten 2(nmei* 
fung in eine i^m gtiebmeife ^ntf))rec^enbe Steige umflalten ; aOein mt 
feiten wirb man im ®tanbe fepn/ ba6 «ilbungdgefe^ biefer Steige un- 
ter einer fblc^en. Sorm bar^uflellen/ baf bie jur ^eurt^eilung ber Som 
oergenj ber Steigen gegebenen Stegetn angetoenbet werben föunem 
0elbfl wenn bie ©lieber eined ^ettenbruc^ea 

f4mmtnG^ ppfftiV flnb, «Tfo bw SBertB beeFerten immtt j»vlf^«n bie 
©renjen k «nb k + ^ f4Ht, «nb boj^er feineö unenbli^ien SBac^- 



T5 

fend f^% tfl; f^ner iti biv btefein itettenbruc^ ^te>)iMfe cortefpon« 

_ a^ a, a^ . at ao aj tk^ a,^ ^s 84 • 

« • • 

« 

ikB^ii)en tt^feln^ unb bte nuntertfc^en SBert^e ber ©lieber unum 

^1 ^2 ^3 ^4 * * * «''n 

tertrocl[fen fort abnel^nirn / ba ba6 n^* btefer ©lieber r — ^ .. ^ — 

a* d 3 a a 

ün^ bem (n— i)*en ' ^ "^ "* '^ — IZI bur^ S!KuIti})Iication bea le^- 

n — s n — 1 

trrn mit bem bie Sinbeit nie erretc^enben Factor 

B a B a , 



B Bb-fB a B*.l>„ 

+ 1 






entfielet : felbfi bann noc^ l^dngt bie (SonDergetf} bea ^ettenbrud^ea t^on 
bem Umflanbe ab / ob bie ©rope 



s 4 



*1 *2 ^5*4 • • • *B 

B B 

n— 1 n 



H bem nnenblidSieu SSBac^fen bea Seigera n unenbßc^ abnimmt/ ober 
einer oon o oerfc^tebenen ©renje ftc^ nd^ert« Sritt ber le^tere Um« 
lianb ein^ fo ifl ber Sert^ bea £ettenbruct)ea fcf)manrenb unb ba^er 
\ix btoergireab ju j^alten. 2(ia »eifpiel ^knt ber mit ber Steige 

i a ~ 3 4 ~ 5 

gliebmeife ubereinflimmenbe ^ettenbru^ 

— r i*«3 , , 

* + ' 1 + IjII 43 . 6 

. ^ 1 + :c. 

SBerben bie Bd^Ier a^/ a^/ 83/ a« • . . jule^t ))o|ttio unb nic^t 
ÖtJßer ala i , unb bie 9?enner b^ , h^, ba . • . pofttio unb nic^t flei* 
ner ala 1, fo unterliegt V\t unenblic^e 2tbna|^m# bea JBruc^ea 

*l ^2 *3 • • • ^n 

— g — g bei bem unenblic^en SSBad^fen 00»] n feinem SweifrL 

n— i n 

6a mu^ alfo ber oben für Z(i 4-x) gegebene Äettenbruc^z wenigjleira 
fp lange x jtoifc^en o unb 4 liegt/ unb ber für e"" gegebene/ Ui iH>^m 
SBertj^e oon x conoergiren» ' 
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Um ju entfd^riben/ mit »eichet ® enauigf etl bte rebucirteti 9Bert^e 

A A A -^a 

~ / g^ / ^ . . . ^ . . . ben So(aI»ert^ z emea cont^er^trenben 

A 

jtetrenbruc^ed borfieDen/ mup man ben Unterfc^teb z — r^ in Smd^ 

. '^ ■■ 

^ ^a + *a 

wobei Zn ben auf ben 97enner b» folgenben 9tefl bed ^ettenbrud^eft an« 
\f\%ii fo gelpt ^ in z über/ ivenn man b» -f-^» ft<)(^ b» \^%^* Z)anun 

A A b 4. A a 

b„ '^ fi b + B T" 

B B*--i n • n— » n 

tfty unb An-,/ An~s/ Bn-t/ B<|. , bte 3<^^Ib» ni^t entj^alten/ 
fo folgt 

^n-. (^n + Z J + A„_, a^ ^ ^n + K-^x «n 

^ i^- + B« . «- 

(— !)■ a, ai «, . . . a^ b^ 
»« (B. + B._. «.) 



• 


B-^l ^ B * B' I B**»« B 


ittrb 




« 


A (A B— AB )z 

a ^ n — 1 B B B— 1' o 


A 


B B(B-fß ») 

B B ^ B T^ B— 1 B' 

* 




( i) • aia2a3 • • • ^n 



". G: + '-) 



Saffen p^ jwei ®ren jen {n unb ^u + h^ angeben/ jwifi^en n^elc^e 

A^ 
z« f4nt/ fo liegt z — g- i^tfc^en ben ©renjen 

B ^ «' 

(—1)" a, Bj aj . . . a^ ^ . (— O'ataaa^ . . . a. 



B s _ • B 



B.C^+B„) -.(;;:Tr.+»«) 



A 

9D?an wirb bal^er über z — -g^ «m fo $ut?erla Jiger urtl^eilen / i'e Ret» 

a 

»er K ift« 

Mm z — ^5^ bequem mit z ~ -2_L tjergleicfien ja Wnnen, 



T5 



n — t 



L bejlfrara^ man z — -g — mit ^iilfe U^ obigen TtuÜbtu^ei für s. 
S9?an ftnbet 



a — I 



u — I 



AB — A B 

I» a — I n — I ""a 

B ' ß . (B + Ö TT 

a — I a— I ^ a • a — i a' 

(—1)"""' a.a^a, . • . a^ 
"b (B + B z ) ' 

a— I ^ a 1^ a — t a' 



foläli^l 



. b 



b 



B— I 



a— i 



B. 



Za 



B 



a — ^1 



Ser affgentetnen 2(nn)enbbarrett btefer Formeln flej^t bt> (Sc^wte^ 
tigfeit im SBfge/ ;bte SorrooHon ber Sohlen B»., / Bb ju ufterfe^en/ 
fo bap bie Siegeln / n>elc^e mir baVaud für bte Sonoergenj ber Jtetteii<r 
trüc^e ableiten f onnen / t)on {u befc|)ranftem Umfange {tnb / alö baß 
pe oerbtenten ^ier au^ einanber gefegt ju, werben* 6d iß.ba^er {U 
tvünf(f)en/ ia^ bie 2(naT9fien biefen noc^ nid^t geJ^^rig'btatbeiteteti ®e« 
genflanb einer aufmerffameren 9>rüfung unterbieten mochten* 
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Über bie Äettenbrut^e, beren S^^^^ «=1/ ««*^ 
beren S^enner ganje 3<^^ten finb. 




^oviUQÜd) merfwurbtg unb wichtig ftnb iU Aetteniruc^e/ be^ 

ren allgemeine Si'rm 

•••■•, ' • 



K + 



k2 + 



K + w^- 

tfl^ loofret ho/ h}/ ks/ k, ; • . • ganje pc^tm ober negath^ BcdfyUn 
i^orfleHen. 

!9?an fontnte auf XetUnhtudje btefer Spornt/ fobalb man eine 
®r5Je>Ji^elcl)e burd^ feine ganje Sa^Ibargeflettt werben fann/ nd^e* 
rung^n^eife auf ganje 3a^Ien jurucfjufn^ren fucf)t* S6 fep x bie Sal^O 
tt^el^e eine foI(^ef®r6^e auabrncft/ fo liegt x jmifc^en {wei Ho^ um i 
^t\d)UUj^en ganjen 3al^Ien h unb h*|- 1 / it^ooon eine auc^ =o fepn 
''fann* 3fl ko eint berfelben , fo iß ber numerifc^e SBert^ ber Z)if erenj 

X — ko < I / 

folglk^ _L^ > 1. 

®^ f^9 — —iT = ^1/ fo *fl ^1 > *• ®tent nun k» ei»e ber 

beiben ganjen 3a|^Ien t>ot, jwifc^en welche x^ fdOt^ beren feine c=so 
fepn fanu/ fo tjl o|^ne Stucfftc^t auf bie Seichen 

xj — kl < 1 / 

folglich, wenn man ' g= x^ fe^t/ Xj^ > i. 

^1 — "1 

& fet) »lieber k^ eine ber betben ganjen 3<^^Ien/ n^elc^en x^ am 
ndc^jlen fiegt/ fo ifl ebenfalls x^ — k» < i unb r- ober xj > u 

^2 *2 

auf biefelbeJfrt ijl/wennx, jwifc^enks unb k^ + i fdOt/ •■ > ^ , ober 
X4 > 1 tt. f. w, 9Ran |^at ba^er 
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J«3 + tf. 

!&er Jtettenbrnd^ t{l f^egrenjt ober nnbegten}t# icuac^berarxintt ber 
Siit^ett comtnenfurabel pber tncommenfurabel.tf!«. 

SRennen mtc ^ier / um '©(etc^formigfett in unfere SKefuItate ju 
(ringen/ 9on jwei S^^^^i^/ i^re 3etcf)en mögen tote immer befd^affen 
fey»/ jene bte größere/ oon loeld^er bte anbere oBgejogett loertHii 
«nuf, um eine |)o(tttoe 2)iffereni jn erhalten / wobei ölfo We-93ergröf|e^ 
<^ung negattoer 3d1^(en wie eine 93erringerung berfelben betrdd^tet wt|^ 

- . Xn kn • • ' 

))oftttO/ wenn kn bie ndc^fl Heinere 3<)^I in ^fi^ ^^iif x» / b^ ^. bte 
rieinereber beiben ganzen 3<i^Ien ifi/ jwifc^en-weldjie Xn fäOt; unb 
negatiO/ wenn fnr k.» bie näc^ft größere biefer 34^^» genommen wirb. 

©a nun XaV- k« = ^~ — -* unb Xn+i bem itum'ertf<^en SBetft^e nac^ 

großer ald bie (Sinj^eit ifl/ fo muß ka+i/ biefe 3a|^I nt<^g bie nac^jl 
Heinere ober bie ndc^fl größere in 35eiug auf Xa fepn / baffetb^;, Seichen 
H^n / mt Xn — kn . ^^i alfo einer ber JRenner Ki / k, ^ kj , K^ ... . « 
be0 obigen ^et^enbrud[fe9 baö 3^iciS)^n — • / fo iji bei ber iBeflinunun^ 
be$ unmittelbar oorl^erge^enben 97ennerd bie ber betreffenben Srgan» 
iung bed Kettenbruc^ed iundc^fl liegenbe größere 3a$l gew4^It worben. 
Siegt X» iwif4)en k» unb k» + i / unb f ömmt k» Unter biefen }wei 
gongen 3a^Ien ber ®r6ße xn am ndc^flen/ fö m«f x. — ^ ^ bem nu« 
mer^c^tt SÖirtl^e nac^/ < t/ folälid^ XnH:i'> ä- auefaHen, tmb fo* 
mit fann kn^. , ntc^t cssi iWrben. Srfi^eint alfi^ bte &'n$eit unter ben 



J 






:r8 

{Rennern etned ^et^enbru^ed / fo t{} bei bei! fBefttmmung bt$ Dor^erge« 
|enben 9]enner0 bie' ^rgänjung beö Aettenbruc^ed ntc^t' auf baö ge« 
nauejle burc^ etae ganje 3a^I bargejleUt warben. 

SBir fdnnen und ^ter ber ä5etrac^tung ber Kettenbrücke nttt ne^ 
gattoen SRennern enl|^Iten« £)en^ biefelben- efteogen itegattoe ©ne« 
ber im Kettenbrücke^ unb biefe laffen ftdS^ mit ^ülfe ber ©(eic^ung 

5 . . . ' - 

letd^ megfc^affen. 98are K ber (Einheit iltid)f fo viStbe Ut 'Xe^ 
(enbrüd(^ einfac^ei"« Se Idpt ftd^ aber o^ne ®c^wterigfeit {eigen f bap 
burc^ ba6 oben erf larte 93erfa^ren {ur ^erioanblung mu ©rope in eig- 
nen Kettenbruc^ nie ein ber pofttioeh Sfnj^eit gleicher SRenner erhalten 
wirb/ bem la^ S^Jd^^n — nad^fofgte* 
^' €d fiepea oij'a imÄettenbrudj^«' - , . 






itlle, auf ho folgenben ©lieber )>ofttio« 



. ; », 'iju ''. » •< 



Sered^net man bie ^a^Un A^, A,/ A^ . . , B^^ JR,/.Bt . . . • 

mit ^Mlfe ber ©leic^nn^en 

Ao = ko Bo = 1 

Ai = Aoki + 1 B, = Bok, + o ^ 

, Aa = A.k, H-A;. B,;ä B.l^ 4.JB0. 



A» t= Ajkjj + Ai . Bj,',t:35 Bjka +"9t* : 

A4 = A3fc4 + Aa . B^.ts Bak^ +JB, ; ^ 



Ab = An—i kn "4- An— b B» , == Bn_i kn -+- Bb_« 

A A A A A . A 

j\q äj ä^ äj .A4 n 



s~ / *r* • • . •" 77^ • • • i» 



bte rebucirten SBertbe be$ Jte ttenbrn^ed ; <ni^ ifl 

B. -''• + B;~BrB; + B;:B;-irB: + **- + sn757' 

meiere ©leidbung^ Wfgtin bed unenbti^en SBac^firnd oon B^ bei ber un^ 
enbltc^en Suna^me i>ou n / über bie Conoergenj U^ Kettenbrücke^ fei^ 
neu Bwtiffl übrig {4|t, S^rner iß/ wenn x ben Sotalwertj^ be^Ket^ 
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renirjic^a/ unb -^ (ie auf benSIenner ka foTgenbe Srgdnjnitt^ am 



^•^. 



jeigt, bet in oor^ergel^ehber SSorlefung gegebenen gormel iu-gh^g*: 

A 

X B. 



n — I 



a— I 

# wtgeit x. ^ , > 1, tinb Bä^, < B« . 

A A 









n- 1 



B ^ i> • 

• ( 

ttnb betbe Z)tfferenien ^aben entgegengefe^te Seieben. S6 liegt alfo ber 
Sotalwertl^ bed ^ettefcbruc^edi jibifd^en je imeien ouf einanber folgen« 

' A A A 

ben ber rebucirten 58Bertbe ir / s^ / ^ • • • * • / «nb jeber f olgenbe 

;*H «2 B, '^ 

jlcßt biefen Sotalwert^ genauer bor / ald ber i>or^ergel^enbe. 
Tlixd) jeigt bie ^teicftung 

Ba B^(li^x^ +B„^,)' 

^di X — •^- bei bem unenblidE^en S08oct)fen t^on n unenblic(^ tUm 

B^ ' ' 

iDirb/ unb flet6 fleiner ifl ald -^* £$ fü^t;enta^cr bie rebucirten 

Sert^e eined ^ettenbtuc^ed ber ^ier betrachteten Sorm mit 9ted^t ben 
Stamen: 92d^erungabtu<|^e« Z)er geiler/ , meieren man b^^l^t/ 
iDenn man einen biefer 97d^erung6bruc^e {iatt bed itettenbrud^ied fe^t/ 
ifl ((einer üÜ ber Cluotient / welc||«n bie Qit\l^eit burd^ bad Cuabrat 
feinet SRennerd get^eilt geben tt)urbe< 

S)a A« Bn-i — An-iBn == + i i(l, unb A» / Bn / An—./ 

Ba-i not^menbig ganje Saluten finb / fo f6nnen bie 33e(}anbt^ei(e A» 

A- • ... , . . ' 

^ ... . ...,.'. 

tinb B. eined 9?d^erungdbruc^e6 — feinen von ber Sin^eit uerfc^ie« 

betten gemeinfc^aftlic^en hattet enthalten/ unb bal^er erfc^eint jeber 
9}%rung6brud^ in ber einfac^flen ^otm, beren er fd^ig ifl. 

Sefonberd bemerfendmert^ ifl ber ttmflanb / ha^ jeber aud einem 
AettenbrudEie ber j^ier betrad[|teten Sorm j^eroorge^enbe 9?d^erung$bru(^ 

K 

^ ben S:otaIwert|» x bea jtettenbru(^ea genauer angibt/ al9 jeber 
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(Otiten ani.flmettn 3A^Ien gef^tlbete. SBrti^ ^ • £)enn tß q <^ Bn / 
UQ^ lOj^e, baiei o^ne SKucffic^t auf bte^etd^en 

fo mußte , ba x jwtfd^en ~ unb ■ liegt / alfo ber numerifc^e 

A A 

SSBertl^ t>on —^ — ~ bie ©uranu b*r :t!«mertfc^» SBirtf^ «f<?it 

A A^., 

X — -i wnb X — .L- ■ ■* tjl / ttotl^mettbtg 

• .' '!'•." , « n •4-» • •• • . 

B CT ^ B B 

tt •4- * * n ^ I n 

fepu/ wotau«/ w^gen An^iB» — A»Bn^.i =3 + 1 / 

B CT " '^ B B 

ober An + ,q ~ B«^.,p < 3I- folgt, 

^{Iletn — ijl ber 93orauöfe Jung geraaf ein '^^ter aSrud^ / uiib 

An^ . q — B„ 4. . P w^8^^ q < B»^ , eine oon o i)erf<i&iebene ganje 
So^I , ba^er fann ber numerifcl)e5a3ertl^ oon A,,^. » q — Ba^^ t p nii^l 

* HeJ^er anefaBen, ale ^ , folglid^ aud^ bte 'änm^mt 

P ^ ^a 

X — - < X — — 

nid^t "befielen. 

?(nße.r ben l^ier betrad^teten 97a^erung Jbrü4ien laffen fld^ no<| 
anbere angeben/ n)el(f)e man erhalt/ it>enn man jn^ifd^en biefelben neue 
«ruc^e auf folgenbe 'Mrt einfd^altet : 

(Sd fe9 bn einer bev bie Sin^eit dberfleigenben IRenner bi« ^et» 
tenbru^ed 



ki + 



J*2+'; 



Serner fe9 
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« 



2f j E= 2 . An-i + An-« »ij = 2 . B«-, + ß»-» 

2(3 = 3 . An— i + An-« J63 =S: 3 . Bn— i + Bn— » 

2f, c= 4 • An-i 4- -*^— »4 = 4 .. B._. + Bn-, 



21h„-i = (kn — 1 ) An-i + An— » k^-. t= (fen — 1 ) B»-. + Bn— 
2(k^ SS An = kn An— i -j- An—« / JBn^ = Bn rr= ^n Bn— .1 H^ Bn— « / 

fo ^at man eine Steige ^on 95x&d^n 

«1 <a2 -Äj <l4 a 

von ml^tn |(<^ ftetoeifen läßt/ bof ffe {Srarntttc^ jtvifi^en 

B._. - », ""^ B, - sß,. 

n 

liegen f im SöJI^t-wnb ötenner fernen geraetnfcl>afrttd[ien gactor j^aien, 

unD bap ietet berfelben/ mte -^ / hixa Zotalxoctt^c x bea ^ettenbrfi« 

d^e$ na^er fommt/ aia jeber anbere intd) f feinere Ba^Un m^QC» 
brwcfte »ruc§ ?, für luric^e» x — 2 baffelbe Seichen er|^4K/ »te 

X — 7^ / Sie SBeweife biefer ©df^ jinb ben oten gefuj^rten a^nlic^/ 
unb grunben ftc^ barauf ^ baß ben aufgejleKten Sormeln gemdf 

^, ^r . ^K r + An., (r— i) A„ , + A„ ^ 

r r— I B— i • n— « ^ ^ n— I • b— « 

»; ~" ^Z', — '««_. + B._ "■ (--0 B„_. + B._. 

_ (— )" 



Um bie l^tee ^vorgetragenen ®4^e über bte Kettenbrücke burd^ 
^ifpkU ju erläutern/ löfe man einen ^tmünen ^xu^ in einen Ket« 
Uuhüd) auf/ meld[)el nad^ ber am Eingänge biefer ^Sorlefung erfljr- 
ten SWetj^obe bewerf jlelliget wirb / wenri man ben Sanier biefed fdvus 
(|e$ burc^ Un Stennet t^eilt/ ferner ben SRenner bur^ ben bei ber er^ 
N 2)toifion erj^altenen SKefl/ itnb fo fort jeben oori^erge^enben 9te|i 
^tif ben foCgenben. £)te Ofemtion ^itt not^menbig einmal auf/ Unb 
^e bei berfelben erfd[)einenben' Cluotienten fuib bie fSSertj^e t^on 
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Über bie (Sinuffe unb (Softnuffe ber Är^iftbogcm 



3), 



enf en tDtr und auf ber ^etip^ttie eined mit ber Sdit^gen-Stn* 
|cit ald ^albmejTer befc^riebenen itretfea oon einem beflimmten ^uncte 
üu^f welchen wiv ben 2(nfang6punct nennen mcOeu/ beliebige 
93ogen abgefd[|nitten ^ bie tvir burdS) bie B^W^ bejet^^nen / welche bie 
' 93er^aItni)Je i|^rer Sangen iu jener bed .^albmejTerd angeben ; fo ))er- 
l^aUen ftc^ bie nac^ entgegengefe^ten SKic^tungen genommenen 93o' 
gen in ber Stedinung mie entgegengefe^te @r6pen / für welche namlic^ 
3(bbition unb 0ubtraetion wec^felweife in einanber ubergej^eu/ unb 
iverben in biefer f&cik^unQ bur(^ bie B^idii^n 4- unb — unterfc^ieben/ 
n^obeied übrigen^ gleid}gu(ttg ifl/ weld^en von beiben Stic^Cungen man 
^ü^ 3^i<^^n + beifegt. 2)er trwä^nU Sßec^fel ber 3(bbition. mit ber 
@ubtractton bei Sogen/ welche in i?tnftc^t auf ben 2lnfangdpunct enU 
gegengefe^te Sagen ^aben / jetgt jftf) fogleic^ in ben etnfad^flen SSer« 
binbungen berfelben f menn man alle babet benfbaren ^äDe burdb bte 
nämliche gormel barjufleQen beabftd^ttget. ®d^netben wir {• 93. / uom 
7(nfang6))uncte audge^enb^ einen conjlanten Sogen =a unb einen ^a« 
riablen ssx ab/ unb nennen wir ba^ jivift^en ii^ren (Snbpuncten enU 
^altene ®tücf ber iSreiöperip^^erie j/ fo ifl offeiibat y = a — x, wenn 
X mit a nad^ berfelben ©egenb ^infäQt/ unb jsra-f-x/ wenn a unb 
X entgegengefe^t liegen. X>a6 Sntg^gengefe^te in biefen Sejte^unaen 
wirb alfo burc^ tie 'mxUxutiQ beS 3eici)en$ oon x au^gebrucf t. 3n ^r 
gormel y=a — x fann ferner x<a, x£=a/ x>a fepn. 3m lejte^^ 
renSaUe er^dlt y bad entgegengefe^te 3^4)en« 3n ber £^at ifl 7 ein 
Sogen/ welcher t^on bem Snb))uncte beö Sogend a au^ge^t/ unb in 
ben SaOen x<a unb x>a/ |^inft(^tlic^ feinet Urrpruiigea/ entgegen« 
gefegte Sagen annimmt« 

Sa ifl aud ber Sfementar r ©eometrie befanut/ ba^ bie ^erip^e« 
rien jeber jweier Ar^ife ftc^ t^et^alten wie ij^re !Surc^meffer. ^ietaud 
folgt/ ba^ in |ebem^reife ber dnotittitf weld^en Üe |)eri))^erie burc^ 
ben 2)urd^me{fer get^eilt barbietet/ eine unoerdinberticbe B^^ ifl« 2>tefe 
3a^I/ i^on welcher man burc^ bie Setrad[^tung bed bem Greife etnge« 
fc^riebenen regelmäßigen @edS)@e(fed unb be9 bemfelben umf^riebenen 



83 

CimUaM Uid)t jetgen tantifba^ fte im\d)tn 3 nnb 4 f^OTt' u>trb t)ott 
ben SD^at^ematifcrti fafl burd^ge^enbd tntt « bejetc^net. 2>ie gibt offen«^ 
iitr bie l^albe $ert))^ette eiired «Streifet an/ befen ^dbmejfer as 1 tf?« 

2)(r X)urd^me{fer/ melier tn unferem Greife burc{^ ben 2(nfang$- 
puttci'ber %ogengel^t/ foU bet erfle/ unb ber btefen fenfrecf^t burc^« 
fc^neibenbe X)ur4)mefeir fott ber jwetU ^&u))tbur(l[)meffer |^et< 
fem Z)ur(^ beibe .^auptburcf^meffer tt^trb bte ^etip^etie in vier gleiche 
%^e\U get^etlt/ tvelc^e it)ir £tu.abran te n nennen wollen* SBic weri^ 
ben btefelben 00m 2(nfanga))uncte*bec 93ogen angefangen {dj^Ien/ ttnb 
U mm im Greife oi^ne (ini^ fort ^erumge^en fann/ fo tfl ber 5^^ 
üuabrant einerlei mit bem i^^^/ ber 6*e einerlei mitbem 2^«» «, f. j»., 
onb aUg?meitt/ wenn m 7 n ppptive ganje S<^^Un ftnb/ ber (4m-f n^e 
üuabrant einerlei mit bem n^'"' 

;Da^ ^erpenbifel/ wtld)^$ an$ bem iSnbpuncte etnea 93ogen$ a 
ouf ben erflen ^auptbnrd^^mepr f4at / ^eif t ber ® i n u ^ biefed $60« 
gen^/ unb wirb burc^ bie ber 3a^I be$ 93Qgend vorgefe^te @9(be sin, 
UiuijnH.f alfo fn unferem Satle bur^ sin. a , ia^ ^erpenbifel j^inge« 
gen/ weld^ed von bem (Snbpuncte bed S&ogend a jum {weiten ^aupt« 
l)urct)me)7er ge|^t/ ^ei^t berSofinud biefe6 ^l^ogend/ unb fein ^ei- 
(^en ij! cos, a« S)?an fielet/ bag ber €oftnu$ jebed hegend bem @tucfe 
be$ erflen ^au))tbur^meiferd gleich fommt/ welc^ed jwifc^ett bemSRit« 
tdfmcH beef Areifed unb bem ®inud liegt; ba$ folgtid^ ber ®i« 
"ua/ ber juge^örige Sofmud unb ber i^albmejfer fletd ein rec^twinfli«' 
geö ©reiecf bilben / wooon Ic^terer bie ipppot^enufe ijl. (Eö beflej^t 
ba^er bie <S(eic^ung 

siui a* -|* cos, a* =: 1 *)< 

2)ie @inuff<9 unbSoftnuffe werben in ber ^(nalpfld aU etnfadSi^ 
Sunctionen i^er Sogen betrad)tet / fo bap ein dtefultat für vdDtg U- 
{Kmmt gilt, wenn ed auf bie genannten Functionen jurücFgebradSit ijl« 

SRan bebietit fid) p biefem {Berufe eigener Safein / in welche bie nu^ 

■■ .11 1 1.. 1 1 ■ ii» .. ii - i II' I ■ ' ' ■ ' I ■ 

*) SBit betrauten bi^r bie (Bpl^eit sin. unb cos. old bfoge $unctton$$et(ben^ 
unb bebanbeltt bie Set^'en sin,a unb cos.a M ^pm^ole für flcb^.befle« 
^enber ®r58en; ba^er bt^ie^tn wir bie %ponenten in 21udbrü<len Xion 
ber Sorm sin,ap, cos. a' auf ba^ ganje Seicbeti, nicbt btog auf et äOein. 
©er <Sinu« ober ^ofinüd beö ©Dg^n« a* mu| buit sin. (ar) ober 
Cö5. (a») angejeigf werben. t>it 55eseicbmtng sin*^a, sin.^a :c. würbe 
ttacb bem , t0a$ wir in ber er))en ißorlefung über biefen @egenf!anb ge« 
fagt fya'btn, mit sin» sin, et, sin. sin. sin* a tc« glei^bebeutenb fe^iu 

6 ♦ 
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merifc^ett SB^rt^e bev ©inufle unb €oftnitffe neben jenen t^ret SBogen 
eingetragen ftnb. @^e wir {eigen f wie ein ®tnud ober ^ofinud and 
feinem ä3ogen bered^net wirb/ wollen wir bie SJefc^affen^eit biefer 
Functionen nd^er betrachten« 

^ogeu/ beren Snbpuncte gleich weit uon beut erflen .^au)>tbjur4l' 
nteffer entfernt ftnb / il^aben in numerifc^er 95eiie^ung gleid[)e ®inujfe ; 
liegen jebod^ biefe £nb))uncte auf entgegengefe^ten @eiten ^ed genann- 
ten Surd^mefferd/ fo nehmen tie (SinuJTe entgegengefe^te B^ic^en an^ 
ia jie ftd) im Salcul wie entgegengefe^te ®re^en t^er^alten« Sin ©(ei- 
ä)eB gilt oon ben Softnuffen in J^inpc^t auf ben {Weiten ^aut^ibnrd^s 
mefler. * 

2)a man auf ber g>er{pl^erie em6 Äreife« o^ne Snbe fortfc^ref^ 
teu/ alfo and) %ogen uon jeber beliebigen Sänge abfd^nefben fann/ fo 
überzeugt man fid) , wenn man üUc6 fo ebeif (Sefagte gel^örig berucf-r 
ftd[)tiget/ burcf^ bie einfad^fien geometrifd^ett S5etrac$tiingen i>on ber 
Stic^tigfcit fotgenber ©df e : 

SEBenn man einen i^ogen oon feinen ffeinflen SBert^en angefan« 
gen nac^ ber pofitioen 9ltd)tung in$ UnenbTtcf)e wac^fen U^t, fo wdd^fl 
fein ®inud itnb fein doftnud nimmt ah / fo fange ber Snbpunct bed 
Wogend ben erfien Ouabranten nic^t tiberfd^reitet; ijl lie (!dirge be$ 
asogen^ bem oierten Steife ber g>erip^erie gfeid)/ fo er^dlt ber ®inud 
ben gropten SBert^ / ndmfid^ i^ unb ber (^oftnud ben (leinfieu/ ndm« 

Ii(^ o / b. 1^. e$ ifl sin, -. = 1 unb cos, - e= o. ® e^t ber Snb))unct 

be$ Wogend in ben ^weiten fiuabranten über, fo nimmt ber Sinn* 
wieber ab unb ber Softnua wdc^fl/ inbem er {ugleic^ negdtio wirb, 
gur Un »ogen / bejfen Cdnge ber falben ^eripl^erie gleich ifl , ergibt 
ftc^ $in,yc=s O/ cos. jr == — ^ i. gdllt ber ßnbpunct beö SJogend in 
ben britten duabranten; fo wdc^flber 0inua/ inbem er ing(eicf^ bü$ 
Seid)en — er^dlt/ unb berSojinuÖ nimmt ab unb bleibt ebenfalls ne* 
Qatit>> 3|l bie 93ogenIdnge brei Cluabranten gleich / fo ^at man 

sin. — =3 — 1 , COS. -- = o* Siiicft enblic^ ber €nbj)u.nct bed 

fi3ogena in ben liierten Ouabranten / fo bleibt ber @inua negatH> unb 
nimmt ab/ ber4^o{tnua l^ingeg^n wirb )5ofttio unb nimmt ju* ^e^rl 
ber Snbpunct bed %ogena in ben'3(nfangdpunct {urücF/ fo ^aben fetn 
@inua unb Softnua biefelben Sßerit^e/ aia wenn ber ^ogen = o wdrc/ 
b« ^. ea ijl sin, fix = sin. o s:? O/ cos« asr = cos. o = 4~ '* 3nt 
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5^, 6^*", 7*^"/ 8^*" Ouabranten fej^ren biefelben SBerti^e gurucf/ 
. mld)c fid) jetgten/ ald brr Snbpunct bed ßogend in ben i^^"/ &^^»/ 
3t«i, 4ten öuabranten ftel/ u. f. w. 

' i&$t man aber einen 93ogen in negativer SRid^tung macfifen/ fo 
treten/ wenn ber (Snb))unct beffelben in bie Ouabranten fiSOt/ mld)t 
berWeJ^e nad^ bie Stellen jal^Ien — i, — 2, --3, — 4 •••. er- 
halten/ ^tnflc^tlic^ bed 93erl^Uend feinea 2>mM unbSofinud btefelben 
Umftänbe ein/ xotld)^ bei bem SBadlifen eined Wogend t\ad) ber ))ojtti' 
wn9lid[>tung ®talt ffnben/ beffe« gnbjjunct in bem 4*'"/ S*«»/ a*«»/ 
if^ « • . • Cluabranten angetroffen mirb. 

Überl^aupt ifl alfo, n^enn r eine ganje fo^ttm ober negatioe 3<)!^I 
Gebeutet/ bie SRuQe mif eingefc^IoJTen: 



(4) cos^ ^ — i— 1- = o/ 

(5) C05, 2r ff =5 -|- 1, 

(6) C05. (ar-j- 1)«- =3 — i. 



(1) sin. r ff SS 0/ 

(2) *m = + W 

/Qx . (4''— Qtc 

a 

Tlud) ftnbet man fnr jeben ^ertl^ t^on a 

(7) «n. ( — a) =3 — sifu Ä/ (8) coff. ( — ^) s= ^o». a. 

9)?it ^iilfe einer etnfad^en geometrifd^en Sonftruction iverben fiir 
«He SBertl^e oon a unb ß folgenbe Sormeln beivi^fen : 

(9) sin. («H"ß) ^^ sin.a cos.ß -^cos.a sin.ß^ 

(10) coSt («-Hß) = COS. a cos.ß — sin.a sin,ß. 

' aWan fefe in benfelben a=:2rff/ fo ftnbet man 

(i i) sin. (3 r ff + ß) = sin, ß , 

(12) cos« (2 r ff -J- ß) s=3 cos.ß. 

(Se^t man aber a £= (2r + 1) ff / fo folgt: 

(i3) sin. [(2r+i)^ + ß] = — «/«.ß> 

(14) COS. [(2r4-i)*f + ß] == — cos.ß. 

}(uf biefelbe 3(rt. erhält man/ menn man in (9) unb (10) juerfi 

(4r+i)ff . . (4r — 1)7: - , ^ 

a = ll-L-l—, unb bann « ?= fefet : 

2 a 

(i5) sin. j — ^^ ff -[- ß j CS cos.ßf 

(16) CO** j^^^-i-1 ff + ß J SS — «/I.ß/ 



t3Ö 
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(17) ün. \~^* + ßl =s — CO«. (3, 

I 

(18) co^&. Y^IlZLn + ßl c= sln.^u 

2llle biefe gormein gelten / r mag »aö immer fiir eine ganje |>a» 
fitioe ober negative 3a^l/ unb ß \\>Oif^ immer für einen i?o|itioen ober 
«egatiuen SBogen bebeuten. Sir galten ed für uberpüffig/ bie gor* 
mein 9-*- 18 mit 9}eranberung bedSetc^^n^ t>on /2 befonberö aufinfu^- 
cen / ba bobei blo^ bie goVmeln (7) unb (8) in 2fnmnbung fornmen. 

(£a i|l eine nu^ic^e Ülbung, fdmmtlic^e gormrfn 11— riß für beibe • 
Seichen oon ß and geometrifc^en 33.etracf)tungen abzuleiten. 

Die angeführten gormein jeigen / l^% \>\t Äenntniß ber ©inujfe 
unb Softnuffe aller im erflen £luabranten Itegenber $Bogen ^inreic^t/ 
um biefe gunctionen fßr jeben anbcren »ogen bejiimmen ju fönnem 
2Iud btefem ©runbe bejiel^en ftc^ bie 0inu^tafeIn auc^ b(op w\ ben 
frflen £luabranten* 

2(uö (i5) folgt ferner für r=so unb ß=5— »a 

oter / wenn man Wer 7 + a flatt « fd^reibt : 

4 — 

S^ ftnb ba^er bie ®inuffe aller %ogen von o V\^ ^ {ugletc^ bie £oji« 

tiujfe ber »ogeji oon - bia -^ fo baß eö überflüjfig ifl/ in ben Sa- 

fein bie (Sinuffe unb Softnujfe aller Sl^eile be$ ^uabranten jugfetc^ 
anzugeben. ^ 

Sir \)^txi bid je^t ben %ogen al$ eine ben ©inud unb Sofinuö 
befiimmenbe ©roßc betrachtet ; ed fann aber aucf) unigefe^rt nac^ "^^vx 
S3ogen gefragt werben/ toeldjem ein gegebener ®inud ober Sojtnuö 
juge^drt. i9?an bejeic^net einen ^ogeu/ beffen ®inua =x ifl/ burc^ 
ÄTC. sin, Xf unb einen ® ogen/ bejfen £opnu6 5=3 x iji/ burd) ^rc, cos, x *). 



^; ♦erfcbet Wrei&t ben in Der ec(!en IDorfefting angeführten ^rinciplen ge« 
mdg 51/*.""* X , cQsr"^ X flaf t -<^rc. sin. x ^ ^re. coj. x ; jebocb ifl bfe 
(entere ^Seseic^nung ^u aagemein im ^e^raitc^^ ^ ald bap ipir e^ fnr r^tj^ 
Itc() (hielten , bat9on a6s^H^^^?r 
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@e^t man x es sm.ß/ fo ^at x für ieben Sßert^ oon jS nur et^ 
neu fetner IRatur nac^ uöQtg beßtntmten $GBert|^ / b. ^. ber ®tnud tfl 
iint einförmige Function feinet Wogend. HUtin Arc.sin.x ^at außer 
bem SBert^e ß nod^ untd^Itg mefe anbete/ b. ^. ber %^ogen tjl eine 
t)ie(firmtge Junchon feined ®inud. S53ie aud ben gormeln (ii) nnb 
(i3) ju erfe^en t{i/ fann man für jebeii ganzen pofitmn ober negatt-^ 
m SBert^ tonr 

19) Jrc.sin.x za srir 4* ß^ ^^^ ^"^ 

(ao) u^rc. sin. x = (2r-|- ») *" — ß. feben. 

I 

(£(tt®ld(l^9 ^U auä) oon Arc.co$.xi e$ i(l nämlic^ nA^(i2) 
«itb (8) 



(«0 
(«) 



Are^cos.x = ar* -|- /3/ 
Arc.cos.x =3 ar^r — ß* 



rnib 



Serner tß 



(»3) ^i*c«eiit.( — x) SS ar« — ß/ 

(24) ^rc. «». ( — x) «SS (ar + 1) ar + P/ Mttb 

(«S) Arc.co8.{ — x) na (ar-|-i)jc-f»ß/ ^ 

(26) ^rc. cfo5. ( — x) =5 (ar + 1 ) « — ß. 

©a megen ««.ß* + co^.ß* = i/ \/i — x* ben (io[\nM etned 
%ogen^ vorßedt/ beffen ®inud cax t|l/ unb ben @inu$ ^in'ed 93o^ 
9»$/ beffen Q^ofcnu^ =x tfl/ fo ^at man and^ 



(«7)* 
(»8) 



Are» sin. X s=s Arc.cos.^i — x' 
Arc^cos.x 2= Arc.sin.yi' 



x\ 
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über bie ©tnuffe unb ßofinuffc ber ÄreiSbogenr 

(S r t f e ^ IS n 6-) ' 



sc 



'u< beit in ber vor^ergel^enben ^orlefung angeful^rten Formeln 

(lo) C05. (et -f*ß) =s CO«, a C05. ß — sin. a sin,, ß 

ergeben ftc^ mej^rere für bteSted^nqng imc^tige Folgerungen. @e^t man 
tn benfelben — ß flatt ß, fo finbet man 

sin. (a — ß) c= 5m. a co5. ß — 005, a 5i/t. ß 
C05. (a-— ß) = COS. a cos, ß -|- sin. a sin. ß. 

93erbtnbet mon jebe btefer ©letc^nngen mit berjentgen / aM wU 
c^er fte j^enxnrging / burc^ "^Ibbitton nnb @ttbtractf on / fo ^üt man 

(29) 51/1. (a-|-ß) -|- sin.(cc — /3) = 2 5m.a cos.ßf 

(30) 51/1. (a-|-ß) — 51/1. (a — ß) t= 2 C05. a 5m. ß / 
(3i) C05. (« + ß) + cos, (a — ß) =2 COS. a cos. ß / 

(32) COS. (a -j- ß) — CÜ5. (a — ß) s=3 — 2 5m. a sin. ß. 

S>te Formel (3o) folgt unmittelbar aud (29)/ menn man a mit ß 

uertaufd^t; unb (32) Ci\x^ (3i), wenn man — + a jlatt «/ unb -4"/^ 
fiatt ß fe^t^. 

2)er ®üiud be6 britten S^eifee be^ öuabranten tfi ber ^4Ifte 

beS ^albmefferd gleich; in Seichen : ea ifl 5m. ^ = ^; fe6t man ba« 

6 a 

^er in (29) nnb in (82) « = r/ fo' ergibt |tc^ 

(33) sin. T- -j- ß) = co5,ß — 5m* (^ — ß j , 

(34) COS. ^^ + /S) s=a CO*, ^r _ ß ^ — «»n.ß. ' 

@inb ba^er bie ®inuffe unb Sojtnuffe ber i&ogen / )PeIc^e ixois 
f^en o unb ^ liegen/ befannt/ fo lajfen ftc^ bie ©inujfe unb Q;ofinuffe 

ber »ogen, welche jwifc^en ^ unb ^ liegen/ mit ^ulfe biefer gor-- 
mein lei^t beregnen. 
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Stennt man ben @tnud unb dcfitini ehtea SSogend^ fo ftnbet nton 
kie 0tnuffe unb Softnuffe aDer 93telfa(|)en beffeH^en auf folgenbe 'Utt 
3}?an fe^e tu (9) unb in (10) a = mß, fo Ipat man 

(35) «i/t. (m -{- 1) ß = sin, m ß cos. ß -f" ^<>^* >& ß ^^* ß/ 

(36) x;os. (m-}-i)ß = cos.mßcos^ß — sin.mß ^in^ß, 

& tfi alfo/ wenn man ^ler msi; 2/ 3 • . fepn Idpt: 

(37) fiin,iß = a^i/t.ß cof. ß 

COJf. 2ß = COS. ß^ — J«/l. ß^ 

jf/i. 3ß = 3 ii«. p cos, ß* — jm. ß' 
COS. 3ß = co^. ß* — 3 sin, ß* co*. ß 
sia./{ß = 4*^<'A*ß coj.ß' — ^sirhß^ cos,ß 
COS. 4ß = cos, ß* — 6 sin. ß» co5. ß^ + **'*• ß"* 

tt« f. »• , 

welche 2(uabrucFe man na^l 93elteben weitet fortfe^en fann« 

S^iQ man bte®inujfe unb Sofintiffe ber ^ielfad^en von ß/ fo oiel 
aB möglich/ b(op burd^ «m. ß aUein^ ober blop burd^ cos. ß aUein bar» 
jieOen/ fo fann man biep Uid)t bewerf fteUtgen/ wenn man tn (29) unb 
(3i) mß'fUtt a, unb 2ß fiatt ß/ ober auc^ nur mß ftatt a fd^^reibt. 
3)k erfle ® ubflttutton gibt : 

W/t. (ni4*2)ß s=5 2 W/i. m ß C05« sß — W/t,(m — 2)ß/ 
COS. (m -^ 2) ß =3 2 cos. in ß co«. 2ß -r- cos. (m — - «) ß. 

2lßettt e^ fji co«.2ß = cos.ß* — sin.ß^ unb 

COS. ß* =s 1 — si/i.ß*/ alfo 
(38) cos.sß :=^ 1 — 2sm*ß*j unb ba|^er 

(39) siri. (m-|-2)ßs=3 2(1 — 2 sm. ß*) sin. mß, — sin. (m •— 2) ß ^ 
COS. (m + 2)ß«=s 2(1 — 2 sin. ß^) cos. mß — cos. (m — 2) ß. 

®e^t man ^ier ms2/ 4/ 6 « « « •/ fo ftnbet man wegen 

ttff, aß = 2 sin.ß COS. ß: 

(40) si/i.4ß = (4si/i. ß — 8 sm. ß') COS. ß 

sin. 6ß = (6 sin. ß — 32 sm. ß' jf* 32 sm. ß^) cos, ß 

ji/i.8ß =;= (8si/t.ß — 8osiff.ß' + i92sm.ß« ^ 1 28 si/t.ß*^) cos. ß 

cos. 4ß = 1 — 8 sin. ß'i + 8 sin. ß* 

cos.6ß. Ä 1 — i8si/i.ß^- + 48si>t.ß4 — 32sm ß< 

cos-8ß == 1 — 32 st/t ß* + »öosi/i.ß* — 256sf/t. ß 



Sf/t.ß'' -j- i28sfA. ßs 



0e|t man aber mj=i t / ,3 / 5 • • « * / fo ftnbet mati 



< 

(40 . Ji/t.Sß 7=z Zsirt.ß — 4/m.ß^ 

sin» 5ß rs 5 sin. ß — ao sin* ß> -|« i6 sin» ß^ 

sin.yß 5= »jsin.p — 5G sin. p^ + iii sin. ß^ — (ti^sin.p^ 

cos» 3ß = (i — 4 ^«'»« ß') cos» p 

cof . 5ß SS (i — 12 sin» ß* + "^ **'*• P*) ^^^* ß 

C£?5. 7P =s (i — 24 *'«• ß^ + ^ **'*• ß* — ^4 ^''*' ß^) c^** ß 

Z)te iwette ®ub|lttutton gibt: 

(4^) ^n*(m-f-i)]ß =s 2 n/1. m/s co«»ß <r- m.(iii — i)ßf 

(43) cos (m-|-'i)ß a=3 2^o«.mß co5*|3 — co«.(m. — i^ß. 

^Daj^er j^at man fut ms=si, a^ 3^ 4 • « • • 

(44) sin. 2ß == a 5s/». ß cos» ß 

^m. 3ß = sin. ß (4 co5. ß- — i) 
sin» 4ß = sin» ß (8 co5. ß^ — 4 cos. ß) 
* sin»Bß =s W/t.ß(i6ca5.ß« — lacoj.ß* + i) 

cos» sß SS 9 cos» ß^ — 1 

cos. 3ß =3 4 cof . ß' — 3 COS. ß 

coj. 4ß s= 8 COS. ß* — 8 cos. ß' + t 

cos»bß =3 i6co^.ß' — 20 cos. ß^ 4* ^ca5.ß 

^te 95tlbnng6gefe^e ber (toefftctenten tn ben Formeln 37^ 40^ 
4>f 44 werben iptr tn ber^So^de fennen Ifrnem SGBte btefe Formeln 
l^et ber iBerec^nung bet @tnu$tafeln be|^ul{lt(^ ftnb / t(l für fi(^ flor. 

ÜDteSornteln 29 — 32 laffen ftc^ noc^ unter einer anberen ©efialt 
barßeDen« Sßan fe^e 

fo Wtrb a SS —2—/ ß =5 ; 

a a 

folglich ^at man: 

(46), ^m.i; 4- nn.ö =3? 2jm»/ ^ j 00«. { J^ 

(46) sin* ff — sin^ i os 2 cos. ( ■ J «i/i« f V ^ 

(4?) eos4tf 4* <^<^*«^ 5S 3c<M,(— I— J CO«. (— — \, 

(48) CO*, tf — CO«. SS — 2 «/t. riLZ-. J «m. ( -— " )• 

SBJr l^akn oben 



91 



c(^s, 2ß PS 1 — a sin. ß* ea Q cos» ß* — i 
gefunben. S^uian^ fol^t 

. ö, » — COS. aß -., 1 + cos, aS 

ober / u^enn man ^ ß flatt ß fc^reibt : 



3 s 



(49) 



, « Ij iX 1 — COS. ß 



I ' 



(56) ' cos. 






®e^t ntari in biefen Sormeln ~ — ß flott ß / [0 ^at man 






(5.) .,„.(; _g) = \/i:zp 

(5a) C05.(^- - y ä: V^ ^^ - J 

tt>o(et mir nod^ erinnern/ baß 

""G - = ^^G + 0' ""*^ 

COS. 1- — - 1 S=S «l/l. ( -L. 1. 1 

ifi/ alfo (52) ani (5i) bur^ bloße ^nberung U9 3eid^ena von ß ^cu 
Stemmen toit inbiefen Untern Sormeln ßtso/ fo folgt 



sin. - x=s CO«« - ; ober ed tfl 
4 4 

rsm. -J -f- (cö«. -J =5 1/ ba^er 



. Ä IC l 

sm. - cai CO«. -7 = -r=r. 

4 4 V» 



Sntmtcfelt mon/ ouf biefe üß^merfun^ geflu^t^ bie Sormeln (5i) 

unb (Sa) noc^ (9)^nb (lo)/ fo ftnbet mon: 

ß ß .. > I 

(53) CO«.- — «m. - c?: y 1 ! — «m.ß/ 



a a 



1 

Hnb burd^ 2(bbition unb ^ubtroction biefer Gleichungen: 



k^ 
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(54) C<fe J = Vr+sin.p + V^-sin.^^ 



(55) sia.t^ yr+sin.p - V.-Wn.p ^^ 

:&a aQe SBinfel burd^ ^refdtogen gemeffen werben f 6ntren/ u^elc^e , 
xa^w mi ber Sdngeneinl^ett ala ^albtneJTer au^ t^ren ^c^tteln {mtfc^ 
t^ren ®d[)enf ein befc^retbt / x^^% eben fo Dtel ^etf t / al$ jenen SBtnf el 
für bte Stn^ett berSmfel annehmen ^ bei melcliem ber au$ fWnem 
@d[iettel jwtfc^en feinen ®(^enfeln befc^riebene ^reidbogen bem i^olb« 
tnejfer gleich if): fo fann man bie 0inuj]e unb Softnuffe auc^ aB 
Functionen ber corref))onbirenben fSBinfel betrad^ten^ unb/ wie e9 in 
ber Srtgonometrie gefc^iej^t/ auf bie 2(u{I6fung aUer baa 2)reiecF be- 
treffenber ^^robleme anwenben. SBSir werben ^ier gelegenl^eitlic^ {ei« 
geu/ wie bie ^au))tfd^e ber Srigonometrit/ mit 3uiie^un^bed Sa^e^/ 
baß bte ®eiten eined 2)reiecfe$ |t(|i vergalten wie bie ®inuffe ber ®e- 
genwinfel/ au6 ben obigen gormeln abgeleitet werben fonnen^ wobei 
wir und einer einfachen/ oon (Eau(l()p oorgetragenen / ^Xnalpfe bebie« 
iien. S$ gibt ndimlid^ bie ^^ivxzX (3i)/ wenn man /S-|-r ^^^^ ß f^(^/ 
mit dlucFft^t auf (8) 

C054(a + ß4-y) + CO«, (ß-j-y— a) sss 2coi»a cos.^-^y^y 

tmb wenn man ß — ,y jlatt /S fejt : 

Cos,(a-|-i3 — y) -^ CO*.(a^y — ß) ssa l^cos,a cos*(ß — y). 

2(bbirt man biefejwei ©(eic^ungeu/ fo j^at man 

(56) C05.(a-|-ß-j-y)-|-co*.(ß-J-y — a)-}-co#.(a4-y — ^ß)+CO^,(a-J-ß — y)s: 

=3 4 ^^'* ^ • C05«ß » C05.y. 

*) IDiefe Sormefn fofgen aucb unmittelbar aus (49) unb (5o) , ipenn matt 
le^terett Formeln ^ megen 

, ' COS. ß CS V 1 — «y«'»» ß* 
bte Öeflalt . ^w.-ß = yl ~ -J . 

CO..-ß = \^(^ 5^ ^j 

^M, unb bie SBucietgroSen nacb ber '^^xml 
^f$Kwbe{t. 
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0<ft ittÄit ^ier -, ?/ lff(ttta, ß, Y, unb («sw^net «tan We 

2 ^ w 

Summe « + ß + y bwr^ <^ r fo folflt 

(57) COÄ. ^ + C05. ^! — a^ 4. C05. Q- — ß Y+ CO*. Q — yj = 

" a ß y 

:. • ' =4 COS. - CO*. -- COS. - . 

v# ^ a a a 

* 

®mb «/ /3, y btc 5S3tnW etned Scet^cfea, fo tjl • 
ba^er gibt biefe ®Iet4)ung 

a ß y 

(58) sin. a 4- «ti. ß -|- «m. y s=s 4 co*. - cos. - CO*, j • 

SKan fe^ l^ter nad) bec Steige 

— ot/sr-— ß/Ä — y ' 

«r — a/ — ß/ 3r — y jlatt ttf ßf yr 
X — flt; sr -7- ß/ — y 

fo erhalt man bte ©letc^ungen : 

a 3 V 

(69) *m. ß -}" **'*• y "" **'*• a 5=s 4 ^^*» - ♦ *"^* *" • *''*• 5 ' 

. « ß • y 

«/i. a -|- sin.y — sin.ß =3 4 ^m. - • cos* - • sm. -/ 

« . p y 

sin. a 4" **'*• ß — *"^' y =3 4 5m. - . 5m. - . cos. - / 

»oj)on bte erfle nttt (58) , unb bie betben legten unter etnonber burc^ 
ajalttpltcation uerbunbcn , mit »eriicffidSlttgung ber erjlen ©leic^ung 
(87/, auf Ue gormein 

// V / a \* (^i'*« « + *''*• ß + ^*'*' 7) (^''** ß + *''*• y — '^*'*' ^) 
(50) 1 cos, - ) = 7—, — T— : 

/£ V / . «\* (^m. a + ^m. y — 5m. ß) (^m. a+jm.ß — sin.y) 

f%en. ea fepen nun a, b, c bie Seiten bea DretecPe«, welche ben 
SBinfeln a, ß, y gegenüber fielen/ fo ifl bem oben ermaj^nten @aje 
l«5oIge: 

a b c . 



/ 



<. — - • 



sin, a sm, p sm* y 

»ejeidlinet man jeben biefer öuotienten burc^ pf fo j^at matt 

ac=3p*i7t.a/ b=3p*m.ß/ cspp«/x.y^ 



1 
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unb btr Sorweln 60 unb 61 verWAitbeTn fIdEi/ twid^ wttUitUUt SRuItt- 
))iicatton M 34^l(r< unb fSltnaeti mit p, in 

(62) (co,.?Y = i" + •» + *=> <•' + '=-'> 

(63) 



4bc 



/ unb 



/.;„ «V ~ (a + c~b)(a + b~c) ^ 

mld)e Sormeln , fo wie bte baraud folgenbe' ^ 

(64) 5Wi. a = VCa + b + OCb+c — a)(a + c~^)(a + b~c) 

abc 

jur Seredlinung jebeA ber SSStnfel etned 2)retecfe$ bteneii/ wenn Me . 

0etten beffelben it^tben ftnb/ utib bie ^n»enbun^ ber SogarU^men ^ 

geflatten. ^Durd^ 0ubtractton ber formet (63) uon (62) er^äft 1 

man audf j 

(00) C05. a 8=3 !— 7 . 

^ ' abc 



V— 
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übet Jbit 3Wott>re'f^e 25iitomialformeL 
^Vulfiplictirt man bie asinome 

COS. a + \/ — I «/i. a unb^ CO*, ß -f- V^ — »- sin, ßf 

fo fbib^t man bad ^tobnct 

co^.a CO.?, ß — sin^a sln.ß -J^ \/ — i (sin^a cos.ß -J* C05, a sin^ßjf 
ober cos. (a + ß) + V— » *««• (« + ß)* 

Sd t|l alfo 

(66) {cos. a -|- V^T-i sin. a) (cos. ß -{- y/HT «m.ß) =s 

=S5 CO*. (a-J-ß) -j- V — I *m. (a+ß^. 

^ieroud fotgt 

0*. a "j- V^ — 1 «m, a) {cos. ß -f- \/ — i sin. ß) {oos. y + \/ — i äi/i. j) =3 
=5 [co5. (a + ß) + yf^ sin. (a+ ß)] (co*. y + \/37 ^m* ;') 
SS CO*. (a-[-ß-j-y) -{- ^—x . *«/i.(a-|-ß-j-y). 

7(uf büfelbe }(rt fann matt f ortfd^Iießen / unb erj^dlt für iebe be« 
lied'ge 2lnja^I von ^actoren : 

(67) (cos.«4-\/ — I *m.a)(co*.ß+\/ — 1 *m.ß)(co5.y4-\/— Tsi/l^a) 

(co*. 5 -}- \/ — I 5m, Ä) , , . . :c. s=i ^ 

= COÄ.(a+ß4.y + ö + ,.:cO+\/— l**>^-(« + ß+^ + 5 + ...tc0. 

Se^t man aüe gactoren Diefe$ ^robucua Wnanber gUtd^, unb 
bejeic^net man t^re 3(njal^I burc^ m, fo ergibt jic^ bte merfwürbtge^ 
üon de Moirre juerfl gefunbene gormel : 

(68) {cos. a 4t V — * **'^« a)"* = COS. m « -|- y^ — i «/i, m «* 

f. X>terelbe i(l l^ter bloß für ganje pojiü'oe SOBert^e bed gjrponenfen 
mbcmiefen; aHein fie gut auc^ fiir jebeh anbern SEßert^ biefea Srpo» 
nenten. 



1 ' /' 



* ♦ 



ajenn an^ (68) folgt, in fo fern m eine ganje pojttiue 3a^ 
»orpeHt : 



{cos, m a -j- V' — 1 sin. m a)™ ss cos. a -|- v/^ aZ/i a; 

«nb ba btefe ©leic^ung für jeben SSJert^ beö iBogenö a tejlejt, olfo 



/ 



9Ö 

Att^ rid^tig iUiUf wenn man — flatt a i^ttiH, fo l^at tnan 

1 

(cos. a 4* V— > ^i'i* o)r = CO*. 1- V — 1 5m, —• ' 

(Sx^eU maii betbe Sl^etle btefec ®Uid)utiQ jur ^otenj^ bereit Sjr« 
f^onent bte ganje ))ofttt>e 3a^I k t(i/ fo ftnbet man tntt SKücfftc^tauf (68) 

(co#. a + ^— I sin* a)" =. coä* — i + \/—i sin» — a. 

Sd Qxlt alfo bte Sotmel 68 und) / tvenn man einen po^itmn ta» 
eionalen Ktnd) ftatt be6 Sjr)>onenten m fe^t. 
ferner tfl 

, (cos* a -|- y— 1 sin* a) (cos* a — y— i sin* a) sss cos* a* -|- 5»a. a^ = i / 

(co5. a -|^ ^ — 1 sin* o) * s=: cos* a — y— i «m. a 

t= C05. (— a) -j- y — . 1 sin* ( — a) , 

unb bal^erv m ma^ eine Qm^e ober ^ebroc^ene rationale ))ofttjoe' 3a^I 
fepn, 

(co5. a -j- V^— 1 sin* a)"**"* = [co5. ( — a) -j- y — i sin. ( — «)]" 

= cos*( — ma) -j- ^— 1 sint (■— m a). 

<£d befielet a(fo bte ©leic^ung (68) auc^ für rationale negattoe dxpo^ 
nentem 

X>a eniliä) jebe mit berSin^eit incommenfurableSa^I n&^eruitgd« 
loetfe tnit jeber beliebigen ®c^drfe bur^ eine rationale Ba^l bargefiellt 
werben fann , fo Wpt fic^ bte SRid^tigfeit ber ©leid^ung (68) auc^ für 
tncommenfurable Sßert^e oon m nac^ b^r S!}7et^obe ber ©renjen leicht 
rechtfertigen. 

di ijl alfo für jeben Sßert^ oon m 

(68) (cos* a -[- ^ — 1 si/i, a)"* s= cos.ma -\- y— i . sin. m a* 

tnUtt man in btefer ®leid()ung ba« 3eid)eit oon a , fo ^at man : 

(C05, oc — y — 1 51/1* a) = cos» ma — y — .i sin* m oc , 

tooraud folgt / bog bie gormel (68) für betbe 3eicl)en ber imaginären 
SBurjelgröpe \/^ befielt; ein «Äefultat, loelc^ed pd) and) ergibt, 
toenn man in ber obigen 2)ebuction biefer gormel überall — V — i 

'flatt V^ fe&t* 

SBie aua ben in ber oierjel^nten 93orlefung er(ialtenen gormeln 
(i t) unb (12) ju erfe^en i|l/ j^aben alle Kreisbogen/ mld)^ unter einanber 
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um ganje SJwIfad^e her ^mp^ttie 2* tttif«jji^>beti,f!nb, iu^tii) ben* 
fdie/! ©imiO. uttb eopnua / attb^.jtnJ>;. w« flc^ ziertet i«g«n W0t, We* 
einjtgen »ogen , welchen btefe gtgenfclE)aff |uföitfme. ^iBebeut^t dlf^ r 
eine ganje pcjittüe ober negatm Saj^I ^ fo ifl ' 

:.sin.ß sss sina Ultb co^.ß = ca*,o^ 

eine notl^wenbige golge i>on, 

nnb umgefe^rt • ^ 

©e^en wir bemnac^. tu ber ©leic^yiifl (68) a+arar fla« a, fo 
JabeiT wir . . . , 

(69) (co^.a-{-\/— 1 sirua)'" ttsco& m (a'{*2vif)'{^^—i sin.m (a4-2rff), 

Z)a nttn etnerfeit^ an ber 9tici^ti9teti^te{»»^rd<i^ng^ ben ®run^ 
Hu i^gojflf^ auf weli^en fte beruht/ m4it jtt'imetfeln tjl; anbmr« 
[tiü afeif/ werni. m feine ganje j)ajtri»e .ober negatit^e Saj^I ^^orfleUt, 
im2(Dgenteinen co5.m(ac4^2rjr) t>on co«. m «> unb «^♦m(a^2r3r^' 
tiW «^..m a abwetc^j: : fq fmb wir genöt^igt / bie ^i^tenj - 

(cos. et -j- \^ — i sin^ a)" / :: 

foialb t^r e^p^nent feine ganje 3al^I iji/ öW rtne t^ielbeutige ®ti$$ 
öttinerfennen, ... 

S^e wir iie liriia^t ifytet SOSert^e nd^er ni i>aa2Cuge fdjTen, wol* 
fen wir ber ©leictyung (69) eine änbew ^otnt $ehen* ®e|^en wir in 
berfelketf asao^ fofiabenwir co«.a=:2iy^in,aao/ alfo für iebea 

(70) i°* sss cos'^srmsr -(^ y — 1 «m. arm^r; 

woraul ^eroorgel^t, baß jeber ^otenjj ber Sinl^eit^ beren ^xfoneni 
feine ganje Bc^^l ifl f mehrere 9&erl^e entfpred[>en* 
9?un ifl nad) (66) 

cos, m (a -j- 2 r 7r) -|- V — i äi/i. m (a -[- 2 r sr) = 
= (co^. ma ^ V — I «//i. m a) ((?05. 2 r m X »^ y — i sin^ 2 r m jr)/ 

^er bejie^^bie ©feic^unä 

(71) (cos. d -}- \/— I *m, a)™ == i ™ . (cos, rA a -{* y — 1 . sin„ m a). 

2>a nun l^ier wieber flatt ^ jeber a3o9en gefegt werben fanu/ 
^e(fe« Sojtnuö unb ®inua mit cos. a uiib sin.a ubereinfiimmen , fo 
jinbei ma« aBe SBertj^e ber ^otenj (cos, a -|- \/ — i w/i. a)"> , wen« 
wan trgenb einen bie^rSD3ert^e mit allen SSBert^en ber ^otenj 1™ mul- 
ti|ilictrt. 



*• 



08 

&inb p/ q smd reelle ®r6pen / fo fann man btefeH^en aW $ro« 
ttttte einer reellen ®r5pe R mit bem 0inu$ unb Sofinud einetf i6ogene 
9Uttai)Un. 2)enn fe^t man 

p =: R cos^ 0/ q es5 R si/t.O/ 

fo wirb R = \/p* + q* / wel^c ®r6f e not^wenbig reell tfl / unb 
6 s= Are, sin* •^=== == Are* eos» 



Vp- + q^ \/p» + 



q 



z 



^om I weit bie SÖrudbe ^^ unb ^ bie SinBeit nie uker* 

VpM-q» Vp*+q- 

fleigen / fein fEBiberf))r|tc^ liegt 

SfRit «^ülfe biefer Sranafermation l^nt man 

(73) P + ? V— > «== R(co«;9 + \/— » *»^» *)» 
ba^er laff^n ftd^ bie öMgen Stefultate auf \>\t ^oten^en trbe^ xcx^xxAß 
ren »inoma p + q \f— 1 / unb wenn^ man q=o fe^e> aufbiete« 
tenjen jeber reellen (Sifoße p anwenben. 

(S$ l^anbelt fici) alfo nur um bie SSertl^e ber ^otenj i<»^ mXifi 
fammtlid^ aaö ber gorm 

eos* 2 r m ?r -^- \ — i sin. 2 r m jr 

|^ert>orgel^en / mnn man jlatt r alle ganjen ))ofttioen unb negatioen 
3a|ilen/ mit Siufd^luf ber SRuUe/ fubßituirt 

$?a{fen ipir erfiU<^ ben Sjr)»onenten m eine gebrod^ene rationale 

3a|^l = j fepn , wobei h unb k gan je Sa^^len anjeigen/ ml^t feinen 

gemeinfd^aftlid[)en Steifer julaffen / fo ifl 

005. — - — -[- y — 1 5171. — r — 

bie allgemeine gorm aller SBertl^e ber ^ofenj 

asejeicl^net q eine ber betben unmittelbar anf einanber folgenben 
ganzen galten/ jtvifd^en weld^e/ in$&ejug auf einen inbimbneUen fSSert^ 

ber unbejümmten ganienSa^lr/ ber »ruc^ — fattt, fo fann man 

rh unter ber gorm kq+p DorjleHen, unb babei qXo »d^leu/ ia$ We 

gartje 3a^I p, numerifdl> betrad>tet, nic^t großer wirb, aW -/ ^- ^ 

i»if(^«n fcje ®r«nj«n unb + - f4D[t. ©oRte p bet 3«^l - f«ftjl 

3 2' % 
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cHdd) werben f mad nur für ein gerabed k mo^Ud) t j} / fo fann man 

k k 

«ad!) ÜÖelJriett p cäj 4* - ober p s=3 madien. ®iht matt b?r SafI r 

fo ))tele tn ber !Hei^e ber naturltc^eit Säulen unmittelbar auf etnanber 
folgenbe f£Bert|^e/ aU k Stillzeiten enthalt f fo werben babet feine jioet 
ber SBert^e oon p etnanber glt^id^* S)enn wärebiep für rssr^ unb rssrs 
«nter ber SSorauöfe^ung i^^ — r^ < k ber %aü ; b. j^* wäre 

r^li « kq, + P «nb jugletc^ r^h » kq^ + P/ 

fd mfigte (r^-^rjh =» k(qj~qi) fep«/ fulgltc^, ba h unb k^rim* 
ja^en untdt (jdl> ftnb / r^ — r^ iurd) k getj^eilt werben f onnen , wad 
ber obigen 93^raud.fe|ung wtber{f ric^t. ^teraud erl^eQetr ta^ p fUt$ k 

perfd^'ebener S^ertj^e / affo , aller ganjen SSert^e von -— ^ angefangen 

k ' 

ie4- - f&^id i^f woUif wenn k em gerabe SapI bebwtet/ >te bet^ 



bett OV^iwert^e. einanbrr *Bteic§ gelten/ ba Je bei. etnem uiib^berafe^ 
Un fEBert^e bon r @tatt ftnben f$nnen* 



ar.hir . aaiz 



SKan |dt nnn — r— e=: aqar 4 — 2J1, folglich 



k ^- ^ k 

a rhit 
CO*. 



arhit apit . arliTc . ap« 

■ ; SS cos^ -^ — / 9in. — r — sss sirit — F— / 



k ' k k 

ba^er auc^ 

Y- y — 1 «71. •- «^ '*'*• ' 




cos, ■ -"l- y — 1 «71. -— r — s=; co#. 

^teraud erj^ellet; bap bie Ttnial^I ber uerfdi^liebenen fGBe^t^e ber 

k 

^oieni\/i^ blopi>ortbenSertlZettber3a^tp ab^^ngl, alfo begrenjt i% 

X>a aber bie 2>ifferenj ber Sertl^e/ welche ber iöogen -^Xf ffy 

imi uerfd^tebene '2Bert^e von p annimmt / offenbar f (einer t(i aCd 2 r/ 

k k 

fo ergeben ftc^, wenn man alle iwifdjen unb 4-- Kegenben gan* 

ien Saluten/ unb falld k gerabe ifi/ aud^i nod^ eine ber genannten.@ren« 
Jen fltttt p ft^tf k ^aare correfronbirenber fSJertl^e oon co*. -£^ unb 

«m. — £-/ beren fetneö mit bem anbern genau libereinfiimmt, unb 

k 

fomit ^at bie SBurjelgrope J/*!** / wenn h, k ganje/ feinen gemein^ 
fc^aftlic^en Factor beft^enbe Sa^^len ftnb / bie k i>erfct)icbenen SEßertj^e : 



■^ I 
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2« , /- 



COS. ^ + 
COS. ^ + 








4^ 
1 sin. -j- , 

k 



" 21C 



i?Ö* 



• 1r 



-V- 



4ic 

♦ . . » 
67c 

k 



V^ 



l sm, -g./ 

. 4« 
I sin. --/ 

k 



• I < . 

»eld^e fo lange fortjafe^en jtnb/ Wö'ber (EöeffIdeiU odti W entweber 
ssh — 1 ober =k gem^rben iß. 3tn {^^^etr^aae/ i)>€ld^er ^(f) für 
ein gerabed k ereignet/ gelten bie legten ^lieber Veib^r 9iei|^en Mo# 
für ein ©Cieb/ unbbiefeö ijl co5. «r+V^ 5^.?^=.;^ ü. 'Uuä^ fie^t 

mon/ boß ik angefiil^rfen ?85ertl^e bir ©rofe v *^^öä*1* S<^^ nic^t ab* 

k k . / 

fangen, bal^erj^at v»^ S^nau biefelben 58Bert^e wie V»» 

(&f fej s* 95. h=\f koaS* 5teir pWen n^egen y « ^ + ? 

27r TC iX 1 \/^ 
. — =5 C05. - =: 1^ 1 ,— - = , 

•i 6 ^ • 4 ^ 



1 

-/ sin 



21Ü . TT 

CO*. — s=3 — im. - t=; *- 

o 6 

3 

alfo l^at \/i bie brei SßJert^e: 

— 1 + v^— 3 



1 — ^^ 



2 



Von beren StidE^tigfeit man ftc^ auc^ burc^ ^ilbung tj^rer britten '^o- 
tenjen leicht uberjengt. 

4 

gnr V» ergeben fic^ bie SBSert^e ' 



1 > CO«, - + V — 1 ^"*» - / <^os. V — .1 sm, - / — . 



ober 



»/ 



-V=r, 



I 
1. 



3tt ber %^at ffl 



morauö biefe t)ter SOSert^e fogleic^ folgen. 

Sil ber gjrponent ber g>oten§ 1" teint rationale 3a|^I/ fo tjl bie 
3al^I/ n^elc^e wir oben mit p bejeicbnet l^aben^ mit ber Sin^it in» 
commenfurabel / folglic^^ ijl t>ie Änja^l ber SBertj^e biefer ^otenj un- 
begrenzt* 



V «■ <> 



J 



tot 



@te iilUn bie unettMtd)e Steige 

1 



C05, 4 ™ ^ "f" y—i sin. /^niTCf 



cos, 2m«—« V "^^ **'*• a m jr / 
C05. 4 m « — V — * **'*• 4™ 3f f 
COS. 6 m T — ^ — 1 «/»♦ 6 m jr / 



2lua Un l^ier angefleHten 93etrad[)tungen erl^eQet nnti / baf bte 

(cos, a -^ y — I Hn, a)"» 

unb (p + q\/— 0"/ 
mntt m einen rationalen gebroc()enen SBert^ beft^t ^ tt^eld^ent/ nad[)bein 
er burc^ bie fleinfien Sa^l^ti audgebrucft iDorben ifl/ ber SRenner k ju' 
fommty nct^wenbig k ^erfd^iebene Sßert^e {uIafTen;'unb baf biefeti 
^otenjen unenbltc^ oiele SBertj^e entfprec^en / n^enn m mit ber (Stn^eit 
tacommenfurabel ifl« 

SieSBertl^e ber ^otenj (—1)" t>erbienen i^reö ^duffgenSebraii» 
i)t$ tpegen noc^ eine (Erwähnung. 2)a bad 93inom co5.a^\/ — 1 sin.a 
in —1 ubergej^t^ mnn man a=:« fe^t/ fo ifl bie aUgenteine Sorm 
terjen^en 

^05*in(2r4- 1)^ 4- V — * tt/i*m(2r4- *)«'/ 

Mi n^elc^er fle (eroorgel^en ^ wenn man flatt r alle ganzen ))of!tioen 
ttnb negativen Säulen fubfiituirt. 

9)?an fann bemnad^ ben 2(udbrttcf 

C05* mr^r -}" y — i sin. mrx 

ote bie allgemeine gorm aller SBert^e »on (+ 1)" aufjieDen/ wobei r 
aVegeraben ober unge^aben 3a|^len bebeutet/ ie nad^bem man bfe po« 
fttioe ober bie neQati^e (Sinl^eit potenjirt 2(uc^ iji^ wenn man ( jr 1)» 
in ber erw4^n(en ^ielbeutigf eit nimmt ^ für iebe B(^^l p 

(78) (+ p)" s= p» , (+ i)» . 
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über bie (Sinuffe unb ßofinuffe ber 93ielfad;en 
ei.nee SSogenö fiir jeben 935ert^ beö SKulti:» 

plicatot6* 



L w$ fep Ä/i.a=::x unb cos.azszj, fo Werben / itrfe Wirt» 
ber tjorlf^erael^enbeii SSarlefuüg gejetgt Ijaben/ ade SBertl^e bet g>otenj 

burc^ ben 2(udbrucF 



C054in(a-J-ar;r) -J* V — * «m. m (a -f ^ '^ 'f ) 

angegebeti/ ivenn man in bemfelben aUc ganjen pofmoen unb negati« 
»en Säulen jlatt r f^^t. 

2)a (7+x V^^)"» » y» M 4- - \/^V tp, fo finbet man 
mit ^ülfe beS btnpmtfcl)en ßel^vfa^eö 

/ I */~'^; r m(m-i) x^ , in(m-i)(m»2)(ni-3) x* 

(y+xv'=r)--=yn \j --p__ . -,+ ..,.3.4 • ^-»^ 

• \i y 1.. a . O' y* • /J 

ober/ wenn man b^r ^urje wegen 

Xi^^mf. rn{m-\) X» m(m.i)(m-2)(ro-3) x« \ 

^ V » y 1 . a - 3 y» * y 

fepn Wpt: 

(75) (y -j-x V^^ )« e= COS. m (a + ar^r) + \/— 1 ^t/i* m (a *}- arir) 

= p + Q x/rrr. 

S)t> 9?et]^en P unb Q concergtren nur, fo lange - bie (Einheit 

tttd^t uberjleigt / b. |^. fo lange x nt^^ großer ifl ala y , waa mtftel(l 
ber in ber fünften unb fet^aten SSorlefung t?orgetragenen Siegeln erfantit 
wirb. X)k 5StelbeuttgFett be6 «tnoma P + Q \f^ xS^xt ^ter bloß 
Don bem beiben Sl^eilen gemeinfcf)aftli^en gactor y"* ^er, 

3jl y pojttio , fo läßt bte g^otcnj y" gewiß" einen reeüen SDert^ 
ju. Stimmt man biefen für y*", fo pnbP unb Q reeKe ©rofeu/ unb 
txe ©leidSiung (76) gibt 



1 



P ald einen ter fSiett^t t)on co^.m(a^sitit) 
unb Q ate einen ber Sßert^jT t)on si/i«iii(ä4-2r«)« 

<Sd ^anbelt ftc^ alfo nur no^l um bie genauere %efittomun0 bte# 
fer SBert^e. 

fißtr fannen ^ter a offenbat ald ben fleinflen bet nnidl^ltgen iBo« 
gen (etrac^ten / n»elci)en ber ®tnud x unb ber (Eoftnua y {ufontmt. ^a 

- ber €onDergen{ ber Stetigen P unb Q xoe^en nldft ^ti$ev fe^n barf 

ole bie Sin^ett; fo fallt ber numer(fd()e SBertl^ pcn a jtptfc^en o unb 

j) nnb fein 3eic^en ftimmt mit jenem bea (Sinud x uberein* !&er je« 

be6maltge Sert^ t?on a übt auf tie ^ebeutung ber ganjen Sal^I r fei« 
tien Einfluß auo« £)enn wdre bteß ber ^all/ fo mupte r fiel) dnbern/ 
«oenna ftd) oeränberte; ed gäbe alfo ioentg{!en$ jwei SQBertl^e oon a, 
|. ». a^ unb ttj, beren einem rssr^f unb beren anber^m resar» ju* 
geborte/ tt^ie n<r^e auc^ immer a^ an a^ liegen mag. 

gilt biefe SBert^e t>on a wdre 

Cp5,m(ai + 2r2;r) — co^. m (aj -{- Sr^sr) t=s 

unb 

ÄW. m (a^ »l« Ärj«-) — sin, m (a-i -^ ^r^ar) es 

Alfo bei ber unenblic^en 2(nndl^erung oon a^ an «^ : 

Zim. [co5. m («a-j- ar^jr) — cos^ m (a^ *|- ari«-)] sa 
e= — a «rt-. m [a ^ -|- (r ^ -f- tj) «:] «m, m (r^ — r j) «r 

unb Km. [«/!• m (ajj -[- ar^Jr) — ri/t. m (a^ *|. örjar)] ssa 

»^el(^e beibe ©renken / ba r^ unb r^ ungleiche ganje 3<^^Ien fepn fol« 
len/ im 3(IIgemeinen^ b« 1^. abgefel^en oon befonberen Sert^en ber 
Sa^Im/ oon o oerfc^ieben auffallen mü^Un. 2)iefem SKefuItate tou 
berfpri^t aber bie 93efc^affen^eit ber Steigen P unb Q* 
2)enn conoergiri^über^aupt eine Steige/ koie 

für jtoet SBertl^e ooa z, ndmlid() z=±:z4 unb z=sz^=Zi^^f un^ . 
ftnb S«; 82 bie benfelben entf))rec^enben Stimmen biefer Steige/ alfo 



/ 
/ 
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r 

8. = ao + »1 (zi+d+ «i (2^1+?)* + as/zi+O' + «4(^1+0*+ ^ 

fo et^ält man / tt>e!^it mon ben jwetten ?ftiat)rucP mit ipulfe bed btno- 
tntfc^en Cel^rfa^ea entwicfelt/ unb ben erflen bat^on <ibitel^t/ eine con» 
Dergfrenbe SRei^e t?ort ber Soi^m 

A,e + A,e^ + AsT + A4^-+ , 

wobei bte Soefficienten Ai/ A^^ A3/ A4 * . • • tjon ^ frei finb, be« 
ten Summe =Sa-7-«i /(l. 

X>avf man ^tebei { fo flein onnel^men/ al$ man mllf ol^ne bte 

ff » 

<£ont>ergett$ oon S^ anf^n^eUn, fo l^at man in %cjug auf baa unenb« 
Itc^ flein Sßerben oon*^/ b. |^. in ^ejug auf bie unenblic^e ^Inndj^erung 
t>on Z2 an Zi : 

Z*m« (Sj — Sj) C33 o# 

@lnb nun Pi / P» ; Qi / Qa bte ben oben erwal^nten ®ubflitu» 
tionen a=:a^, assia^ jitge^otigett SBett^e oon P/ i^/ fo iiberjeugt 
man [id) leidjtf ba^ bei bem unenblt<l[)en ISbne^men be^ Unterfc^iebeö 

/im. (Pj — Pj) sra o unb lim, ((^^ — Qj) s= o • 

tfl; t0&te bemnad^fr oona abhängig/ fofonntefttr assza^ iuxd)an6 nid^t 

P SS co^«m (a-|-2r«') unb Q = «m. m (a-f-arsr) 

n^erbeu/ gegen ba$ oben 33ewtefene. 

<£$ ifl alfo r t?on a unabhängig/ unb beß^alb bebarf ed jur t>oD« 
fidnbigen ^enntnip oon r nur ber %efitmmung btefer ganjen Bc^'fyl f&t 
irgenb einen fpecieHen fEBert^ «)on a« 2(m tauglict)flen l^ieju ifi bie 2(n« 

tial^me a=oj fle gibt xno/ y=i/ - = o/ P=i/ Q=o/ folg* 

lic^ CO«* 2inrjr c= 1 / fi/t* smrx' £= o« . 

S){efe {wei ©leid^ungen Fdnnen nur bann befielen/ wenn mr eine 
dauje Ba^I ifl ; aber ^kintöf wirb 

CO*, m (a -|- 3 r ^^ 8= cos» m a , w. m (a -|- 3 r jt) =3 *m. m a, 

folglich fittb wir unter ben gej^Jrtgen 58efd)ranfungen berechtigt 

COS. ma s=r P unb sin. ma j= Q 

i» fe^en. 

fBBit I^Äben forait/ wenn a *jwifcl[)en —j unb +t f«B^/ t^i« 
Formeln: 



tos 



/ üK m(ni-i) , ^ . , ni(m-i)(fn-a)(ra-3) , 



— ac. 



in(ni-i)(m-2) , a 1 

5171. ma 53 nix y"—* — ■. 5— x^y™^^ -}- tc. 

,1.3 . o . 

3jl m «ine ganj^ ^^pftti^e Sal^I/ fp brechen Riefelten <Ar ««b flu- 
ten ^ ii^eitbann .bte obtge Sntmtcfelung ntc^t me^r an bte Se^htgiuig 

gebunben i)}^ bap - bte Stnj^eit ntd^t uberfd[;reite^ für aDe SBert^e.be^ 

j ... 

Seiend a. ^te enthalten ba$ ^ilbungögefe^ bec in ber funfjel^nten 

Sorlefung gefiinbenen 2iudbrücfe (87). ^ . 

» 
IL 2)a y = (1 — x*)" unb x jletö flein^r aU bte Sini^eit ifl/ fp 

laffen jicl^ fammtlic^e ^otenjen oon y mit «^ülfe bed btnomtfc^en Cel^r« 

fa^ed tn conoergtrenbe/ na(^ ben ftetg^nben ^Unjen )>on x georbnete 

Seiten untflalten. gu^rt man btcfe ^teil^en in bte gormefn (76) ein, 

fo erhält man , n^enn man ficf^ ber ^firje megen ber in ber fiej^enten 

Slorlefung gebrauchten 3eic^en für bie '^inomiafcoefftcienten bebient : 



eos, ma == 



01+ 

(")l +(T)(t 

+0 



>X4 



- (!) 

-(T)(T) 

-{:)(T) 



^^•^IC. 



iiA.ma = mx — ( /( 




— 1\1 



+(T)rT) • -(?)(T) 



8 



+(")rf)[--("X:) 



m— 6^ 



^x7+2C* 



-(?)rT) 
-(") . 

S)er (Soefficient i?on x»' in ber er jlen Stetige ijl/ cj^ne SKiicf jtc^t auf 
frin Seichen: 

© + (T)© + (im + (")© +•■■•+ .(")• 

^an bringt tl^n/ ivenn man flatt ber ©pmbole bie iSinomiaU 
Soefpetenten felbfl f4)reibt, ö^ne SWiil^e auf bte gorm: 
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(m— i)(m— 3)r(r — i) 



3.1.1 



, (in — i)(m — 3)(m-»5).r(r— 0(r--2> , ^^^ 
H 1.3.5.1.2.3 ^ ^^'S 

Z)te ffieifye innerhalb ben klammern gej^t w$ ber in ber jel^nten 
SJorlefung betrachteten aßgemetnen Steige 

, aß , a(«+i)P(ß + I «(a+i)(«+a)ß(ß+0(ß+0 , ^^ 
* +7:5 + i . 2 . 7(7 + 1) T 1 . a . 3 . y(y+i)(74-a^ "r 

l^ertjor/ wenn man a= ^/ ß=— r, y = - feyn Wgt, ««b 

fann ba^er nacf> ber an bem angeführten Drte erhaltenen gcrmel (9) 
fttmtnirt werben, ^^u ®umme ifl 

»ebeutet r , wie eö l^ter ber gaU tjl , eine ganje pofum Ba^l, 
fo befielet bte ©letc^ung 

IT (z+r) =;= (z+i) (z + a) (z + 3) . • . («+r) . Jr(z). 

1 . . m — 2 * 

0ejt man in berfelben z = — - / unb bann z == — — / [0 
erhalt ntan : 

( m— '2 ^ \ 
2 "• / m in4-2 m-f-4 m-|-2(r — i) 

m — 2\ 93a a 

— ; 

taj^er tfl bie genannte @umnte 

m(m4-2) (m + 4) « '«[ni + a(r — i)] 
*^ i . 3 . 5 . . . (ir— 1) 

Snun ijl (") « 'n(m-^)('n--4).-C">-^(— OJ^ 

\r/ 2.4.6.... 2r 

folglid^ wirb ber numerifc^e SBertj^ be« Soejftctenten t)on x»» tn ber 
^eij^e COS. m a auf ben 2(u$brudP 

in^(m^^fla)(m2— 4»)(m^ — 6") . . . [tn^ — (2r -^ 2)"] 
i.a,3 . 4 . 6 • 6 . 7 • ö < . . (ar— i).«r 



9 



3*5 ar— I 



lOT 

uhmitU SBenbet man btefed 9tefultat auf lebed^Iicbber Steige cot.ma 
an, fo flnbet man 

(77) co«.ma=i x*-^ i^ — -— ' X* L.__^__l-lxtf+tC. 

^"^ 1.» ' ' 1.3.3.4 i.a.i.4.6.6 ' 

Obfc^on btefe Steige für jeben SBert^ bed ©tnud x conDergtrt/ fo 
finb »tr, ber ^rdThijfen ju S^Ifle/ i?on weld)ett wir ausgingen, nur 
berechtiget / biefelbe für jene Sert^e von x juiulajfen / welche ftc^ auf 

bieOrenjen a= — -, 02=4-7 bejie^en. 2)enn bte Wei^e (76), auf 

4 4 

»elAer bie Sntwicfelung ton (77) beruBt, biT^ergirt/ wenna > + - 
wirb/ unb ott^aitet ba^r feinen fixieren @d|Iuß. 3nbeffen fann bte 
©uUtgfeie ber Steige (77) fdr alle ben Ouabranten - nic^t uberfc^rei« 
tenbe!SBertl^e von a lei^t nac^geit^iefen tt^erben. X)enn fe^t man in ber« 
fetten - flatt a , unb ssm fiatt m / fo n^irb cos. m a burc^ bie fleigen^ 

ben ^otenjen oon dn,^ auSgebrudPt/ unb babet ifl ed erlaut»t a ton 

angefangen bia jh - audjube^nen / xozxl bann ^ nid^t größer ivirb 

als + T« €d iß aber «*«.- = y \—cos.(i ^^^ cos.a^ss^T^^^f 

— 4 a ^ a 

bal^er fann jebe ber genannten ^otenjen t)on ^m.- in eine nac^ ben 

a 

{leigenben ^otenjen t>on x georbnete/ fiir Uhe^ x conoergirenbe Steil^e 
cufgelo ji «werben , n^obur^ ed möglich n^irb / cos. m a in eine nac^ ben 
{leigenben ^otenjen bea ®inua x fortfd^reitenbe dtei|^e urnjuilaltenf 

welche für aUe SBertl^e bea ^ogena a, t)on o angefangen bia + - be« 

{le§t übet eine Function einer t^erdnberlid^en ®r0ße Idf t ft^ nur auf 
eine ?Xrt burd^ eine Slti^e ba'rfleHen/ n>elci)e nac^ ben {leigenben ^oten« 
(en biefer 93erdnberlic^en georbnet i(l (ftebente 93orIefung) ; bal^er muß 

bie jejt für cos. m a erhaltene Steige f fo lange a jwifc^en o unb + j 

bleibt/ mit ber Sormel (77) genau überein(}tinmen / unb ba bie 93or« 

auafe^ung «> + - auf ben (Sang ber fo eben befc^riebenen 9?ed^nung 

feinen Sinfluß auajuüben oermag/ fo fann biefe 9teil^e feine anbere 
fepn ala bie Steige (77)/ welche bemna(^ für aDe SBertl^e Don a, inner« 

^alb ber ©reftjen — - unb + - angenommen werben barf. 
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^txti} ün i^U^i^^etf eisten et^ibt ftd^ 



(78) «71. m a == m X ^^ ~ x^ ^ 1 f^-- — --: x* — K. 

^'_ i.a.3 ' i.a«3.4*^ 

. WIM fmti aber bie Süeif^m (76) na(^ ^dfonberuns be$ ^actoti 7 

cot. ma=sj ry— — ("^^ x»y»-9 + (j) x«y»-5 .J , 

sin. ma cä y j mxy«— • — /™)x»y«-4 ^ /™yx*y"-6— •.♦. L 

@(i^affe man in ben Stetigen innerhalb Un klammern bie $oren« 
gen oon y, wie ed oben gefc^ej^en tjl, weg/ fo erl^alt man nac^ se^J* 
riger ©ummtrung ber Soefftcienfen beö'Kefuftated : , 

(79)co*.ma=3y| i x*+.i ^-^ — -Jx*— .... / 

(80) sin.maz=sj\ mx ^^ ~x3-4 — ■ iJL_-JLix5 — .. 

L i.a.3 i.a,3.4»& -• 

bann bie Stetigen tnner|^alb^ ben klammern btoergiren. 

2bte gormein (77) unb (80) bredf)en ab / wenn m eine gerabe/ 
unb bie gormein (78) unb (79) bred^en ah , wenn m eine ungerabe 
öottje Sal^I i|l. @ie fletten baa »ilbnngagefe^ ber in ber fünfiej^n^^" 
^orlefnng gefunbenen Tluabrucfe (40) unb (41) bar. 
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1- • » 



Ühct btc ©inuffc unb (Softnuffe ber SSielfäd^en 
eine« 2Sogen0 für jibcn SCBert^ bcö iOlultii« 

■ pUc'atoce." 

(5 e. t f e ^ tt « ö.) ' 



I t « 1 1 




IIL ÄAJtr ^aWn Wa je^t nuir bfe ®tätijfe iinb* Sofinujfe ber 
93ielfac^en foIci)et 93ogett betrachtet/ )t)elc^e einen Cluabranten ntci(|t 
uberfletgen. 0oQen bte Functionen ber ^ielfad^en trgenb etned. anbern 
©ogenä tn Steigen umgeformt werben, fo tj^etle man benfelben burc$ 
bte ^.albe ^eripl^erie: ber Sde^ ber X^mfion fann, wenn ntan>ndtl^en 
SaD6 ben ndc^ft größeren Ouottenten ju ^ulfe nimmt , immer fo ein« 
gerichtet werben, bap er, o^ne Stücffic^t auf fein Seichen, nicl()t grö-. 

fer auafdUt, aU -. (£$ Idißt ftc^ alfo ber gegebene '^ogen auf bte 

gorm rjT + «bringen, wobei r ein« ganje 3a{rf/ «nb a einen jwt* 

fdjien unb + - liegenben 58ogen anjeigt. 

* 4 « 

aiun ijl . 

i;o«. m (r ;r -|- a) :;s; .^o^ m r sr co«. m a • — «m. m r ^r sin. m a , 
*Mi. m (r ^ 4" «) ^^ *^" D^ r ?r cos. m a -^ cos, m r ^r- sin. m a , 

folglich htandjt man nur bie in ber i^or^ergel^enben 93orIefutig für 
cds.ma unb sin.ma g^funbenen Steigen in biefe ©{eic^ungen ju fub^^ 
pitutren, um cos^m(t7c^a) unb Äm.m(r3r4"«) ^"'^^ ^'^ jieigen* 

ben 9Poteni«n i)on m.a, tsnb wenn a {wif^en — ^ unb +| f^fl^^ 
JurA jene Don li^ au^jubrucfen. . • 

eos. a . " 

3n bem befonberen SaQe, wenn m eine rationale Bcdfyl tfl, unb 

I bnrd^ ben Kenner q i|^re6 einfac^jien 2(uöbrucfed - oj^ne JRefl ge« 

tl^eilt werben fann, rebucirt ft^ ia^ ^robuct mr auf eine ganjeSa^I, 
onb bte Formeln für cos.m(tX'\'a) unb sm. m (r ä" -|- «) werben ein» 
tacket. 2)enn nun ifl w/i.mrjrc=o unb cos.mrn=+ i , je na^- 
bem' m r ben Factor 2 enify&U ober nid^t, unb man ^at: 

ca*. m (r Ä- -j- a) =5 + C05«ma, sm. m(r jr+a) c=8 + nn.ma* 
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^tej^er gej^Srt mi) ber SaU/ mnn m em ganje 3a^I ifl; er 
ent\ptid)t ber TinncifyttH qs=i« 

(&t^&lt hingegen ba$ ^robuct mr tn fetner etnfac{)jlen ©eflalt 
eine rationale S^i^nimtt bem 9?enner 2/ waö ftcf) bann ereignet/ ivenn 

_ ^ « 

m SS Z. tfl; unb r burd^ q/ nic^t al^ec burc^ 2q jtc|) t^«t(en Idpt^ fo 

wirb C05. mrjrsso wnb «7i.mr^B=+ i, je nad^bem*— — eine 
gerabe ober eine ungerabe B<t^I bebeutjet ; folglich 

CO«« m (r sr -f- a) ss: Ij! sirumaf *wi, m (r ^ -|- a) =a + co^^ma, 

IV. Um C08.m(y7c + a) unb «rt.m(r?r + a)/ wobei oc pojitio 

itnb nic^t großer i{i aB - / in Steigen ja oeni^anbeln/ toelc^e nac^ ben 

^otenjen oon co«. a ^ ober falld a ntd|^t f (einet ifl ald bie ^alfte einea 

£luabiranten / nac^ ben ^otenjen oon ^^fil georbnet {tnb/ gebe man 

SW» OL 

kern aSogen mr + a bie gorm 
unb eft ivirb 

cos» m (r« 31 ^) = <^^*» cos. m i - — a \ 

, . m(«r+i)7c . /« \ 

-j- sift^ — ■ j sin. m f - •— a 1 , 

sm. m ir» T a) 5= sm» = cof. ml--— a } 

COÄ. sm, m ( Ol/ 

wobei ftc^ co5.m f^ — aj unb 5m.m f^ — a j mittelfl ber gor- 
tneirt ber oorj^ergejenben 53orIefung burc^ sin. f^ — a^ = cos^^a, 

unb wenn a nic^t Heiner, alfo - — a nic^t großer ifl, al$ 7/ burc^' 

^ 4 



•«• G - ') 



sm 

(. = -T-^ auabrüdFeu laflfen. 
n \ sin.a " 

@e|( matt j^ter rsso/ fo $at man inddefontfr« ; 



Ml 

mit /ic \ • • "*w . /ic \ 

cos,ma 2=5 COS. -— cos. m I - — a 1 -|- sm. — sm. m f -— a 1 / 

mir /ir \ miz . /% \ 

fut, m a tss sm* — co^. ml-- — a\ — cos. snn. m ( - — a 1 . 

3fl m eine rationale 3al^I == ? / ipobet p/ q feinen gemeinfd^aft« 

liefen §(ictor l^aben/ unb fann ar + i burc^ q oj^ne Stejl getl^eilt wer- . 
b^ti/ wad nur bann ange|it/ wenn q ung^rabe t|t/ (o folgt/ wenn man 

—=-. = t fe^t/ wobei aud^ t ungerabe fe^n muß: 

ni(2r+i)i? ptfc . . m(ir + i)tc . ptic 

cos, ^ =3 COS. =— - unb sin. "~ = sifi. ^^ — • 

a a 2 a 

S$ fommt nun barauf an / ob p eine gerabe ober eine ungerabe 
3a^l ijl 3w wjlen galle wirb miX^ =s o unb cos. 2-J!= + i / je 

nadybem ^ gerabe ober ungerabe auafddt; tm jweiten %^t wirb ^ 

co$. ILIl CS o unb sin. £-2 s=3 + t f je »<ic^bem - "" ■ * gerabe 
ober ungerabe ijl ; foIg{i(^ ^at man im erfien S<(Ue 

C05« m (r jr + a) = (— i)* co«. mf- — «)/ 
«/i*m(r3r + a) es Ijp (— i)* 5m.m ( - — aj, 

nnb im {Weiten : 



r. ni(r3r + a) ass + (— i) * *£/i. m f - — a j 



sin.m(rx + a) s=s ( — i) * cos.mf^ '^ aj. 

Unter bem erllen biefer %&Ue tfl au^ jener begriffen t wenn m 
einen geraben / unb unter bem {Weiten jener/ wenn m einen ungeraben 
Sanjen SBert^ beft^t. 

SDIan fie^^t alfo / baß fltl^ bie 2(uabrfldPe für cos. m (r «- + «) unb 
*m.m(r3r + a) nic^t t)ereinfacl[)en laffen, wenn m eine rationale 3ä^I 
mit einem geraben Stenner bebeutet. 

Y. £)ie S^'t^melu/ weld^e cos. ma unb W/i«ma/ faOd m eine ganje 
))ofitioe ober negattoe 3a^l if}/ in begrenzten/ nac^ ben ^otenjen oon 
cot.as:zj georbneten ^ol9nomen barfieden / oerbienen noc^ eine nä- 
here Betrachtung. <Sie finb/ tok fid) mi bem fo eben ©efagten Ui^t 
ergibt/ wenn 5i/i.a=sx gefegt wirb/ 



1 



*♦ 
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für ein ^erobe« in: ^ 

m • ' • 

(8.)co,.,aa==(-.v[.-_y^ + --l^y*-......], 

(82) «n,maci=( — 1)' x J my — _-, ja^^,.^,, 1 . 

«nb für i\\\ «ngcrabe^ m: , . . 

m — I « 

(83) co^.ma = (— r) * [^my — ^ ^ 3 y^ + .J, 

£)a co^. (— m a) = coj, m a «nb «m» ^ a) £= — sin^ m a t|l ^ fa 

n^erben mir m bloß atö eine ganje pofttit)e 3a^( betrachten. 

' ?egt man ben ©Hebern bea 2(ndbrucfe^(8i) tjonber ßinfen ge* 
^en bie 9ted[|te nac^ ber Crbnung bie Seiger o/ i/ 2/ 3 • • • « bei/ 
fo ifl bad bem Seigtr r juge^orige ©lieb , ba ed mit + ober — oer- 
bnnben erfc^eint/ je nod^bem r g^rabe o]>er UHgerabe i^ < isit 93(;rikf« 



m 



pc^tigwng be* allen ©liebem gemeinfc^aftlid^engactoraC— 1)' offenbar 

^ '' * 1.2 . 3.4 '• 5 . 6 . . . (2r — 3)(ar — 2) (2r — i)2r ^ • 



m 



2)aa le^te ©lieb bkfea 2(uabru(fe6 fii^rt ben-g^fl^f — > fc^reifct 

man nun fammrtid)e ©lieber beffelben in oerfe^rter Drbnung, unb gibt 
man benfclben ^on ber iünfen gegen bie Sted^tje neuerbin^a bie Seiger 
O; 1 / 2/ 3 . • •/ fo erhalt man baö mit bem Seiger r t)erfe|^ene 

©lieb/ menn man fn ber obigen Sorm r mit r oertaafci^t. IDie« 

fea ©lieb ifl alfo 

^ ^ 1.2 .(5.4 • ö. 6. . • .(,m-2r-3X™"2r-2)(m-2r-i)(m-?r)' 

!Ru3i tfl/ iveil m eine gerabe Ba^l babentet: 

ferner m* = m • m = 2 ♦ m • — . 

xn* — 3» =. (m + 2) (m — 2) =; 2» ^1^ + ,^ ^!J _ 1^ 

m» — 4* =5 (m+4) (m~4) ='2* ^ 4. 3 j /'l^ _ ^\ 
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m» — ^m— ir— 4)» ea<9m-^ar— 4) (ar-f.4) n 9» (m-.r^«)(r4.3) 
m» — (m— ar— a)» » (am—af ~a) (ar^-a) »= a» (m— r— i)(r4-»)/ 

-, m» (m« - «I) (m» - 4*) « ■ • • [ma - ( m » ar -3)13 
i.a«.^ c> . 4 • 6.6.... (m - 2r- i) (m- 2r) 
m(m-rM)(m- r*a);..(7m-f a)(7m+i) 7111 (710.-1). , . (r+2)(r+i) 

*•* * o \* (m-ar-i)(m-2r) 

m(m-r-i)(m-r''2) . . . * (m-*2r4-f) 



• • 



»oöon man ftc^ burc^ JRebucttön bec bdbeit legten »röi^e auf rinettet 
{Renner leidet uberjeugt ; baj^« ^at man 

/ •>«-» ^'^ (m^— 2^) ^'^ 4*) [m'ij^(iii — »ar— . a)al 

i.a . d.4 . 3*6 .... . (m— ar — i)(in— ar) *^ 



. . in(in— rr-i)(ni — r — 2>.. . . .(ro-Tar+ i> 
!•! • o • ß » • • r 



•r^— I «roi'— tr 



y 



• 4 

Ate aUgemetne gotm ber ©lieber bea attabrucfea (88) 1^, mnn 
man benfelbe« wn ber Zinfen gegen bieSlec^te bie Seiger o/ i/ S/ 3...« 

erfjetlt: 



m— i 



* 1 . 2.3 . 4*ö (ar— 2)(ar — ») ar(ar-j-i) ^ •• 



2)em legten ©liebe gej^drt ber Seiger ; um alfo^ bie ^ß«' 

ber bed ermdl^nten ^KuabrudPed tri mFej^reer iörbnung mit ben Seigerti 
0/ 1 / 2/ 3 . • • . gu erl^alten/ muf man tii)er|^ait))t t mit ^^ •«- r 
»eme^feln. ' 2)aa ©lieb/ weld^em iaUi ber Setger r ju S^eil wirb/ i(l 

*i.a.3.4*^**** (in-3r-3)(m-»ar-a)(m-ar-i)(iii''ar) ^ 

<^ier l^at man/ n)eil m eine ungerabe Sa^I oorflellt: 
ferner m* ^ / « a* (I^) (=LZ^ 

tn* — (m — *r— ^4)* tsa a*(m — r-^2)(r*j-ö) 

in?— ^i-^sr— ^a)* ss t't(m--^r — i)(r-f i)/ ; 






/ 
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ro(m^iw>0{m— r--a) .... t(^+i> T(m— i) « > . (r + a) (r + i> ^,^,^. 

m (m— r— i) (m— r— a) . . . . (m—ar+i) ^ * 

i»a.S • 4*3 *• ^ 

/ s«-,-, m(m^— 1^) (m«-~3^ .... [m^ ■-> (m -^ «r — a)^ ^^^^ _^ 

V *^'" 'i.a.ä . 4-Ö (m — a?--i)(m— ar)^ 

iii(m — r — i)(m — r — a)...(in — ar+i) ^^ 

SRan fantt alfo bte 2[it^brücfe (8i) u.ib (83)/ wenn man i^re 
©lieber tn Derfe^rtet Orbnung ouf einanber- folgen U$t, in einen jit« 
fonuneniiei^en/ unb für jebeö ganje pojitioe m - 

, . ... in (in — 3) - , 

(85) cos.ma S3 2"»^» y" — ma«— ay«— » -j . a"»-^y«»-* 

in(m — 4)(m — 5) ^^ 

fe|en/ wobei bte ©lieber ber gormel fo fange fortsufu^ren ftnb/ U& 
man auf ein ©lieb flößt / beffen Sanier ben S^ctor o entölt. 

3eboc^ Knnen wir nic^t unterlaffen / jn bemetfen^ bap bi^ Steige 

* . , ra(m — 3) - 

«|nl— 1 yw» M-* XU 2"*"*^ ym— » j_, - g"**^"^ yni— 4 

in(ni — 4)('« — 5) Ä 1 

für ein ganjea jjojttioed m in baa Unenbltd^e fortgefe^t, feineaioe^ea 
abbricht/ fonbern nur innerhalb einea beflimmten- gnteroattea mit »er* 
fd^wiubenben ©liebem oerfe^en ijl. ga werben ndmitd) bloß jene ®Ii^ 
ber =0, beren (Eoefficienten t>ic UJufle aia gactor enthalten. 2)iefen 
©lieber ti entfprecfyen bie 3^'d^t^ 

a * a ' a * 

m+i m+i , ^m-f-i , 

ober — • — / — + 1 / — 4-3 ..m— 1/ 

a a • a 

je nac^bem m gerabe ober ungerabe ifl. £>te ©lieber/ welchen bie foU 
senben S^tfl^^ 

' {urommen/ ftnb/ wie eine einfädle Ueberlegung bea in obiger Steige 
^errfd)enben ©efe^ea lej^rt : ' . • 
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- . m(m4-S) , - 

m (m-f 4 ) (m4-5) ^ ^ , ._ ^ 
1 • t . 3 ' 

fb baf m<iii 9 wenn man bem Stlbong^gefe^e ber %siimt\ (85) nttbe' 
btn^ ge^orc^en tvoDte/ fleot.ma für ein janiea )>ofin>e6 m a(9 bte 
^mmt ber betben btvergtrenben luieaMiil^en Steigen 

(ay)~ — m (ay)*^» + .2— — — (ay)*^* + tC, 

barjleSen ntäfte. 

2[iif btefe(be2(rt geben bte Formeln (8a) ttnbX84) fät iebea ifktL\% 
fofittve m : 

(86) «a.ma«^(ay)---(«-a)(ay)'-^+fc?^^ 

1 . a • 3 (•7/^ + .-..^/ 

wenn mmt bfe ®Iteber ber Steige innerhalb benJtlnmmern fo n^eit fore« 
fe|t# bid eine« berfelben gletc^ 9Iua wirb. 2(uc^ ^ier ffnben bie obigen 
SBetderfnngen Vnwenbnng, 



MIM 
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9lcn'nse^ntc SSorlefun^. 

Ü'bft. einige ^oigeruttgen atiS ^xn (ärge&niffeti ber 



'«.>.' 



^w/te SIementar* ©eowetrie iel^rti bä? jeber Ätetdbogcti großer 
t|I/ oB feine 0ei^ne/ unb fo lange berfelbe.etne geimjfe^ bte ^aI6e 
^ertp^erte übertreffenbe iSrenje nic^t erreicht/ ffehier alö bie ©iimrae 
ber iu feinen Stibpuncten gezogenen Sangenten / r>on ben genonntett 
^uncter bt$ $^ t^rem:^itr(i(;fd||nin$))unete gerechnet. C^ fa(ll alfo auc^ 
bie ipdifte jebeö folc^en SBogena jwifc^en bie ^dlfte feiner ^^^«e^itnb 
eine fetner Sangentem ^(l äw ein mit bem ^albmejf<r i befcl!)riebener 
Sogen/ fo tfl bie J^dlfite feiner &e^ni'=sin.<a, vmh Wie man leicht 

pnbet/ jebe ber beiben Sangenten c= ^ baber iß unter ber 53or« 

.CO*. U 

' • * sin w * * * '* * 

si/i. <o < CO unb — — > CO , 

Yc sin. w ^ - ii/i. ci> ^ 
alfO < 1 unb > C05. CO. 

Sei bem unenblic^en 2(bnel^men uon co ndj^ert ftd^ cos. co oj^ae 
Snbe ber Sinj^eit / bal^er mxb 

.. sin, b) 

b) 

unb man barf bemnad[^ einen unenblic^ flein merbenben Sogen feinem 
@inua fubflituirem 

2)ieß t)orauagefe^t/ fdjmben wir in ben ^ormeln (76) — flatt a, 
fo ^aben wirs 



cos^ ^ ) i : ( sm^ — I i cos. — 1 

m/ 1.2 \ m/ \ m/ 

. m(m — i)(m--2)(m — 3) / . « V/ « \«»»— 4 

•t- -;: ^- r ! — ' 1 sm. — 1 ( C05. — ) — it 

/ . « \ / « x««-» 

m(m — i)(ni — «) / , « \^ / a \m— 3 . 

^ ^ ^ —-^—(sin. -) (cos. -1 + K. 
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Sßtrb l^ter m ttnenfelic^ 9^^.h.9^\9 — un^HbUcb tUittf fo ergibt 
f(d^/ tt)enn man auf bie ©renjen utier^e^t: / ' 



■ ». »< 



1.3.3 i«ä.3.4*^ i.2.3.4*5^.7 ' 

. •.....'*',. . . . i ■ '„ . * 

2)iefe Sornteln gelten für jeben SOBertl^ »on «/ weif/ ime groß 
au^ immer a fepn mag^ bo£^,n)j( eö bie Formeln (76) forbern^ jule^t 

•1 < ^ wirb. ®ie bienea jaj^.^ered^nung b^Q^^gt^ud itnb>ed @i« 

mid/ ipenn ber; 95t)gett gegeben ifi. 3|^re <£oiioergenj für ^bed a er» 
gellet an^ aue ber fönften' 93i>rlefung.' * ' 

<Sd tfl ferner ber ^weiten ber Sormeln (7t^ g$mdß : 

m'^^^Ly a . <^ y' ** a •. ä, • 4 . ö j**^ J' 
n^otei z 83 «m,a/ ysacof. a. gefegt mirb« « / 

Saßt man l^ier m lutenblid^ atüne^mett / fo näj^ert fic^ ^^^* 

o^neSnbe bemfiSogett a, unb y"" o§ne€nbeberSinl^ett/ unbmanfinbet 

»obet a notl^wenbtgjwtfc^eri — - unb +- f&Ut 

2)iefe SKet^e bient jur 93erec^nung beö fleinjlen / einem jJofltioen 
€ofmu9 ge^preiiben i8ogen$. fflnt mu^ man, wentt ber ®inu$ bett 
Softnu«, numaifc^ betrautet)' ilberjieigt, beibegiinctionen mit ein- 
anber terwed^feln^* unb >te .(Ergänzung bed verlangten Wogend jum 
iCluabranten fuc^en. 

©ej^t man - a i / f wirb a = ^ , unb man |^at tie oon 
Seibni^ juerfl gfefunbene 9tei^^ 
(89) _«i _- + ___ + ., 

tt^el^e ^wat conoergirt/ aber hod)^ ^ixt %erecl()nung bed Sert|^e$ uon 
ir ntc^t bequem genug ijl. 

SKimmt man icbodb in (88) a = -^ ^ Wofür r =s - unb 

yc= — f. alfo - c= -- wirb/ fo ergibt ftd> v 

a ♦ y V 3 "^ ' ' 



IIS 

6 " 7i (* ~ sTö + r:i; - fT3 + • • • •) '^'' \ 

(90) «==vil[«~ + ^-5:i +..••]/ 

wtl^t steige bei mcttem fcQneller conoergirt/ aB bte oor^erge^enbe. 
2D^itno(|^ ntuf man «ber {manitg ©Heber entwickeln / nm fk^ auf bu 
lehnte SDeclmalflene bed 9lt\ultaM verlaffen ju fpnnen. :i)t> 9te(^ 
tinn^ felbjl ^ibt • 

r sas 3^4159265358 .... 

9lit i^ülfe ber ^rmeln (87) ftnbet man 

■ ' 1 'i.a'i.a.i* i.a.ö.4 , 



e / 



p^el e btV ©runbia^I bea notdrltc^ett Sogartt^menf^flem« f)eiei<^tiee. 
(Sa ffl alfo/ menn man a-f-or )r ^att a fc^retbt^ ivobet r it^mi eine 
ganj e pofittVe ober negative 3a^( anjetgt : 

(91) cot^a -f- V — * sin.a es e ^ 

(92) l (cos, a -f- V/ — i «/». a) = (et 4- ^ r *r) \/ — !• 

Sn benfelben Stefultoteu fu|^rt anc^ bte ®(etc(Min$ 

CO*. a •{- v^-Ti ^f/t, a == [co*. m (a-|-2r^) -(- y ^^ 1 «i n,iii{a-|-2rx)] # 

I9en« man m nnenbltc^ abnel^men \i$U 

^'i( formet (93) gibt ub^r bie Statur ber Sogarttj^men ivic^tige 
2ftiffdS>Iüjfj. 0e^en mt tn berfelbfn as==Q/ alfp coe.ac3:i/ $in.a^Of 
fo ^aben lotr 

fö ^i^talfp ber eogarit^miia ber ^ ofttioen (Sinj^ett un;nbli4l ^^'^^^ 
fßejTt^e; einer berfelbe»/ ndimlic^ jener/ melc^er ber 2(nna^me rsso 
tfitfptidit,^ tjl esso/ tinb bie übrigen f!nb imagin4r. 

0.e^en »ir aber a==3r, fp j^abeti wir co^.ass— 1, f'/^.«««» 

ISa $at ii4mfi(^ be)7 Sogarit^mu# pet negativen Sin^^it unenbK<^ 
pi$Ui aber brpp imaginäre üBert^e. 

3ebe 3a^I ± a f ann ala baa f^robnet von jh 1 mit a betra^^«^ 
»Wr^W j ba^?r tjl 



■ 1 

I 



119 

Ire aBgemetne gorntel «Der SBcct|e U9 Zo^atUfyxiui Ut S^j^I i: ^ f'n 
»elc^ec i(+ i) in ter fo el^en tiac^geU^tefeneit SJielbeuttgfett ju nehmen 
ifl. Sp^an ffe^t^teraud/ i^af je^er 3a^( uitenblic^ meU Sogartt^m^n 
ge^ircn/ iv^oon oket , wenn bie 3<i^I pofitto tft/ nur etnet/ linb U>enii 
fe negatio ifl/ feiner #tn€n reellen SSBert^ beft|t. 

£)te ©(etd^ungen (91) unb (93) fuj^ren auf merhoürbige mtalpti* 
f(^e®ebtlbe. @e^t tttdtt g: 13. in (91) asa^ -^ fott>trb «oi.aB8o^ 

l/n. <ie=| , folglich 

(4r+»)«t 



v/rr« 



v=; 



e 



5. 



unb menn man Uihe Zueilt biefer ®Ietc|iang in iSejug auf ben (ixifo^ 
ntnUn y^— i potenjtrt: 

(4r+i)it 

fRimmt man in (91) a pofitw unb negativ/ unb r=so/ fe tt» 
^U man bnrc^ SSertnubung ber bobei fic^ ergebenben ©lei^fungen : 

(0) CO^.a CS "^ ■ y 

«m.o = ,_ ■ « 

Saffen ivir in bejr ©Uf^uiig (78) ndmit(^ in 

[« - - f ' * = + 

tfli SRuUtpficatot m. unetiMtd^ «(neunten/ fo er^aUefi tote itfcgen 
ftm, 8= a s:; ^rc« sin^ x , mnn t»tt unter Are. «m. x ben 

m 

Heinfien $Bogen Derflej^eu/ beffen.&inud <=:x tft/ 



ii/t«ma s=s mx — • » ■ _ ■ »1 X"* «f- M. i ^ i ' I X* — ^tC* 

• i . 



/ ,. . , y I * • ' • I i'i«3»3 - I 1.1.3.3.5.& , , 

(94) ^^«^♦""'» ^ '+713^ +T:iIT6* "^ ..,.3.4.5.6.7 ' + ^' 

+1 «, l.O »i 1*3.9 AI 

2.3 >s.4«i ■s«4*6.7 * 

2(ttf bemfelben fSBege f üben u^ir mit i^tUfe ber ©lei^^ung 

(80) sin.ma=sT\ mx ^^ t^^^A ^ ' , x^— m. I 

•'L i.a.3 •1.2.3.4.5 J 
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«« fep in J>er goritifl (78) « » |/. fo «rgi6t (i($ 
I^ie Steige innerhalb ben ^tammern ^at iU Sorm 

, I «g , a(ci + i)ß(P+i) . 
~ i.y ~ 1 i a . 7(y+i> T ^ 

fi4^ ba^er nac^ ber Utannten Formel fummtren. 
SWan jfiibet ; ! 

{?a{fets mir ^n m unenbltc^ nein toerben/ fo folgt/ wegen 



sin, — i 

Um» > =5 - nnb 

m a 






ba|^e( 



(^ -^- "(=)•"(-?> 



9 



ober/ toenn man « flatt ~ fd^retbt : 



m 

uz 



9?utt tfl/ ber in ber neunten SSorlefung gegebenen SrfWrung ber 
gunctton n(z) infolge/ in S^ejng auf ba? nnenWfd&e SBad^fen ber gan» 
|en))pfuioett34ln; 



» 

^^^ ^ ''^^ (t*f i>(zif-a>(H^%\ •^(frfri)^ ' ^-'^'» '^^ 

1100} — : — » — SK am, — t ■ V-* ^ 

^ ' ^' -ym^Äss - (ifc-»9 («a^^^j (31^-2») .... (n«— e«) 

ober 

Sie ©Uic^una (97) Wßt fl($, ba »egen 

. ir(z+,) = (z4.4Ä(2)' 

«u^ unter ben ^ortneit .• ; 

(10a) V* =»(— i) *='*Ä(i).' t>prjl«aen. 

2(ua biefen/ t»ie and) ciVi$ (loi), i^enn niatkbafelf^fi z=:{ an« 
«immt/ folge iet tnerfmärbjgei' eon IBB a 11 1 d jiti^ll' gefunbene 2(tsebru(f 

@e^f matt in (t<^*> 7 — z floü z/ nac^bim man bie bort ^ärftn« 
kid^n ;&ifejetiien ber A^^^^r'^^^^tn t^re einfachen S<^ctore'n {erlegt l^at/ 
fo erjalt niÄn :i . - . \ * 

_« 1.3.3.5.6.7 X * *v/ 4 ,\/ 4 ^\ 

S 9.a.4.4.6.6....^ -T-^^ ^ yy jjg y 

folgltd^ loegen (io3) : . 

(104) cos.^z = (1— 4z»)(^i — -z»)A — Aaa^ 

2)te.unenbltc^en $actorenfolgen(ioi)/ (io3)/ (104) ftnbjwar 

}iir i6ered[|nung oon sin^nz, -> cos.nz tj^rer geringen Sonoergenj 

loegen nic^t anttenbbar/ jeboc^ fonnen fte/ loenn edftc^ um bie Soga« 
rtt^men ber genannten ©ropen ^anbelt/ mtt93ort^etI gebraust werben« 

©0 tfl j. ». 

(105) l«/i.3rjB=Zff + /z + /(i^zO + /(i — ^}+i(^t — -J 

+ <-S) + 



• • • • « 



12a 

f^Ifiltc^/ Wienn man Me 8oflArtf(meii ber fiStnome mid^ ber $ormeI.(6) 
ber achten SJorlefund eiitwüff ft/ uitb na^ ben ^otenjen t)on je orbnet/ 
«Rtf r ber ffioran^febong s < i : ^ 

(.06) lrfii.««l*+&i -«»(. + 1 + Ij + i. + ) 

"rO+i? + 3^ + ^ + ••••) 

— tc. 
Sie ©leic^ung (101) ^iit tic^ 

z \i—zJ\t+zJ\i—t}\i+tJ\^-zJ\Z+tJ"" 

<S# fe9 7 — zc=;x/ alfo jesz-f z/ fo ^at man 

<">«)=^=s^K'+y('-^X'+i^x-Ä>< 



«■ 



■N 
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ober ben ®ehtau^ ber SÄotvte'ft^en^ornKl lei 
ber ©ummirung einiget Steigen. 



1. wd fepen bie Stti^m 

-j- x"-» CO*, [a -[- (n — 1 ) ß] unb 
«n. a -j- X sin. (a + ß) + x* «/». (« + ^ß) + x^ «/i, (a -J- 3ß) -|- IC. 

^x»-» *m. [a-f.(ii — »)i33 

{u fummtren. 

@e|t man bte Summe ber erflett b 6» , unb bte Stimme ber 
jweiten =T«, foj^atman: 

4- ** [^^*- (« + 2ß) + \/^^ **'*•(«+ ffß)] + **^' • 
...• 4- X""" [co«.(a+(n — 1 )ßH-V^» «ii.(a+(n— i)ß)] 
=3 (co5.a4* V — * *wi.a) [i -|-x(Cö5 ß-f-V — * «'i.ß) 

4- ^* (^^*- ß + \/^^M^ß)* + • . . . 
. . . . + x«-> (CO*, ß + v/^«/i.ß>»-»] 

tt^enn man n^mlic^ berfi(fj!d[)ttget/ baß allgemein na^ (66) 

C05. (a-{-rß) 4" V — " «n*(o4-rß) s= 
ssa (co«. a 4- \/ — 1 */«. ä) (co*. rß 4" V^ — ^ **'*• 'ß) ' 

ttttb ber 9)? 1 1> r e'fd^en gormel gemdß : 

Cos, r ß 4" V' — * **'^« r ß == (co«. ß -|- y — ' **'*• ßY ^1^* 

SSBir l^aben ed nunmehr bloß mit einer geometrifd>en ^rcgreflion 
{tt t^un / unb ftnbeu/ ber belannten Summenform^I iufolge: 

x" [CQ*. (g + nß) -f V^^ Jw. (g + pß )] ~ [cos, a + V^IT, 5m> «] 

X (cof. ^ 4- v^^ sin, ß) — i 

x" COS. (g 4- np) — - eos. ? + yCT, [x° ^x/i, (g -|- »ß) — -y*^- ^3 

^^ X cos, p — *i 4* V^^i xiwt. p 

S9;uUipIiciren H^ir ben B^Ut unb ben 9?enne( biefed S&ru^f^ej) 



ftstt « con.^ — 1 — \/^ . ^>m. ß/ fo terwanbelt flc^ ber Kenner in 
bte @tttnnte ber {wet Ouabrate 

(x'eo^'l^— -i)* unb x^-kw.^*/ 

ff^fi^? jiebetiett eitlem. reeDie j3i:£pe fepn mitp^ itnb w^ auf bie. Si^m 

gebrad^t »erben fann; ber Sanier aber bietet jtwl Steile bar/ wo^on 
einer reell unb ber onbere init bem goctor yj—x verbmiben tjl ; bem 
©0))})elfinne ber SEßurielgröße \/^ gemdp fann.Sn bem reellen/ unb 

Ta V^ bem fmaatniir'en Steile bea erwähnten aSrud^eS glei«^ gefegt 

»werben ; >a|^er erf^alten ipir nac^ gel^origer 9f ed^nung 

' , ' \ • - * « , . , . 

1 — 2 X CÖJ. ß + X» 
öttb 

Dbet 

^ ' x°+' cQ5:[a+(n->i)ß]-- x° coj.(a+np)—xco^.(<g^p)+co^.a 
(109) ""^ i^axco..p + x* 

^ _ x'*+'^w.Cg+(n— i)g]-~x° ^mr(a+iig)— x5i/t.(oe— ll)+Wn.g 
"■^ I 1 — axco^^ß + X« 

wobur^ alfo bie ©ummtrung ber oor^eleaten £»et^en bewerf jleniget tjl. 
Saffen xoxx tnöbefonbere x= i fepn / fo ^aben wir ^ 

o cos, fa + (n—i) fl] — cos, (a + nß) — cos. (« — ß) + cos. a 

So g=Si . mJ ' ■*/ 

a (1 — ' cos. p) 

_ sin. [a + (n— . i ) ß] — sin. (a + nß) — sin. (^a^ß)+sin. a 

2(l — COS.p) 

3lun t|l ben gormein (48) unb (46) gemÄp : 

* CO*.[a4-(n-7- i)ß] — C05. (a-|-nß)=2«/i.i/3,st/^. [« + (« — 7)ß] 
,«m. [a + (a — i)ß] — <Jm.(a+"ß)== — ^sin.jßeos. [« + (0 — i)^]/ 

unb wenn man ^ier n=o annimmt: 

cos* (a — ß) — cos, a =5 J sin, f ß « «m. (a — f ß) 
«n. (a — ß) — 4m* «£:?' — ^sin,-^ß cos, (a — |^ß) / 

ferner «ac|i (38) i— cos.ß=2(5m.^ß)S folglich 

sin. [a 4* (11 — f) W — "**'*• (<* ~ 7 P) 



Sa = 



2 ^m. i- ß 

— COS. [et -|- (n — 7) ß] + COS. (a — 7 ß) 

isin.^^ 



tu 

9tebnctrt matt bi^ TlixtlbtA^e wiAtvmitS^tilfeHH fo eben ge« 
itaudften gotittelti ; fo ergibt' ft^ 

(iio) €OS*a -f. cos, (a-{-ß) -f- cos^ (a-f-2ß) + eoj.(a.f23j8^ -|^.; ;% 
..• + C05,[a + (n— i)ß]= ,^^ El 

sin* « -f- *i/i. (flt + ß) 4" sin. (a -{^^ß) + sin* (a 4- 3ß) + . • . 

mld)t 3\e\nlt.cde ftd^ jur (ogatitJ^mifcISien pttd)nund U^t gut, eignen^ 
unb bep^alb bei ber ^ctedj^nnQ iet ®tnu$t<^feln ^r 'SottttoDfe bunen 

Knnen. ' * •' - - • . . / ; 

linf a^nlid)c litt weirbeity rt>entt taaw fii bm obigen aUgeinemm 
gormeln xsss — i fe^t / btV Std^en ^'•'' * -* .,:... 

C0*.a-r-CdÄ«(Ä4-ß)+CO*.(a-(72ß) — COS.(a-J-3ß)4-... j^Coi.pa-|-(h— l}ßj 
swui-r«»^(«4-ß)-i-*Jf '?•• («4"^ß) — f^'^* («"|"3ß)-}-.«V + sin* t«4"('?~*"" )ß3 

fiimnujrt. . SRan ftnbet bie ® umnte ber erfiecen ..... \ 

ie nacbbem n vnaerabe ober Qtxohe iß ; unb unter benf elben Umfijnben 
Me Summe ber le^teren 

cos 7 nß . sin. [« + ^ (" — ^ ) ß] s '^*'*' "i" ^ß • ^^'^' C<* 4" T (>^-^*) ß] 

. . . . ■ , . . 

Sebod^ oerbient bemerft ju werten^ baß biefelben EKefuItate arxdf 
oud (110) folgen/ wenn man ß mit X'\-ß vertaufd^t« 

Hn$ ben Formeln (109) ftel^t man iUQUii), ia$ bte unenblid^en 
Reihen 

cos.a-\'XCos*(a^ß)^'x}cos*{a^Qß)J^'X^COS*{a'{'iß)-\^lC* - 
«171, a^xsin* (a ^-ß) + X* sin. (a -J- sß) -j-x^ w^« (a -|* 3ß) -f" ^e. 

conmgiren/ fobalb xnumertfc^ betrachtet fleiner ifi^ aU iit <£in|^eit/ 
unb baß 

eos» a — X cos* (« — ß) . sin. a — x sin. {« — ß) 

■I '■! I- I ■■ !■ • I unD ■■■ " -'■■' ■ ' ' I ■ 

1 — 2 X cos. p + 31* 1 — 2 X eos. P + x' 

t^re Summen flnb. ^mn ia bie J^inup unb €oftnüffe ik din^eit 
mV ju fiberjleigen oermögeu/ fo nehmen bie in ben angeführten %t>u 
mein oorfommenben ©(ieber 
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iui€nb(t<^ (Af wenn n unenMic^ grop wirb. 
II. 96ftta^Un wir ttnn bte Steigen 

«»••+(?) * «'*«(«+ßH-(") »* «o*(«+a|3)+(3 ) »* co«.(«-f3^)+te. 

«»•« + (T) * *»«• («-MH-(T) »* ««•(«+aß)+(3 ) «' *i>i.(a+3ß>fic 
welche entflel^rn f wen» man btV ®(iebec Ut Steige 

. + (?) X t (T) »• + (3) ^\+ = (»+«)• 

te^tel^utigdwetfe mit ben Softnujjen cos. a, cos. (a-f/3)^ cos. (a-f-aß) ic./ 
^er mit bett 0inu(fen «n. a / «m. (a-fß) / Wir. (a-f-sß) :c. mu(tif)Ii« 
cirt/ fo tote bief in h mit ben ©Hebern bet geometrifd^en ^rogrefpion 

Z)ie ^ier vorgelegten Steigen ftnb/ toenn ber numerifc^e SBert^ 

von X bie Sinj^eit nid^t erreid^t/ immer/ unb loenn xs-f*^ ^^^^ 

xes — 1 tfl/ nur unter ber 93orauafepung fummirbar/ ba^ m eino 

}»ofitroe 3<^!^I oorfliOt/ ober im erflenSaDe^ ndmlic^ fnr,xc=^ 1, m« 

' nigflena iioif4)en o unb — 1 liegt, ^tnn bie 9tei^e 

■' (T) «' (D .-, (?) 

eonoergirt nur unter ben fo eben audgefprod[|enen SBebingungen / unb 
bie 9)fuIti))lication i^rer ©lieber mit ben Softnuffen o^er 0inuffen be« 
f^rbert i^re (Eonoergenj / o^ne jebodd bie tttoa @tatt ftnbenbe :&ioer« 
gen} not^menbig {u oer^inbern. 

JBeieid^nen*toir bie @umme ber erjlen Steige burc^ P/ unb jene 
ber {weiten burc^ Q / fo loirb 

P4-<^^ sss (cof. a 4. vCT««.a) Fi +^™) x {coa.ß^^^ sin.ß) 

+ (™) X» ico».ß+V^sin,ßy + J 

*jc=: (cos. a -J- \/ — 1 sin. «) [ * + ^ (cos.ß -f- V — * «/i.ß)]* • 
<S^ fey 1 4" ^ cos.ß = R COS. unb x sin. ß s= R sin. 9/ f^ 

il^at man , . R s» V( » + « cos. ßy 4. x» sin. ß» 

s= ^1 -|" 3 X cos ß 4* xS 



A • « « • « 



f 

r 
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S)A i+xeoi.ß nie negatt)) werben fanp/. iveiiit it bie (Einheit 
nic^t u(^ertrtfft/ uvib ed Immer erlaubt tfl/ R pofitio aniitne|^men / fo 

wirb aU ein jwif^yen bte ®ren jen onb -f* ^ faOen^er ^oQtn fie« 

twc^tet werben burfen. 
®ir baben nun 

P-|-Q\/— issR^Cco^.Ä^j-v/ — 1 sin. a) (co#. -f- V^ — » *"*• •)* i 
ttttb ba jeber 9Bert(» »on (co5.0-|-\/^#i/i*0)- bwrc^ 

CO*, m (0 -f- arsr) -|- V — * **"• m (0 + «r^r) 

QorgeßcOt wirb/ wobei r eine ganje pofitm ober ne^atioe 3al^I bebeufet/ 

P 4- Q V^zr, K= Rm (co5.a + •ZT, ji/t.a) [co5.m(G-|-2nc) + ••^i Ji/».m(ft+«nr)J 
= Rm [co^, (a -f m (8 -f- arit)) + •— i «ä. (a + m (0 + anc))] j 

fotglicb/ wenn wir unter R" ben reeUen SBert^ verfielen / beffen bief^ 
$oteniflet0f4^igffls 

P = R» CO*. [a + »(0 + ««'sO3 
Q s=a R«» sin. [a + "^ (^ + *'^)]* 

!Da P unb Q ftcb um unenbli(^ wenig .dnbern # wenn z trat tttt# 
enblid^ wenig gednbert wirb/ wa0 an0 ber S5ef(fK^fen$eit ber burc^P 
ttnb Q DQrgefleUten Steigen mit Iei4^ter tDUi^ ju erfe^en tff/ fo tatm 
bie ganje 3a^( t 9on x nic^t ab^gen (oergL bte {iebie^nte 93orIef«). 
S^ rei^t alfo (ur ooQjldnbigen itenntni^ oon r ^iu/ ben ®ert^ biefer 
Sd^Ifur x=o ju beflimmen. Unter biefer 2tnna^me wirb P=co«.a/ 

Q:==sm.a/ Rs=t/ co5.0=i/ *m.0=:O/ alfo 0s=3O/ folgfic^ 
cos, a = CO*, (a «f- 2 r m )r) / *i>i. <s sas *m« (a-^ 2 r m t) / 

»aa nur 0tatt fnben fann/ wenn rm eine ganje Qa^t i% «i^teburc^ 

ttbilt man 

/ V P s= R" co*.(a + ™*) 

■ ^ Q=5 tt'"*m.(a4-m0) 

oI$ @ummenformeIn ber gegebenen 9tei|^en. 

CöfeptnabefonberextÄi, fo wirb R=Va(i-J- co*./3)=:+ a coi • - / 
: tootiet man / um R ))ofitio ju erhalten / ba0 obere ober ba0 untere Set« 

(i^en nel^men muß / je na<^bem cos. !> pofttio ober negatit» iji. J^iebnrc^ 
ttjÄt man 



Ihikca^ 



. >«8 



- . •• vv .' ,..-^! ^ ^ ' *^'P. ^ sa '+• «I». iß ri ■ 

• * 

' ff'^O^^^ ^^"" mnß Riefen SBebtngungen gemdp befltmmt: 

{112) COS. a+ (^)cö5.(a + ß)+ (^) cöj. (a + aß) + . . . == 

s= (+ a COS. i ß)«n C05. (a + mö) , 

. .=. (4; ? Sios. i- ß)» jyi». (a + in0). 

!Dtefe gormein ietgcn/. wie fee« reelle SBertj^ »on (J; aco*.^^)» 
burd[^ Softnuf e ober burd^^tnuffe oon^ogen au^gebrucft tytrb/ it^elc^e 
m etnit artt()mettfd^eri ^rogreffton fortfc^retten. 

©e^t man at=:m{XJ^r7c), ßv=3 — a(x+r3r)/ wobei A^jtpi. 
fd[)en o unb ^ liegt/ unb r eine ganje Ba^I bebeutet/ fo wirb/ j^ na^^^ 



•i 



bem ^ iwif^^n o unb - / ober jwifc^en - unb tc fällt : 

3 2 

C05. es ';j^.co^«%/ sm.tf =: Ip sin>^f 

olfo tm erflen gaUe »=•— a, a^- ni9s=mrjr/ unb tm jweiten 
Os^-A.^/ a4*m* ==Bni(r4-i)«'. €0 Ift bemnoc^ / iwmiXjwi» 

fc&en o unb - fäQt; 

(1 13) «a5.m(X-H*«)+(^)*w^.(m— 2)(X+r«)+/^)co5.(m— 4)(A+r^ 

' =: (2 cos, X)« COS. mti: , 

. = (2 coj. X)™ ÄiVi. m r jr ; 

unb wenn X {Wif^en - unb x entj^otten if! : 

(ii4) Cö5.m(X4-wt)+('^)^^*(™-~2)(^+^'f)+(™) C05 (m— 4)(X+r«)+.M» 

s= ( — 3 COS. X)« C05. m (r + i) TT ^ 

4*/t»m(X+rflt)+(^)'^''^'(™ — 2)(X4-r«)+(T)^"**(™*~"4)A+nf)4-««»= 

r= ( — 2 c(?^. X)n> 5«/i. m (r 4- 1) «• ^ 

@d[^retbt man l^ier ar flatt r/ unb bebenft man^ baß 
{:d** 2 m r «r •!- \/~"i 5m. amr^r jeben SBertJ von i*"/ 

co5.in(2r-}-i);r-{-V — isin.m(ar'^i)ic jeben SBert^ oon ( — i)*"/ 
tinb (2 coj.A)" , !• jeben SSBertl^ oon (2cos.x)^ auöbrucft/ fo laffen 
fic^ obige gormeln in fotgenbe {ufarnmenfie^en / mlä)c fämmtltc^e 
SBert^ oott (a cos. ^t)*^ angibt : 
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(ii5) (« cos^ 1)™ SÄ COS. m(X + ar«) + ( , ) cos. (m — a) (X + anc) 

*+ (T) ^^** (""-"""4) ft + ar«) + . . . 
-)- /ZT, I «Ä. in(X-{-aric) + ( j ) «^' (m— a) (X+arir) 

Wobei matt btV SBurset^rdp^ V^ mit f^eibeit 3eici^^ nej^men tann. 
Ubrigend tdßt ftc^ jebe ber Formeln (ii3) unb (ti4) ju ^iner oQgemet« 
nen X)arf}etlun3 oDer SBert^e ber ^otenj (ä co^« A,)« gebraud^en/ wenn 
manbicfelb^ mit bent allgemeinett 2(udbrucf^ oon i*^ mulfipltctrt* 
0e$t man m ben ©leic^utigen (m) xsss-^i^ fo ftnbet man 

ßs=! ^2 ( i — CO«. ß) =i + 2 «/i. t ß / j^ nac^ibem «m^^ß ffofiti» obet 
«egotiotjlj fernet 

di — C05. p ^ • » o 

Hh2«/i.|-p — 

«Ifo ^ • 

• (ii6) m.ä *^ (^)cöS.(a + ^) + (") coif. (a + a^) - 

= ( + a jrrt. 1 ^)ni cö*. (a + m 6) ^ 

«/i, ä — /") 5i/t. (a + ß) + ^™) ^/ä. (a + aß) ^ . * 4 =s 
= (+ a ^iV«. i. ß)«« sin. (d + iii 0) ^ 

^Aijt Sormeln jebe teeOe. ^otenj bed ®inud etne^ ge^ebetten VSodtni 
^arßeaett / unb biefelbeii ^ubflitution^ti ipecUUtt ^m^t fik a unb ß 
iiilajfeR / bereu wit Uni oUn bebierif ^aben< 



* • • 
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1 



6in unb jwanjigjlc ^Sorlcfun^/ 

über bte anbeten in bet 2(nalpfid gebrciud^U^en 

- ÄreUfunctionen. 



Mf\ebfl bem ®tnu6 unb Cofhiud bebtenen fi^ bte ^CnaTpfiett^ ber ' 
ZbtutiunQ unb leichteren lt6eift(^t bed SaIcuU wegen ^ noc^ anderer 
Snncttonen bet mit bem ^albmeffet i befc^tiebenen ^reidbogen« @ie 
finb bte Sangente unb Sotangente^ bte ©ecante unb Sofe« 
e4nte/ bet @inu$Detfud unb Sofinudoetfud/ unb werben [ 
twtd) bie.bem 8^ic^en be^ Sogen! t^orgefe^ten ^plben tang. (ober f ur^ 
i^ttg.)^ cot., 8ec»j cosec, sin.(fers., (705. ^«r^« an gebeutet« j 

{ 93etlangert man ben $um Snb))uncte etned 93ogen$ ge^orenben J 
i^albmeffet/ \>\$ et bte {um 2{nfang$puncte beffelben gejogene beru^«"* 
renbe ®cj:abe bur^fci)neibetr fo ^etßt ba$ @tucf btefet Serü^renben 
{Wtf4)en bem %erii^rung$)9uncte unb bem !Surcf)fc^ntttd))uncte bte S: an« 
g e n t e } unb bad @tu(f tet @(^neibenben jtvifcfien bem 9[RttteIt)uncte 
bed Greifes unb jenem Surc^fd;ntttd)}uncte bte ® e c an t e bed genannt 
(en 93ogend« 93errtcbtet m<ii\ aber biefelbe O))eration in Sejug auf 
eine burc^ ben Snbpunct be$ (im )fo[itmn ®tnne gejd^lten)- erften 
Ouabranten gel^enbe $6erii^rung6(inte/ fo ^at man bte Sctangente 
unb Sofecante eben beffelben Q3ogen6. 

SnMic^ wirb bad ®tucf bed erflen i?au))tburdf)me{]'er$ / weldf^^ 
iWtf4)en bem 2fnfangd))nttcte ber S3ogen unb einem @tnud enthaltet! l 

■ 

tfi/ ber @inu6üerfu$; unb bad @tücf be$ jweiten .^auptburd^« < 
meffera/ weld^ed jtt^ifc^en bem @nb))uncte bea erflen £luabranten unb 
einem Softnud liegt/ ber Sofinu^oerfud bea entfprec^enben So*;; 
gena genannt. 

Z)ie 93etrac^tung ber gigut lel^rt/ bap ber ^albmeffer mtt ber 
Sangente unb @ecante/ wie auc^ mit ber Sotangente unb (£ofccant& 
rec^twinflige Xtciede bilbet/ wooon bie ^ecante unb (Sofecante ii 
.^ppot^enufen ftnb« 9Ran l^at alfo für Un 93ogen a 

(117) seca^ ==8 1 4" %.a*/ cosec.a^ es 1 •{- cota*. 

S^mer ffnbet man mit Sp&ife ber erflen 2(nfangdgrunbe bet ©eo 
niettte bte Gleichungen : 

(118) iin^a SES cos,a . tg^Of cos.a =s sin.a • coUa'y 



r 
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(119) sin.pers.a c= 1 — 1. cos.a, coi.f^ers.a c= 1 — sin.a; 
Unb ^ 

(120) sec.a,C0Sia^=: i , cosec.a^sin^az=:\ , tg^a^coU a=3 i • 

(121) tg.a=sin:a , ^ec.a, co«.a=co*.a . coseca, sec. a=:tg. a ♦ cosec. a • 

welche Unteren ©letc^ungen j]d), tt?enn man will; aud) au^ (117) unb 
(n8) bilrd^ eine leiste 5»erf)nung ergeben. 

giir ben dakxü ifi eine genaue Äe^ntnif ber \viä)tisflen^ iititfd^eh 
oCen Ärei^functjonen beflej^enben EKelationen unentbe^rlicl|l. SBir wol* 
len juerfl jeigen, wie iebe biefer Functionen burc^ jebe ber übrigen 
«uögebrücft wirb / wobei wir ieboel^ beif ©inua^erfud unb dofinnaoer-- 
fua öuper ad^t laf{$nr weil biefe . Functionen nur feiten" gebraud^t 
Werbern • , 

Äua (117) folgt secia=z\/i^tg.a^ unb /^/tt=v'*^c.a* — u 

2(ua (120) sec. = — ^ e= ' .. <P-. a = —1^ 

' Ate (121) ^m.a = -ISJl = -^::J:,L=i = Y-f^l^JIil . 

ateari ijl nun im ©tanbe, fofgenbe ®letcf)ungen aufjiijl^aen: 

I« sin. a. = 

i-^ ^ ^gj^ ^ 'y/y^c.d'^ — i - 

V 1 C05. a* =- — = 



Vi+tg.a'^ V/'i+cöTä^ ^ec.a cpsec.a^ 

II. f^. a = 

sin.ä V^'—cos.a- 1 /^ = i 

. _===:= =*: — -^=: V^ßC.a^- — 1 =r- _^ 

. Vi— ^i/t-a* ^*^^-« ^^^-^ V^^ca'-i-i* 

III. ^ßC« a c=s 



* *y — r r v/i+cof«^ 



cosec. a 



Vi— ««.a» CO«-« ^ Cöt.a y/Wca»— i* 

• ■ , ■ * • 

2fu9 ben ©lei^ürigen (üS) unb (120) errettet, ba^, fo wk 

sin. ( aj isncos. a unb cos, (- — a J =5 sin^ a ijj/ 

aud^i %* r a j =3 coti a unb coi. /^~ —i a j ==s ig^ a, 

*^c. ( - — a\ = cosec. a unb cosec* (- — aj = jc. tf ' 

fe9n wuf . 2>iefe Mefuftater, auf bie gormefni., U , in. angewqn^t/ öfben 



9 * 



te.-^^i 
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IV. COS. a = . 

, / , ; 1 CQt.a 1 V cosec.^'^ i 
VI — $tn.ß^s=i g= -s== = . 

V. cot. a SS 

\/i — sin.a? cos.a i i > / ^ 

. — =====?= =3 ■ i ' "^ßosec^a* — I, 

Vf. COÄ^C. a t=3 

^tn. a . C05. a i . i 

te,a tes— ^ coUa es * tec^a cza . casec.a = -: — - 

ooir. a sin» a cos, a sm, a 

ift# fo finb iie Sangente unb (Eotatt^ente etned 93ogen$ ))ofttto ober 
tiegatio/ Je nad)Um ber®tnud unb Softnua beffelben einerlei ober 
9erf(^tebene Seichen l^af^en ; bad 3etcf)en ber @ecante hingegen fümmt 
mit jenem bed Sofinud/ unb baö Seichen bet Sofecante mit jenem M 
&inui uberein. 

r 

Sie SteTationen jwifc^en ben Functionen eineö ^o^en^ fuhren 
Auf analoge Sormeln für biefen Sogen felbf}. Sin 33ogen / beffen 2>u 

nu$ =3x ijl/ bat bie ZanaenU _ bie ®ecante - ^ bie 

Vi— x2 Vi — X* 

(Eofecante - u. b. 9L5 ferner ein »ogen, bejfen Sangehte =x \% |^at 

ben 0inuö ■■ , — f bie Sotangente - u. f. m./ welche ©ejte|^ungett 
V 1 +** ^ 

fo audgebrucft iverben : 

Ate. sin. X es Are. ig. ■ «=5 Are. sec* ■ ■ e=: ^rc. co^ec. - es ic* 

Vi— X* Vi— i* ^ 

Are.tff^x 8=3 i<rc. ii/i. . = Are. cot. - 5=5 :c* 

2(uf biefe 2(rt laffen fic^ eben fo Diele ©leid^^ungen für bie 93ogeit 
anfe^en / ate in 1. — VI. für bie gunctionen bargefleCt erfc^etnen. 

;Dioibirt man bie ©leic^ungen 

sin. (a^-ß) t=s sin. a cos. ß -{- cos. d sin. ß 
co*.(a-^ß) SS cos.a cos.ß — sin.a sin.ß 

bur^ cos^a cos.ßf fo er^4It man: 
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^ -^ COS. a. cos* ß cos.a * co^.ß ° i © r-^ 

/ -.o\ cos.(a + ß) sin.a süufi ^ ^ ^ 

(i23) !-£-- s=: .1 • ^ s=s t — tg,a . #jr.P/ 

^ ^ COS. a . coj. ß cos» a cos. ß ** o i r 

nnb wenn man bte erfle tiefer ©leid^ungen but(^ bte {Wctte t^ei« : 
(134) ^^.(a+i3)=-Jq+J£lP . 

di ffi tg.(r-ß) :ss -^ tg.ß, folglich l^at man auc^ 

(1.5) ».(a^ß)« /f;— ^^;P 

(126) CO«. (a +ß) =3 ^^^'VT^Ta' / wnJ> ^«««w« 

' '^ cot.a + co*«ß ^ 



. / Av ^of. a • cot. ß -4- 1 

Coe.(a-— ß) eai ^ !_U-.^ 

^ "^^ CO«, ß — cot. a 



2)en Soinseln (45) nnb (46) tn ber funfjel^nten 93orIefnng ju^ 

folfle tjl 

• I • o •*"!"? a — ß 

«M. a + sin. ß c= fl nTi, — »^ €0$. ■ ■ '^ / 
• ' • a » 

<i|i4 a — sm^ß BS a coc — !-i Alt. =-/ 

ia^e( ^at man 

/ V ^ 51/1. a + sin, ß 2 



sin, a -T **»• ß ^ « — ß * 

@tnb CK/ ß Stnfel etned £)):etedfed/ fvelc|ien bfe leiten a/ b 
gegenüberliegen , fo tfl 

51/i. ß b ' 

.Mgli^ A rnenn man ju betben Steilen btefer ®leid[)ung bte Stnj^eit at>» 
ki«/ unb fte baöon fubtra^trt: 

sin a 4" 5t/t. ß a + b 5m. a — 5m. ß a — b 

sin.ß h ' sin.ß "^ ""b ' 

^rf^ - 5m. a + sin. ß a + b 

Olfo, OUC^ -: ^- .■ ^ = --^ ; 

5m. a — sm, ß a — b 

Weg fü^rt auf bte ®Ietd[|mig : , 



- I 



*g- 


1 


fg- 


a-p' 
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(■»«)■ ^ 

ivelci^e «inen heUwnten trigonometrifc^en (e^rfp^ auöbrucft. 
3fl 7 ter brttte SEßtnf el tie\e$ £)retecFe6 / fo l^at man 

* + ß + y = ^/ ^^^^^«^ 

,^. f±£ « ,^. ("^ -^ 2) == oot. 2 unb 

(139) . %. — :- = ^^-p coe.-y. 

2>«fe®let({)iut3gtbtbtel^albe2)tffereniöerSJBtnWtt^ ß etnf*J)rep 
ecfei^/ menn bte benfefben gegenüberltegenben vSetten a/ b/ nebfi bentoon 
t^nen eingefd;Iof[enen äBtnfel 7 befannt ftnb; fol^Itc^^ ba man bie 

fialbe (Summe btefer SOBtnfel - — ^hnnt, bte SßJtnfel «/ ß felbfl. 

3 2 

Z)urcf) (Sombtnattonen ber ®Iei(^un9en 45 — 48 erhalt man o^ne 

SP7ü^e noc^ anbete S<>>^nteln / ivelc^e wir ^ter fugltc^ übergeben fonnen 

ga iPt «171. -'a SS 1/ — ^- — -^ unb C05.;a == V -^ , 

^ n X . I X 1 — COS* a . " I X I 4- CÖ^. OE 

^ -^ ^ • ^ 1 -J- COS. a * '1 — COS. a 

9}?u(ttpltctrt man Un ^S^Ut unb ben Snenner bea ^ruc^ed 
"" * ^ ein aWal mit 1 + eo$. a, unb '^a^ anbere SWal mit i — cos. «/ 



fo ergibt fic^ 

. ^ ^ . 5i/t. a 1 — cos, a 

(>3i) tg,\a = 



a 



©e^t man in (i3o) -^ — a jiatt a/ fo folgt 



aSermoge ( 63 ) ift V --^~ - — = r — -^— : — r-' \^^i 

** "^ '^ 1 — sm. a cos* i- a — sui, i a 

Itct) aud^/ toenn man a ftatt - f^retbt: 

(.33) tg. (^+a)t=, ""•" + '["■" =, ' +'g'. 
^ \ 4 y 0O5, a — sin, a i — tg*a 



034) 
(i35) 
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2)tefe ®Iet4lun^I4pt fh^ ott^ aüi (i«4) aMetten. 

Zu$ ber Sormel (i3o) ereilt man, mnn man na ftatt a fe^l: 

COS. 2a t=3 ' 7^ /' ^, , unb tteraud 



«ec. 2 a 



_ »+<g«^ 



1— fg.a» 

Sie (SUidjnnQ (124) aber gibt für asaj3 



^- »^ = ^ l^l'^a / f^'3^^^ *i* 



^g. «^ ' 



('36) 

(137) sec. 2a 4- tg. 2a es; - ^'^ s=3 te. | - 4" a\ 

Um bte Sangente unb Sotangente etnea S5ogena tn Steigen aaf« 
juISfen/ ivelc^e nad; ben ^otenjen bed 93ogena fortfc^retteti / warnen- 
m bte ©leid^ung (108) ju ^ülfe^ JTua berfelben folgt/ wegen 

W/i.it(z4-x) fi>iipzcof.irx*4-C(7^.irz^m.icx , , , 

- . =■ . ^ SS cos, xx+coU xzsm. «x: 



J</1. 7C2 



Z (cO«. irX 4 COUfCZ SITU xx) 



-<» + + ^(v-7~) + <» + i^) 

+ ^ (» - J^) + <» + i) + < » - 5:^) + «c 

ülnn ijl ben garmein (87) gemdf 

COÄ. JTX -j- cot. jrz . 5m. wx = 1 -f- ^x c(rt. jrz - 

folglich (ac^te 93orlef. 5)) 

l{cos» ^x -|* cot. xz . sin» xx) = xx cot. tcz 



^1x2 ^3x3 cot ita 



1 .9 



t • a • S 



\'X^9 



iC'^^ 



1 «a 



ic«xa 



1 / ic«xa \* 
1 Ä-x cot, irz — — — IC I 

2 V » .^ / 

+ 5(^«cot.irx-.j-j.-K.j 



— : tC. 



S3ir^ bte in ber obigen ©leic^ung erfdjeinenbe Summe ber Zo^a» 
rit^men entwicfelt/ unb nac^ ben^otenjen oonx georbnet/ fo l^at mani 

= /' ^ j 1 1^ I \ \ I i ^ 

\z 1 — z ~ i-^z a — z * a+a 3— z 3+z * * / 

~ a (? + (T:^- + 0+^- + — -y *' 



^ ^ 
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X>a l^ter/ mtin x gej^ittg Hein gebacfit tt^trb / alle (Sttttoufelun- 
gen tut^ con^ergtrenbe Steigen DoDjogen werben ^ fo muffen bie Soef- 
^tenten ber ^Ptenjen ))pn x tn ber leiteten ©(etc^ung mit jenen tec 
ge^Jrtg georbnefen Sntwicfelung t)ön /(cos.jtx + co«. srxwTi jtx) ufcer* 
etnßtmmen. ^e\d)x&nhn mir und blof auf bie Betrachtung ber Soef^ 
fteienten ber erflen ^oteuj opn x, fo erhalten mir bie ©leic^ung: 

(i38) ir co^« xz s=z 

1 1,1 1,1 1,1 

z 1 — z »^ i-J-z 2— z • i-|-z 3— z "^ 8+z 

unb au^ tiefer megen 

unter ter 93orau$fe^ung « < i : 

(.39) eol.« = -L _!f('i + !. + ^4.1-+ ) 

-^0 +^ + 3^ + 5? + ••••) 

@d^retbt ptan af^er in ber®(ei(^un0 (i38) 7 -— zftütt z, fp er« 
gibt p4> 

(»40) ^ ^. jrz «=; 

^ JL — z JL4-Z T i_,z " X4-Z "»" TUT "^ I-4.Z + ^^* 



az 



4^ + z • JL — z * + z 

• • • • - 

(141) /^.»z «^(i + L + L. + l_ 4. ....^ 

+vO.+t + F + ^ + ••••) 



^ 
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3n)ei unt> swan^igfle. SSorUfUiiö. 

uiet bie ©jcijlenj unb bie §orm ber aCBurjeln et* 
ner georbneten ®leic(;ung mit einer unbefannten 

^ro^e. 




lebe ®Iekl(^ung mit einer unbefannten (Srofe x Idpt jtc^/ nad^» 
bem man bie Srüc^e/ in beren Stenner x t^orf^mmt / unb bie Sßurjer>* 
{eid^en/ xo^ld^ [id) über x erflrecfen/ meggefc^aft j^at/ auf bie Sorm 

AoX»4- AiX"-»'-|- AaX«~* + A3X»-3^.^^^^_^X+AmS= o 

(ringen/ mobei m eine ganje ))of?tioe/ ben ® rab ber @Ieid}ung be* 
jlimraenbe Sa^I tjl/ unb bie Coefficienten Aor Ai/ A», A3 • • • 
Am-i/ Am tt>a$ immer für ©roßen anieigen^ welche x nic^t ent|^altem 

Sine ®Uid)unQ t>om m*^« ©xaie fann unter obiger gorm l^öc^« 
jien$ aM m-f-i @(iebern befleißen/ tooUi in m ©liebern ik Unbe- 
fannte x aia göctör erf^eint/ unb ein ®fieb/ namltc^ Am/ ron x frei 
ift. S)?an nennt bie ®Iei<^ung in biefem Bufitanbe eine t^oHjld»« 
btge; fej^len aber einige ber m + i ©Heber, b.b* fmb einige ber®r6* 
fenA,, A^, A3/ * . ♦ Am gleich fUlnU, fo ^eift bie ®Ieic^ung eice 
«nt>olIfl4nbige* 

3ebe ®r6pe w / welcf^e an iic ©teile ber Unbefannten x einer 
©W^ung 

AoX»4- AiX»-* + AaX"-» + AsX«-^ +...4-Am-iX-|-Am=30 

flefe^t/ biefer ®leicbung ©eniige leijiet/ für welche n&mlid) 

toirb/ l^dßt eine SSBurjel ober 2(uflöfung ber genahnten ©leic^ung. 

Sine ®Ieid[^ung. fann mel^rere SOBurjeln ^aben. @o ^t }• %• bie 

©leic^ung x^ — 6 x^ + * ^ ^ — 6 e= o 0$ Surjeln x = i / x=a/ 

Sa gibt aber aucb ©leicbungeu/ xotl^en hin möglicher SBertl^ 
ber unbefannten ®r6ße entfprirf)^, wie ea bei berSlei^ung x4+2x*+3=o 
^« Sali ijl, 2)enn baa 0.uabrat unb t>ie merte ^otenj jeber benfbaren 
3ö^l finb }>ojitit)/ nnb bie ©umme breier pofxtmt Säulen fann nid)t 
«=5 fepn. 3)ieß jeigt fid) auc^/ wenn man biefe ©leicbung nacb ber 
d«^ ber Elementar --SWat^ematif befannten SKet^obe für quabratifcb? 
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X = + ^—i + V — 2, welker JTuabrucf feine wtrffid^e, fon- 
tern eine Mo^ imaginäre (Sroße barfieDt« S)a a^er bie 2(uabrii(f» 



— l/^ — 1 — y/ — 2 flau X in ber ©leic^ung x* + 2x*-(-3=o ge* 

fe^t / berfelben (Senüge leiflen / fo ftej^t man biefelben ebenfalls aU 
SBurjeln ber erwähnten ©(eic^utig an, unb unterfd^etbet im ZÜQemcu 
tten sn)tfd)en reellen unb imaginären Sßurjeln ber ®(ei4)ungen. Se^tere 
(inb bloße SRed^nungaformen / weld[)e nad) ben für reelle ©rogen gel' 
tenben Siegeln be^anbett/ ben ©lei^ungen entff>red()em 

(Sine ©letci)ung fann fowol^I reeDe aH and) imagindre SBBurseln 
julaffen, @o ^at j. *• bie ©leic^ung x^ -j- ax'» 4- x -f 2 e= o bie r^eDe 

SEBnrjel — 2, unb bie imaginären +\/ — 1 unb — 

2(ud einer Große a bie m^^ SBurjel audjiej^en^ ^ei$t im ©runbe 



m 



ni^td anbere6/ aU bie ©leid^ung xssy^a ober x*" — ^^asso auflofen» 
2(u6 ber fec()je^nten 93orlefung n^iJTen n^ir; baß berfelben m 2(ufidfun« 
gen s^g^^^ten^ ivooon aber menigflena m— 2 imaginär finb« S^U« 
Intd) wirb aucl(^ bie in ber Sej^re t)on ben ©leid^ungen &tatt ftnbenbe 
2(uabe^nung bea SBortea SB u r j e I über feinein ben Stementen übliche 
$6ebeutttng gerechtfertigt. 

Sa ijl iibrigena lei^t eine ®leid()ung ju bilbeu/ mel^ier gegebene 
SBurjeln Wi, w»/ W3/ • . • jufommen. 9J?an multiplicire bie id'u 
iiome X — Wj/ X — War x — W3, . . . mit einanber/ unb bejeic^ne 
i^t ^robuct burc^ X. 3ft nun Z eine toillfürlid^e ganje rationale 
Function oon x, fo ijl XZssso bie t>erlangte ©lei^ung/ in welcher 
man aber ber Sinfad[)l^eit wegen au<^Zs=:i annehmen fann. Xtmi 
Xs=5(x — Wi)(x — w,)(x — ^Ws).*... oerfc^wtnbet offenbar/ wenn 

man w» ober w^ ober W3 jlatt x fej^t/ folgli^ oerfc^winbet ba* 

bei auc^ jebea anbere ^robuct XZ. 

(Sa bietet ftd) und nun bie S^^age iav, ob ea allgemein erlaubt 
fe^/ jeber ©leic^ung mit einer unbefannten ©r^ße eine/ wenn glfi<^ 
imaginäre/ SBurjel jujufd^reiben? 

SSBtr werben biefetbe beantworten/ inbem wir mit Cauchy (Cours 
d'Analyse, Chap. X.) beweifen/ baß jebe ganje rationale gunction 
einer oerdnberli^en ©roße x / nämlic^ 
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/(x) =s Aox« 4- A, x^^ + A.x"»-* + + A«-,x + A„, 

in n^elc^er bie \)ön x* freien Scefftctenten Äo/ A«/ A^ • • • • A« teeDe/ 

ober and) imaginäre ©ro^en Don ber %otm p+qV^ — » P«^/ tt»obet 
P/ q reeOe ©rö^en anzeigen/ gewiß burc^ reeUe ober tt^enigflend burd^ 
tmagindre/ an hk fo eben genannte Sorm gebunbene SBertj^e vfon x 
auf 07uII rebucirt werben fonne. 

(£6 ifl ju unferem Bit^ecPe l^inreid^^enb^ bie 9!7?6glid)feit einer fct 
4en ^eflimmung ber reellen @ropen u/ yjtad[)ju weifen^ baf bie @u(^' 
jlitution 

ber ®Ieic^ung/(x)=o ©enüge leiliet 2«Ie reellen SS3ertl^e Don x jinb 

ol^nel^in unter ber gorm u+^v/— i begriffen/ wenn man vcsao an» 
nimmt. 

Sebe 9^oten{ t)on u + vv/ — i mit ^inem ganjen |)ofttit>en dxpo^ 
nenten gibt/ nac^ bem binomifd^en Sej^fa^e entwicFelt/ einen gefd}Iof^ 
fenen 2(u$brucF oon berfelben gorm ; ba nunauc^ Ao/ Ai/ A2 . • • A« 

biefelbe gorm befi^en/ fo er^jdlt man/ wenn man u+y\/— » P<*tt x 
in/(x) fe^t/ ein SRefuItat oon ber gorm 

9 (ö/ t) + v^~^ (u/ t)/ 

woiei 9(u/ v)/ f (u/ v) reelle Functionen oou u/ v oorjleDen. 

2)a eine reelle ©rope feiner imaginären glei^ fe9n fann^ fo j^dlngt 
bie äßöglid^feit / bie ©leidE^ung . 

^ /(u + V\/^) =: 9(U/ V) + V^^ ^(tt/ V) =3 O 

iur^ reelle SSertl^e von u unb y ju realiftreu/ bloß oon ber 9)?6gli(fi' 
feit Qib / fold[|e reelle SBert^e oon u / y jn ft nben / baß bie beiben ©lei« 
^ungett 

<p (u/ y) =3 o unb ^ (u/ v) =: o 

Statt pnben. ?(ber 9 (u, v)/ ^ (u/ v) erl^alten tl^rer a3ef4)affenl^eit 
infolge für reelle SGBert^e oon u glei^falia reelle SSBert^e; bal^er finb 
bie £luabrate berfelben nie negatio / unb e6 wirb beß^alb ben obigen 
jwei ®Ieirf)ungen burd) Diefetben reellen SEBert^'e oon u/ v ©enuge ge« 
leijiet/ welcl)e ber ©leicbung 

ftit^fttd)tn. ®e^en wir nun, ber .^urje we^tn 



140 

fo ^aUn mt mt ju Umiitn, baß bU (Sleid^und 

jP(a/ y) SS o 

ftetd iixtd^ reeDe SBert^e t>on u, y aufli6(ar fe9« 

Um bte Function F {n, t) auf bem bequemflen SBege baquflel« 

len/ fep u+vv/ — i =z (co5. <o +\/ — i sm. «), wobei z = V^* 4- v* 
tjl; ferner fepen bte (Soefftdentett 

Ao = Ro (cos* tto + V — * ^^'^^ ^0) / 
Ai e= Hj (co5, a, -J- y— i sin* a^) ^ 
Aj s= Rj (co«. a^i -[- ^—1 sin. «») tC/ 

Am S Rbi (c05» an •[* ^ i 5m* ttm) ^ 

fo erhalten ti^ir mit Su^ie^ung be$ SD? o i o r e'fc^en @a^ed: 
y (u + ▼ V— i) =» Bo 2" [c^^- («o + m») + v^^ *««• («o + n»»)J 

+ Rj »■*""* [CO*, (ctj + (m— i)q) -f- V-^iriA» («1 + (m — i)»)] 
+ B2 «"*""* [coj. («2+ (na— a)ö) + V^*— » *"»• («2 + ("*"-* )«)] 

+ V ^ 

+ P«-t z [cö5. (a„_, + «) + V^-« *«Ä. («„_ j + »)] 

+ B» (c^^-«„ + /^ sin,a^ ), 

fotglic^ 

y (u, v) t=3 RoZ* co5.(ao4-mw) + RjZ"—* cos* [ai-|-(m — 1)«] 

4- RaZ"*— * CO*. [aji-|-(m-— a)w] -j- • • • ♦ 

• « « « 4" Rm— |Z CO*, (am— a-f-^) 4"^«^^^*^« 
^ (u/ t) e=3 Ro 2" «wi. («0 + mco) 4-Ri2""^' *i/i. [ttj -|- (''* — *)*^] 

• • • • 4* Rm— iZ *I/I»(ani^i 4*^) "h ^m^m«am 

mib 

F(yLf v) =5 R*z»» + aRoRi2'""^'co5.(ao — aj-f-co) 

+ [R!+ 2RoR2CQ*,(ao — aa-|-2co)]z«"— » -|- tC. 

2(ud biefer ©leic^ung eirj^eDet^ bap bie Suriction F (zf tS) nut 
bann enblic^e Sßert|^e annimmt/ tpenn bte ©röße z/ b. |^« tvenh bie 
@ropen n, y enblitl)e fSBert^e erj^alten/ benn biefe Suncttoti it)dcl[)ß im- 
mer unenblid^/ fobalb «^ t/ alfo anc^ :?/ unenblid; groß werben. 2(ud 
beni -Urfprunfle ber gunction F(u, v) i|l überbteß flar/ baß pe für 
reell^ 3&ert^e t?on u/ v nie negatio auSfdUt ; erwirb baj^er unter aU 
Un ^ett^eUf beren F(a/ y) fd^tg tfl^ einer ^ j. f6* ber ben @ub|}i« 
tutionen u = aoAV=^ya.iuge^6ri9eSertl^ F(uoi yo) ber Heinjle fe^K 
SGSinverbeii nun {eigen/ baß berfelbe notl^wenbig e=:o tfi. 
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aSerec^nen wir ju btefemSwecfe ben SBert^ tjon jP(uo +^/ Vo+A*)f 
i9o(et ^f ßi beltebige reelle ©roßett {»ebeuteti/ ivoja totr t>on ber ur« 
fprungüd^en Function /(x) felbfl au^ge^en woKett* ®e^en mir in ber« 

feKen x=Uo + Vo V— » +|/ unb orbnen it)ir baö mitteljl bed (>in<y- 
snifi^en Se^rfa^ed ennt>icfe(te Stefultat nac^ ben {leigenben ^otensert 
Don $/ fo erl^aUen mir 

mobei bte aud ben iSeflanbt^eilett Don Ao/ A,/ A^« • « A« unb auä 
»0/ Vo gebilbeten ©rogen Bo/ B^, B2...Bm-i/ B„ jic^ auf bie 
Somten 

So (cos^ ßo 4" V — * **'*• ßo) / Sj (cos^ ßi -\- y—i «m, ß^),^ 

Sa (co^. ßa + v/nri 5171^ ß^) te. 

trinken laffen. SRel^men wir ^*er g=Ä,+j[4v/— i ^n, fo wirb/ wenn 
wir biefer ©roge bie gorm p(co«. 9 -j-.\/ — i sin.O) geben: 

/[tto+^+(vo+;t)\/^ = 
ssSo (co*.ßo +\/— I tt/i-ßo) + Si p [co5.(ßi+0)+ yCTTw/i (ßi+ö)] 

4.Sjip?[co5.(ß2 4.20) 4- V/^^sm. (ßi + 2Ö)] + • • • • 

. . • . + S» P" [^^^« (ß« + "^ö) + V — * sin.(ßm + mfl)], 

folglich iji im @inne ber oben gewählten ^ejetc^nung : 

9i^o+h Vo+A*) = So cosßo+^ip CO*.(ßi+Ö)+Sa p» C05.(ßa4-2e)4..... 

. . • . + Sn, p"*. ^5* (ßm + ™^) 

+ (tto+^/ Vo+/*) = So 5m.ßo+S, p ««.(ßi-f fl)+SiP» «/i.(ßi+2d)+.„. 

• . ♦ * + Sm p" «m. (ßm + mö)^ 

nnb bemnac^, wegen i^(u^ ▼)= [y (u, v)]* + [^(«^ ▼)]*/ w^»» 
man bie Functionen f unb ^ bei bem jQuabriren äld 93tnonie be^an« 
bell : 

CS S' + aSoSipcorf.Cßo— ßi— 0) + 2SoS-iP*co5.(ßo— ßz— 2Ö)+ 

♦ .♦..• + aSoSmp^co^-Cßo-^ßm — 'mö) 
-4- [S, p coÄ. (ßt + «) + .. -^ . + S„ p" CO*, (ßm + m fl)]» 
4- [S, p «/u (ß, + Ö) + • • • • + S» p» «n. (fV+ mÖ)]». 

0e^t man A=o//i=o, fo wirb änd) ps=io/ weilpsssV^A-^+j»* 
ii>^ unb in obfge ©leid^ung gibt 

F(ao, Vo) =3 Sj. 
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fo l^ofeen wir ttur ju f^emetfett/ boß bt> (Slei^un^ 

jp (a / t) BS o 

fteta btttd(^ reeDe SBert^e von u/ v auflidbar fe9« 

Um bte Function F (u / y) auf bem bequentften 93ege barjußet 

len/ fep 11+ ^V — 1 = z (coä. « + V — * ^"*- ^)f toohei z = V«* + ^* 
tjly ferner fepen bte Soefftctrnten 

Ao = Ro (c^^** «0 4" V ^ — * *^* «0) / 

Ai e= R j (cos. a^ -|- y— i «'^« «1) / 
A2 = R» (cos. a^ -|- ^— i «/i, ttj) 2C./ 

Am B Rjn (cos. Am 4* V ^ ''*''* ^m ) / 

fo er^alteti mir mit Suite^ung bed SRoiore'fc^en @a^ed: 

y (u + V •!!",) SS Ro z" [co5. (co + m») + v'^ tfi/t. (a© + mw)] 

+ Ri«"""' [cof.(a2-{-(m— i)»)-|-v^irr;5in«(aA-{-(m— i)tt)] 
-}- Rj «■■■^ [cotf. («2+ (m— a)o) + \di sin, (a^ + (™— •)«)] 
+ % ^ 

+ B„ (c<^^'«„ + /^ sin.a^ ), 
forgltd^ 
5» (u, v) c^ RqZ* co*.(ao+inw) + RjZ«— * cos. [a^^(m — i)w] 

+ RaZ" — » CO«. [ajt-^(iii— »)w] -|- • • « • 

• • • « "^ Rm— |Z CO«.(am— I "^C*)) *f* RmCO^^CCn 

«^ (u/ t) =3 Ro z"* «m. (ao 4- n^c^) +RiZ"*— » sin.[a^-\'(m — i)«] 

• • • • 4* Rm — I Z f I/l» (am.. I -|" ^) 4* Rm ^^*'^« ^m 

unb 

f (u, v) =s RoZ»» 4- sRoRiZ»»->co5.(ao — a,-}-«o) 

+ [R!+ aRoRa CQS.(aQ — aa-f-2Co)]z«"»-* -f- tC. 

2(ua btefer ®(etc()ung erj^eDet/ bap bte ^unctt^n F(zf co) nur 
bann enbttc^e SBert^e annimmt/ wenn bte ©rc^e Zf i. ^. wenn bte 
@ropen u^ y enblifi^e Sßert^e er|^alten/ benn btefe Suncttott wad^ß im- 
mer unenblic^/ fobalb «/ y/ alfo au(i() 9/ unenbltd; grop werben. 2(ud 
beni 41rf))run3e ber Function F(u/ y) tfi uberbtep tlat, baß fte für 
reelle f!Bert|^e con u/ y nie negativ auffällt ; erwirb baj^er unter dl- | 
Iln ^ert^eu/ beren F(a^ y) fa^ig ifl^ einer ^ j. $8. ber ben @u6|ii-- 
tuttonen u=auoAV=^V(v.jU9e^6rt9e8DBert|^ i^Ca«/ n) ber Hetnjle feyit. 
SBtr werben nun {eigen/ H^ berfelbe not^wenbig sso tfl. 
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weUi %/ )Ei Uliehi^e reeUe ©rfißett (e^eutett/ ivoju wii t>on Ut ur» 
fprüngUd^en Function /(x) felbfl au^gel^en tDoOen. @e^en mir in bcr» 

feiten x=suo+VoV— » +|/ «nb orbnen wir ba6 niitteljl bed bino- 
mifd^en Se^rfa^ed entn>icfe(te EXefuItat nac^ ben jleigenben potenten 
t)on 1/ fo erl^aUen nnr 

iDobei bte aud ben i6ef!anbt^eileit 9on Aor A,/ A^. . « Am unb aud 
^0/ Vo gebilbeten ©rößen Bo/ B^^ B^ « • • Ba,^i/ B» fic^ auf bie 
Sormen 

So (cos* ßo -f- y — 1 sin. ßo) r S^ (co*. ß, *j- y— i ^m, ß j)^ 

Sa (cos. ßa + V— 1 S''l. ßz) iC. 

brinflen laffen. JRel^men wir ^'er |=^+^V^— * <^"' f» ^^<«^^/ wenn 
wir biefer ©roje bte gorm p(co*.ö+V — * «/t.ö) geben; 

/[uo+^+(yo+;i)\/^] = 
äSo (co5.ßo +\/— I w/i.ß„) + Sj p [co5.(ßi4-0)+ v'^w/i (ßi+Ö)] 

+ 8ip»[co*,(ßj + 2fl) 4- \/~5m. (ßj + 2Ö)] + . • • • 

. •• • + S« P" [^^^* (ßn» + ™ö) 4" \/ * *"^* (ß« + "^^)] ' 

folglich ijl im @inne ber oben gewählten ^eietd^nung : 

fi^o-^h Vo+A*) = So COÄ.ßo+S,p CO«.(}5i+fl)+S2 p* C0*.(ßa+2fl)+.*.. 

. • . • 4" Sm P". «>** (ßm + ™^) 

K^io+^z Vo+/t)= S,, 5m.ßo+S, p «ii.(ßi+fl)+Sap» «/l.(ßi|+2«)4..... 

• . . * -|- Sm p" ««• (ßm + md)/ 

önbbemnÄd^, wegen |*(a, v)s=: [? (u, r)]* + [^(ii,t)]*/ wenn 
man bie Suncttonen f unb ^ bei bem Ouabriren ätö SSinome be^an« 
bell: 

SS S; + 2SoS,pCO^.(ßo— ßi— e) + 2SoS2p*CO*.(ßo— ßi— 2Ö)4- 

+ 2SoSmp""co«;(ßo— ß«— me) 

+ [St p COS. (ßi + *) + ••-•• + S» p" COS. (ßm + mfl)]» 
+ [S, p wa. (JS, 4- fl) + ..., + S« p» iin. (ISm^+ mÖ)]». 

0e^e man x=o/ /«=o, fo wirb äu^f 9=^0^ weil pc=s\/;i»4-;»* 
ii>^ unb bi# obige @Iei(^ung gibt 

■^(«0/ Vo) =3 Sj* 
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fepn, weil fonjl/(uo+Vo\/ — 1*+?) f"f K^^n ®ert^ oon Ifj^ouf 
bte bejldnbfge ©röfe Bo tebucirte/ aIfo/(x) felbjl für j'ebed x benfrf* 
t)ert SBertl^ erhielte / toa^ ungereimt i% (So finb bol^er cud) tiid^t oKe 
©ropen S^/ S2/ 83 • • . Sm ber SIuDe gleid^. 97ennen wix Sn bie 
erfie nicf)t oerfc^winbenbe berfelben / fo ^aben wir 

J'(Uo+A., To+/*)c=JP(Uo/ Vo) + 2SoSn p« C05. (^o— ßn — »öj + W. 

+ [Sb pnsin, (ßa + nfl) + iC.]^ 

Saffeti ioit ^ter p unenblic^ abnel^meti/ woburdE^ aud) ^ unb ;t un^ 
enblic^ flein werben/ fo erhalt bte (Summe aOer im {weiten ^^ei(e Me- 
fer ©leic^ung auf F(uo/ Vo) folgenben ©lieber bad 3eid)en beöSIie-- 
beö 2 So Sn p" COS. (ßo — ßn — nfl), xo^il in biefem bie ©roße p in ber 
niebtigflen ^otenj erfc^etnt. 2(ber ber unbefiimmte i&ogen 6 fann/ ber 
unenblicf)en 2(bna^me i^on p unbefc^abet/ f}el6 fo gewallt werben/ ba$ 
So S„ COS. (ßo — ßn — P0) negatio^ auffaßt / bö^er wirb bei bera un* 
enbli^en ^(btie^men' oon :\ unb /i jufe^t 

P(Uo+^, Vo+/*) < F(Uo/ Vo). 

2)iefe Solgerung wiberfprid^t ber 93orauöfe Jung / baß F(uo/ y<,) 
ber neinjle äBert^ tji/ weld[)en JP(u/ t) anjune^men ))ermag/ fo taige 
fcer 21u$brucf JP(uo4-/t/ n+Z*) ©lieber enteilt/ in welchen bie^o- 
finuffe bloß in ber erflen £)imenfton fiel^en. Sd fallen alfo biefe @Iie« 
bei; aM bem genannten ?Iu$bru(fe oon felbfi weg/ unb ta bieß burc^ 
ba6 S3erf4)winben aller ©rößen S^, S<i/ S3 • . • S«» nic^t ra6g(i(^ 
tfl/ fo muß So=3 o fepn / worauf fogleid^ F (u© / Vo) =3 o fofgt» 

Sd gibt alfo reeDe fSBert^e f ur u unb y, ndmlic^ u=:ao/ t=Vo/ 

für welche .F(u/ v)/ folglich aud^/(u+T\/ — 1) oerfc^^winbet; b. ^* j] 
ber©Ieic()ung/(x)=3o wirbburd) xt=3Uo + VoV'-^®^nugegeIeifl^^ 
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. über bie 2(n^ja^I ber aCBurjelrt einer ©letcf;ung 

mit einer unbefannten ®roße* 




tr ^aben in ber ^^or^erge^enben 93orIefung imiefen, baß 
jeber ©letc^utrg 

/(x) = ÄoX«» + AiX«-« + A^X»-« +.••+ Am_,X + Am != O, 

in welcher bte Soefftcienten Aof Aj, A^ . . • Am biegorm p + qV — » 
lauten/ wobei p, q reelle ©roßen bebeuteu/ wenigflenö eine an biefelbe 
Sorm gebunbene 3Burjerentf))ric^t. 

• €3. fe9 w biefe SSBuriel^ fo ijl bad g>ol9nom/(x) burc^ x— w 
o^ne Stefi t^eilbar. 

©enn bioibirte man biefea g^olpnom burrf} x — w nac^ben aM 
itt Xrit^metif befannten Siegeln , fo f dme man entlief) auf etneii t>k 
®r5ge X ntcftt me^r entl^altenben 9tejl R. Söfei)/, (x) ber juge^ortge 
fitttotient, weld^er not^wenbig ein ^olpom vom (m — i)*«« Orabe 
iii/ fo bepelzt bie ®teid)ung 

/(x)«(x-w)/,(x) + R. 

©iefeOleic^ung gilt für jeben SSSert^ oon x, benn (x — w)/i (x)-f R 
Jfl eine bloße Srandformation ber gunction/(x) ; folglich gilt jle md)r 
' tt)enn man x.==w fejt* 2(ber bann i>erfd[iwiubet baö ^robuct (x — yr)f^ (x), 
baj^er l^at man 

/(w) = R5 

ttttbba w eine SSBurjel ber ®leic^ung/(x)=80 fepnfoll/ alfo/(w)=o ijl: 

R = o, 
^üi jn beweifen war. 

2)ie fo eben angeflellte 93etra^tung gibt una bie 93efc^affenl^eie 
[ ;bed 9teile6 R felbjl in bem galle ju erfennen/ wenn w feine SBurjef 
ber ©lei^ung /(x) = o ijl. 2)a ndmli(^ R t>on x nid[|t abbdngt/ ea 
alfo ^inrei4lt R bloß für einen 9Bert^ oon x gu fennen ^ nnb bie (^ub^ 
fHtution xcaw auf bie ®teic^ttng/(w)=R fu^rt/ fo ijl R jebedmal 
ber SEBertl^/ weld)en bad bur4) x — w jli biotbirenbe^ol9nom/(x) an*? 
nimmt; wenn man in bemfelben x=iw fe^t. 
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^itf iti^t fii) aud) , wenn man bit 2>tvtfiQtt be$ ^ol^nomd 

f(x) = AoX»4.A,x»-« + A,x"-» + +A„_,x + A. 

tur((> fiad S&tnont x — w wittlid) vtttid)ttt/ wobei man no(^ indbefon« 
bere baö SStlbungdgefeg U9 Cuotmten fennen lernt. 

Sd wirb ntci)t unjtDecFntdßtg fepn / bte SRed^^nung bet btefer ©ele« 
genl^ett mit bem atlgemeineren 2)imfor 

5> (x) = ao X" — a^ x"—» — Bj x»-« — . . . • — an— i x — a. 

# * 

tutdfinfu^ten, in weldEiem bie auf bad er|!e ®Iieb folgenben Soefjicien'' 
ten ia^ Seid^en — t)Ioß beßmegen ec^Iten ^aUn , um ben ©tiebern 
bed Cluotienten eine gefäßigere Sorm ju ertj^eilen. 

Sj^eite man baa etfle ©lieb bea 2)i9ibenba burd^ bad etfie @Iie5 
bea 2)ioifora / fo erl^alt man ben er jlen g>artialquptienten — x»-». 

ao 

©eft man benfelben sisQoX"-»/ unb mufttpKcirt man baroitbettSi» 
bifor/ um baa ^robua fobann 9om Simbenb i» fubtra^'ren^ fo ergibt 
jtc^ ber 

ifte Siejl = 
= CQo fli + A,) X»-» + (QoÄz+AO X»- + (Qoaa+Aa) x«-^ +• . :c. 
Diefer bietet un$f aberraal burc^ baa Änfangaglieb ^ea Sioifora ge-- 

(Q a 4-A ) 

t^eilt/ ben jweiten g>artiaIquotienten V^° ' ^ 3cm~n~i ^^^^ jp^I* 

4^er/ wenn man- ^'"^ *> =Qi f*^^^/ ^^" 

aten sRejl = (Q,a, + Qoai+A,) x-^-« + (Qia.+Qoas+Aa) x*-3 ^ jc. 
erjeugt. 

9&^t man »iebet ^^^^ + ^0^--+^^ =, q^ fepn, fo wirb ber 



britte ^artialquottent e= Q^i»^»— », unb ber 

3^^ SRejl =s (9,a, + Qia, + Qoas + A3)x»-^ + 

£)aa ®efe|f / nac^ weld^em biefe Operation fortfd^reitet/ tji nun 
Ieid)t wa^rjune^men. £)enft man ftd^ ben C^uotienten bia ju bem ©liebe 
entwicfelt/ Welc^ea x*-*»-' ala gaäor ent^4ft, unb bejetc^net ma« 
ben iuse^Srigen 9?efi burcf) R,/ unter welcher ^orauafe^uftg alfo 






a x«-"-"^ 



+ . . . + QrX'»-«--'+4^ 



i 



145 

R, fpfgenbe gpvwel« : -^ . 

9o = r / 

V* — ^ — :; / 






_ Ql»! 4- 90*2+^2 



ao 



/ 



Q^a. + Q.a^ + Qoas + A, 



«o 



/ 



. 9r~.ai + 9r-aa2 + Qr~3«i+---'+Qon, + A^ 



»o 



Bf = (Qr a^ + Qr-i a^ + Q,-.^ ag + . . . + (^o a, ^ , + A, ^ ,)x"»~»— 
+ (Qr a^ + Qr-i a^ + Qr-,' 84 + ..., + Qo ar ^: « + A,^ ,)x™-'~» 
+ (Qr aa + Q*-, 84 + Qf-i a5 + . . . + (^0 «r 4- 3 + Ar ^. a)«"-'-» 

+ «., 

»oieiman bte ©lieber bee JÄejleö Br fo lange fortfe^en mu^, alö ber 
Siöibenb unb ber X>m\ot nocf) S3ejlanbt^eife boju liefern. 

2)a l^ier jebe6 ©lieb Qr be$ duotiienten au^ ben t)or|^erge|^^nben 

©feiern beffelben Qr-w Qr~«/ Qr-s bered)net wivbf fo fagt 

Wön, biefe ©lieber bilben eine recurrtrenbeSKei^e. 2)ie ju bie^» 
fet Serec^nung ^ ben obigen gormeln gemäß/ notl^igen 9!)?uIti))Iicatoren 

a^ 82 a, dr an~i. «ä • -* 

— / — / — /•♦♦ — /..♦ / — 

slq a^ a^ ao a^ Aq 

Werben gewol^hlicl) bie 9t el a t i o n ö f c a I e ber recurrirenben EÄeij^e ge-- 
"önnt. 8äßt ftct)/(x) burc^ 9(x) nic^t genau bioibiren, fo fann ber 
fiuotienf nad) a3elieben fortgefe^t werben, unb entl^äft jule^t ©lieber, 
in tveldien ^otenjen oon x mit negatioen jleigenben ®ri)onenten erfcf^ei^ 
nen. ®el^t man über t>a$ ©lieb, wcldjeS mit x-*» oerbunben ijl, |^in- 
Mf fo rei^t bie JHetationafcale jur Söered&nung ber fofgenben ©Ite- 
*^f bea Quotienten allein l^in / ol^ne ben Sioibenb weiter berücfftc^ti^ 
Se« ju bürfen. 

Sie obigen S^ftneln fe^en un6 aud^ tn.ben @tanb/ ben Stoibenb 
Wttb ben Sioifor einea oargelegten üuotient'en anzugeben / weitt; fo 
^We ber 3(nfangöglieber beö le^tern, al§ ber 2)ii;ibenb ©lieber ^atf 
fttntmt ber SJelationafcale befannt ftnb. 

Um nun ju bem ©egenfianbe uiifercr SSorlefung junWiMfel^ren/ 
^^*'Wj|^^dMf<it'^ \mti)' ©wrefungcn. i. lo 



« 
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fep i»o c= 1, a, BS w/ «2 s= a, =5 tc. = a« SSO/ ncsi, 

alfo 9(x) = r — w/ fo ergibt jtd> 

Qo s^ Ao/ Qi = AoW + Ai/ Qi == AoW* + A^w + A», 

Q3 = Aow3 + A, w' + AjW 4- A3 u. f. w.; unb wenn man bie 
2>totfion fo lange forffei^t/ biö im Äuctienten ein öon x freiem ©lieb 
erfc^eint/ tt>cld)tm ia^ S^'d^en Q,^-, x«»-«s=Q„_; entfpric^f/ wobei 

Qm-i = Ao w"-» + A 1 w">~» 4" ^2 w"»-' -!.••••+ ^«n-» ^ + -*»-« 

ifjt: bet äugej^orige SHef! 

B„_j 6=3 Ao^^^ A,w«~« +'A2\v«"~» 4-***- + Am-iW + A«, 

b. ^. Bm— , ca/(w), wie wir bereite oben gefagt l^aben. 

3jl alfo w eine SBurjel ber ©IeiciS)ung/(x)B=:o, fo j^aben wir 

= Ao X*--» 4. (Ao w 4- Ai) x«~» + (Ao w* 4- A^ w + A,) v^ 

4- (Ao w* 4" -^1 w* 4" ^2 w 4- A3) x"»-4 4, . 

4^AoW«-»4"^i^"*"" + A2 w"*^3 4- . . , 4- A'Bi_-,w4-Am-i. 

®tnb bie Soejficienten Ao, A4, A», A3 . . * . A„, ber ®Iei* 
c^ung /(x) c=s o nebjl ber SBurjel Wj unter ber oben erwähnten gorm 
p4-q'^ — * enthalten, fo l^aben auc^, wie man leid)t jte^t, bie Soef* 

fleienten beö Cluotienten -^ =/i(x) Uiefelbe Sorm. €3 entfpric^t 

X^""W« 

ba^er ber ©leid^ung /i(x)==o ebenfalls wenigjlena eine SSBurjel v^ 
Don berfelben gorm. 9!)?an wirb nun wieber /, (x) burcft x — Wj ojne 

9te(l tl^eilen «nb auf ben Quotienten AllL s— ^^ (x), welcf)er ein ^0« 

It^nom t>om (m — 2)*«« ®rabe ifi, benfelben @^Iuß anwenben fonnen. 
Sa^rt man auf biefem SBege fort, fo er^dlt man 

* W3 X W4 

wobei W3 / W4 u. f« w. bie notj^wenbig oor^anbenen SBurjeln ber ©leid^utt' 
gen/2(x)c=o,/a(x)s=so ».f. w- AWieigen» X>a jebe folgenbe biefer 
©leid^iungen um einen ®rab niebriger ifl/ aU bie oor^ergel^enbe/ fo fotnmt 
manjule^t auf eine ©leic^ung 00m erfienSrabe/ ndralic^/m_j|'x)c30. 

2Diefe l^at offenbar bie gorm AoX — R=o^ unb gibt x=; — . (gejen 

Ao 
K 

wir ^ CÄ Wm/ fo Wirb/m^i(x) t=a Ao(x — Wm). 

Ao 

Sflun ijl ben obigen (^c^fü jfen gemdp ; 
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/(x) a (X— w.)/.(x), 
/,(x) «a (x--w.)/,(x)/ 
A(x)«(x^w,)/,(x), 

/,(x)c=(Xa^V4)/4(x), 

folglt^ ^akn wir - • 

/(X)=5 Ao(X— Wi)(x— WjXx— WaXx— W4) • • , . (x— Wm-,)(X— w„ ). 

Stefe ®Ietd)un9 tjl/ wie au6 t^rem Urfprunge erhellet/ dne ibeti- 
tifcde^ ba baa ^robuct A^(x — w,)(x — Wj)....(x — w«) n^c^ ver- 
richteter SWuIttpIicatioR oUer emjelnen Sactoreii in /(x) übergeben ^ 
mup; jte befielet bemnac^ für jeben SBert^ von x. @e^t man in berfel* 
ten abiped^felnb 

fo jtnbet man 

e< Jat alfp bie ®Ieic^un9/(x)=o außer ber bereit« oben ooraudge« 
festen SSBurjel w, jleta nod) m — 1 anbere: w^^ w^, W4f ♦ • . 
▼»~i^ Wm/ worauf l^eroorgej^t/ baf im 2((Igemeinen jeber an bie oben 
angegebene S^rm gebunbenen ®(eidliung oöm m^en @rabe / m fBSur jern 
ge^jren/ unb baf ber erfie S^eil berfelben baa^robuct bed Soefftcien« 
ten ber j^oc^flen 9>oteni ber unbefannten ®rif e mit m gactoren tfl/ 
»e% man er^4It , wenn man jebe biefer SBurjeln von bem 3^i<^^n 
Ut unbefannten ®rdf e fubtral^irt. 

Sine ®Ieid^ung mit einer unbefannten ®r9f e 90m m^ ®vaU 
IÄf{ aber auc^ nic^t me^r ala m SBurjeln jm 2)enn e« fep /(x)ssao 
biefe ©leid^ung/ unb w«/ w^^ Wa . • « w« fepen bie m SSBurjeln^ 
tPeld^e i^r im 2(agemeinen not^wenbig {ufommen , fo tfl 

/(x) tsa Ao(x— wO(x — w,)(x— w») . • • (x—w«)/ 

)9e6et Ao ben Soefficienten ber l^ic^jlen ^otenj von x im ^ol^nome 
/(x) anjeigt* SBdre nun no^ eine t>on w» , w<^ , *, . . . w« oer* 
fc^iebene SBnrjel ber ®Ieic^ung/(x)=o mSglid^/ fo mußte, wenn y 
biefe SBurjel t>orfieat,/(x) burd^ x — v o^ne Stejl getpeilt werben fön* 
nen, unb ei^ wäre, wenn man ' 

f«6t/auc^ /(x) = (x-v)^(x)^ 

10 • 
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folglich (»efldnbe bic ibenttfi^e ©Uic^ung 

« 

(x — t) ^ (x) s=3 Ao(x~Wi) (x— wO («— W3) . V . (x— w„), 

tv^Ic^e^ mnn man xsv fe^n Idßt/ 

o =5 Ao (v— wO(v — Wj)(v--^W3) . . . (y — w«) 

Q&U: etne ungereimte S^Id^i^und/ ^<t ein ^robuct^ in weld^em ber 
§actor 97ua nicf^t oorfommt/ nie vetfd^toinUU 

Sine ©leic^ung »om m*«« @r<ibe^/(x)s=:o, fann tit befonberen 
SaOen weniger aU m SBurjeln juIafTen f menn ndmlid^ einige ber oben 
erwähnten ©roßen w^, w^, W3 . ♦ • . w« einanber gleid^ finb. Um 
jeboc^ bie UnaloQte mit ber aUgemeinen %efcf)afffn^eit ber ©leic^ungen 
beijubel^alten / fagt man/ ber ®(ei4)ung/(x)=so entfjprec^en in bie- 
fen befonberen fallen it^ieb.e rigolte ober gleite SBurjeln/ m^ 
wd) mit ber S6ilbung bed ^olpnomd /(x) au9 feinen einfad^en ^acto-- 
ren ^nt übereinflimmt. 
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Üitt bie SCßurjeln ber ©Ui^un^en, beten Soeffi« 
cienten fdmmtU4>. reelle ©roßen finb* 

fc 1 . II 

wrf4ieinen in einer georbneten ©(eic^nng mit einer unf^efann^ 
tm ®r6ße x 



(i) A<^x» -|- Ajx«— » -|- AaX»--» + • • • • Aii-tx 4- Amtssso 
Hof reeUe Soefficienten ^ fo f aon man Don ber 2(nn)efeni^eje einer im4« 

flindren fEBurjel p+q\/^/ in »eJd^er p/ q reelle ®r6|en j}nb/ je* 
ierjett auf ba$ ^Sor^anbenfe^n einer {weiten imaginären SBurtel 

P— qV' — * fd^ließen, I9el4>e jtcf) wn ber erflen Wog burc^bad 3«* 

' (den bea imaginären gactord V— > «titerfc^eibet. 2)enn feftt man m 
Ux obigen @Ietc^ung 

tibet, wenn man R s= Vp* + q* / cos.fl = g^ «/».ft = ^ fejjn 

Mft^ y 5= R (co5. 6+ V — * ««• Ä^ / fo finbet man 

(2) AoR"co**mÖ+AjR»-^ co« (m— i)e + AaR'»-«co*.(m— a)«-!--* 

« • • -|- Aia — t R COS. 6 -j- Am x 

+V^[AoR»w/i,TO«4.A4R'»-»tt/i.(m--i)e4.AjR*---««/i.(i^^ 

. • « •|«'Am-~iR ^I/t'O] =3 0# 

2)abie ^olpnome AoR~co5.mö4-A,R"-»co*.(m— i)«^-^^* 

reelle ©roßen finb / fo fann btefe ®teid)ung nur in fo fern befielen, 
ala jebee biefer ^olpnome für jtc^ aHein Derfc^imnbet ; benn eine reelle 
®ripe fann t>on einer imaginären @r6$e ntc^t aufgehoben iverben» 
2lber burc^ bie ©ubjlitution x 1=5 p *— q y/^ ober 

X 5=3 R(<Jo*,fl — ^— i sin.9) 

gel^t ber erfle S^eit ber ©leid&ung (i) in 

Aq R"^ cos. rofl + A 1 R«»—» co5.(ai — 1 ) fl + A ^ R"*~» co5.(m— 2) Ö -|- • • ♦ 

• • • -j- Am^ — iRcO*. fl-j-Am 

—■ V— "1 [AöR« «/i;mfl+AjR™-'«/i.(in-.i)fl4-AjR»--*5in.(m--2)fl-}-... 

wt^t!/ folglich tjerfc^winDet berfefbe ebenfalld/ b. |^. eö ijl auc^ 
p— .q^/Z37 eine ©urjel biefer ©feic^itng. 



160 

(St^örtn bemndc^ einer ©(ei^nng mit einer unbeFannten ©rofc/ 
beren Soeffictenten fdmmtlid^ reell finb/ iraasin^re SBnrieln/ fo ftnb 
btefelben noti^n^enbig in geraber Uma^ üor^anben. ^ieraua folgt/ baf 
jeb^ fo((^e ©(eic^ung \>m einet ungeraben Orbnung wentgjlen^ eine 
reeOe SBar^el beft^t / unb bap bie Unia^l ber reeOen SSnrjeln einer 
@Iei(^ung uon tingeraber Orbnung immer ungerabe/ unb bei einer 
®Uiff)unQ Don geraber Orbnung immer gerabe ifi. 

SQ?an erhalt tai le^te oon x freie ©lieb Am einer ©(ei^ung 

fix) ra AoX"^ + A|X'«-»+A4X»-» + ...+ A„^,x4-A«=o, 

wenn man in bem erfhn S^ieiTe berf^Iben xcao fe^t« 

(Ed ifl aberf wenn w«/ Wt/ w,/ • ; • .> w» bie SOBttrjern biefer 
©feic^ung (Inb/ ouc^ 

fclgiid^ ^at man/ n^enn man auc^ l^ter x=:o fepn I4ft: 

Am ^W Ao X W, X — Wa X Wj X • . • X -^ ^« = 

CS ( !)"• AoWjWjjWg . . . W„/ 

^b. ^. ba9 le^fe ©lieb jeber georbneten ©letd^ung ifl ba$ ^^robuct au$ 
bem'Soefficienten bed erflen ©liebet unb ben mit entgegengefe^tenBM' 
.4en genommenen SBurjeln« 

^M fann immer annehmen/ bo^ ^c^fle ©lieb ber ®IeidS)ung 

/(x)asao fe^ mit einem ))ofttioen Soeficienten oerfej^en* 2)enn ftnbet 

ba6 ©egent§ei( (Statt f fo reid^t eine blope ^nbernng ber Seieben aDer 

©lieber ^in, biefe Sorm ^erbeijufü^ren. kommen nun in ber ©teic^ung 

/(x)s=3o bloß reelle Soeficienten oor/ fo n>irb bad Seichen i^re^Snb- 

gltebe^/ ba je jwei jufammenge^orige ber aüenfaU^ t>or^anbenen ima^ 

gindren SBurjelu/ mie p+qV^^z p — qV— « ^i« pofitit>t^ ^to^ 
bnei^ P^'^q^ geben/ bloß burc^ bte Tki^a^ ber reellen ))ofttioen 9Bur- 
jeln bellimmt; biefea SeicI^en ifl ndmlic^ ^ ober *— / t^ nact^bem bie 
genannte Titna^^l gerabe ober ungerabe ifl. 

2(uf biefe ^emerFungen geflutt/ gelangt man fogleic^ ju ber ^oU 
gerung / baß einer ©leid^uug J^on ungeraber Orbnung bei ber oben 
Doraudgefe^ten ^ovm not^wenbig eine reelle SBurjel gebort/ beren 3ei' 
^en jenem bed oon ber unbeFannten ©röpe freien ©liebet entgegenge« 
fe^t ifl; ba^ eine ©leidE^ung oon geraber. Orbnung mit einem negatioen 
Snbgliebe not^menbig jwei reelle SBurjeln beft^t/ eine )}ofttioe unb 
eine negatioe; unb baß ber gdinjUc^e Sl^angel reeller SBur^eln nur in 
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hm %aJli &iatt f!nben tann/ mnn iie ®Ui^unQ i>on geratet Orb« 
nung f unb i^r U^M ©lieb poptto tft. 

@tnb p+q\^ — I / p — qV — ^i jwrf jitfammenge^orige mia* 
fltn4re SBurjeln ber®fetd)ung/(x)=0/ fö tfl/(x) burd^ ba^^robuct 

[x-(p + qV/=r)][x~(p-qv/-=^)] = (x-p)*4.q^ 

c=x* — apx-j-p^ + q* 

o^ne SRefl t^eilbar. Z)a nun btefe$ ^robuct eine reelle Sprm ^atf fo^ 
fann man auc^ ben ®a^ auafprec^en/ ba| jebe reelle ganje unb ratto« 
nale Function einer t)erdnberli4)eti ®r6ße {!et$ in reelle Sacfpren be$ 
(c|len pber bod^ bed ^metten ©rabeö auflösbar ifl. 

3n einem t^ollflänbigen georbneten ^olpnpme 9on ber Sorm 

/(x) = Ao X™ + A4 x"-> 4- A^v^-* -j- . . . -j. Am-tx + A« 

mit reellen (Soeficienten / btlben gleiche 3eid)en je {tt^gier SRadiibarglie« 
ber eine fogenanttte Seic^enfolge/ ungleiche Beteten aber eine 3 e u 
(^enabmec^dlung; 3eic^en))aare/ bod ifl Solgen unb 2(bit)ec^d« 
langen jufammengenonnnen/ ftnb um eined meniger üor^anben alft 
©lieber ober Seichen; folglich eben fo oiele^ ald ber ^c^fle Sjrponent 
m Sin^eiten enthalt. 

SBBirb bad^ol9nom/(x) mit einem SSinome x — w/ beffen®lie* 
bet burc^ — oerbunben ftnb / unb in iveld^em w / an jtc^ betrachtet/ 
eine pofitm reelle ©roße o^rfleat, multiplicirt/ fo enthalt bai^ 9>ro- 
buct (x — w) /(x) nad^ gehöriger SKebuction feiner ©lieber nid^t mel^r 
Seid^enfotgen / al6 ber gactor /(x). 

S!)?an ftttbet ndmlic^ ben (Soefftcienten |ebed / an einer bejiimmten 
©teile beftnblic^en ©liebet im g>robucte (x — w)/(x), wenn man im 
5actOi:/(x) oon bem Eoefftcienten bed an berfelben ©teile fiel^enben 
@liebed ben Soeficienten bea unmittelbar oorangel^enben ©tiebed mit 
9tu(fft(^t auf bie Seichen Uihev, alfo im algebraifc^en ^inntf fubtra« 
^itt ^aben nun beibe Soefficienten in /(x) »erfc^iebene 3ei(^en , fo 
tfi bad Seichen i^rer Z)tf erenj oollig b^flimmt / eö tfi ndmlic^ bad Sei« 
(^en bea S9?inuenba. %eft^en aber t)ie genannten Soefficienten einerlei 
Seichen / fo ifl baa Beteten i^rer S^ifferenj / fo lange man i^nen fein«; 
ipetiglUn numerifd)en SSßertl^e unterlegt/ uabeflimmt« il^ieraua erl^el« 
let/ bag jebe 3eicl)enabwed^alung bea gactor* / (x) im g)robucte 
(x~w)/(x) ein beflimmted / jebe Seid^enfolge ein unbeflimmtea Sei* 
4en bebingt / unb baf im ^robuctc unmittelbar aufeinanber folgenbe 
bepiimmte 3ei<^en (leta Beic^enabwec^aiungen barfleQen ; alfo bk ba^ 
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feU^jl ctma möglichen S^tc^^nf^fgen bloß oud ber iSefitmmang |ber bi^ 
)e|t nod; unbejlimmten Seichen mvad)fea. Tillehi iebed tfoltrte unbe* 
fltntntte 3^ici)en / fo wie t'ebe SRet^e unmittelbar auf etnanber f olgenbec 
unbefltmmtecS^icfien be^ genannten ^robucted erfc^etnt immer jn^tfc^en 
ungleic()en betümmten 3^icf)en/ wei( ba^ erfle biefer ©renjjetc^en mit 
jenem. 3<td[)^n einerlei, tji^ welc^eö im gactor /(x) bie Steige ununter^ 
broc^ener 3^ici)enfoTgen eröffnet/ aud.u)elc^er bie ermahnte EKeij^e unbe« 
fltmmter Seid)tn be§ ^robucteö entfpringt/ unb baö anbere ©renjjei* 
d)en bem 3^id)en im Factor /(x) gleich fommt/ burc^ »eld)e$ bieSKei^e 
eben biefer 3^icl)enfalgen unterbrod).en wirb. £6 ifl ba^er unmöglich/ 
bie unbeflimmten 3^icl)en im ^robucte fo ju wallen / tia^ fte mit bett 
an biefelben unmittelbar ftcf) anf4)(iepenben befiimmten3cic^en eine un^ 
unterbrochene SWei^e oon 3^icf)enfoIgeu bilben, fonbern barunter rauf 
iebedmal loenigfiend .eine Seid)enabwe^6Xiit\^ erfc^efnen. IRun gibt 
jebe ätei^e jufammen^dngeuber unbeflimmter 3<^ic^^n mit ben beiben 
beflimmtcn (Srenjjeicben 4im ein 3^i<^enpaar tiu^v , ald ünbe^immte 
3eid;en oor^anben ftnb; folglich finb im .^robucte ^6d)fienö eben.fo 
mh .^iidjcnfoiQm mo^lid)-/ alö bajfefbe nnbejliramte 3^icf^^ö obär ber 
gactor/(x) 3iJic^^nfoIgeu enthalt/ looburd) Der oben au^gefprodjeiie 
®a& bemiefen ifl. ' * 

2iad ^robuct {x— ^ w)/(x) enthalt um ein 3ei^enpaar me^v, 
diU' ber gactor /(x;), :ba|^er fann man ben obigen ®a^ aiid^ baburc^. 
auabritcfen, baf maa fagt, bt«fea ^tohnct müjfe tventgjlena um emt 
3eict)enabwec^6lung me^r befi^en/ aU ber Factor /(x). 

.:. '.•!8Str^abenl^tei:behg4ctiM:/(x) wie aud^ baö ^robuct (x— w)/(i) 
oB ooüjldnbtge.f>or9niOiti« bet^ac^tet. ©inb biefelben unoollfianbig/ fo 
fann man bie fe^Ienben ©lieber, jebea mit bem Soejftctenten^ o wrfe* 
l^en, efnfd^alten* Xie^e .SfhtUen können foiool^I t><L^ Seid^en + aU auc^ 
b«ö 3«ic^en — erhalten. 2)er obige ®a^ gif t offenbar, wie man au<^ 
immer bie 3eidiien ber 9?utteh tn/(x) annimmt, \venn man niir bie 
3eic^en b^r im <ä)robucte (xr— w)/(x) oorfommenben Stutten , itt fo 
fern bie früheren bÄrauf St«fluß J^aben , biefer 2fnnä^me getreu be* 
glimmt. SBd^U man alfo bie Seid)en ber SRuUen itt ben ^ol^noraeu 
/(x) utib (x— w)/(x) ,b«rge(laU, baß tie Tiixia^ ber 3eicöenfol9eit 
in beiben bie größtntügtic^fie wirb, we(c^e man leicht er^aft, toenit 
man tia^ 9tic^en jeber 3?uUe mit jenem'bed oorange^enbe» goeficienten 
übereinpimmen laßt, fo tarni man in jebem gaUe oerftc^ert fe^n, M$ 
bi^ genannte ?lnga^l ber S^.W^enfoIgen in (x — w)/(x) biefe Jluja^f 
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in/(x)m4)t äbttft^i^tf ober tt»a« bafTelbe t(l/ boß bte neinfttnSg« 
Itd^fle 2(it{a^l ber ^eid^nabwd^^Iunsm tn (x — .w)/(x) mentgflend 
nm eine Stn^ett großer au^fadt / alO tn /(x). 

SOBk' ftHb^ nun im Sanfte- ju jeigen/ baß bie 2(nia|^I ber t^eDeit 
j^ojttit^ett SBorjeln einet mtl TeeOtan S^efftcienten i>erfe$enen georbneten 
®Ieic^ung/(x)s=o bie Sefn^ntJ^gdd^Oe 2tri$<il^l. b^ im ^^ol^nome /(x) 
t)orfommenben 3eid^enab)t;^c^$lungeQ ni^t übertreffen fann. 

Denn jinb w^/ Wj, Ws . • . Wn fdramtlic^e reette pofttioe 5ESur* 
jeln ber ©lel^iung /(x)ssso, fo ijl bd$ WpJ^ö^ /W burc^ bad 
$rebuct (x— Wi)(x— Wi)'(x — W3) • . • (x^w„) of^ne Wefl'tl^eifi 
iw/ folglich entfielt /(x), menn man benr CluoitienteÄ biefer t)iüijtöü 
nad) unb nacf) mit x — V^, x — w^, x — W3/ . . • x — i^« muUt* 
))Iicirt. ^X>n j«bem einjelnen-^c^itte mitlSifl bi|r Rfin^mogltc^fiefi 3(m 
;a^l ber bereite vor^anbenen B^ii^^nahm^ilnn^in eine Sin^eit gu/ 
folglid^ fann bie ern)d^nte> ?Inja^( ber 3^jc^^nabwec^alungen im (e^teit 
^wbucte/(x) ik ^(nja^I ber gacforen x — Wj, x — w^/ x-^w^..,, 
X— Wn/ bad ifl bie 2fnja^I ber reellen fo\itmn SButjeln ber ®Iet- 
^ung/(x)==:o nid^t uberfc^eiten.. ■■."[. 

3tt — w eine SBurjei ber ®Ieic^ung/(x) = o/ fo ijl +w etne 
SBurjel ber ©Teic^ung /(:-^x)=o. 5inbert man alfo in ^tner ®Iei- 
(^ung bon ber obwiangenömmÄt^n gorm ^ai 3eid^en ber unbWannteÄ 
@roße/ -itjoburd)/ wenn man tod erfb ®lteb petÄ ^Joplitr mai^t, bie 
Seichet! aÜ0t an ben gecabe^ ©reden beftni>iid)eit®ltebev gednbert.t))er« 
ben^ unX> ?ho^tv mi) alU' 3^i^mabmd)^lmQin in 3^ic^^nfo%esi / unb 
aOeSeic^nfoIgen inSeiic^enabit^ec^^Iiingen libeargü^en : fo l^at man eine 
®Ui6:)ms!^yAWld)tt then fio-mele reelle j^o^cfue SBurjiebi entf^rad^en^ 
atö bie i^otrij)e%;reette n^g^tioe äSitcjefn julo^t. S^etibet man ben |b 
eben beniiieft»eätt.0a^ auf bienetfe^ ©kic^ung att> unb:.g^^t man »b^nit 
tDieber auf Ut t)octge {ttriiff/ fio ergibt ft^ bie Folgerung/ h4$*iit.Hn'' 
ia^Iber reeQen negatioen lßur$e(n einer ®(et<^ung/(x)=;;=o tU fUinp 
tnoglic^jle 2(.rtja^l ber in i^r erft^nenben S«<^^fo{9en xUd^t ju über* 
treffen oermag. * - . -' r 

^inie ®fei(^ung/ mel(^e feine imaginäeeh SBurjeln julaßt/ befl^t 
bal^er tben fo m'ele ))ofttiDe 8Bur$e(n ald Seic^abtt^eci^alungen^ unb 
eben fo oiele neg atioe SSBurjeln al6 Seic^enf^Igen. üüd) Mnnen ti? ber» 
(elben; n^ie man mit Buiie^ung ber obigen @&|r feicbt fte^t/ mtiitixod 
unmittelbar auf einander folgeube ©lieber fel^Ieo/ unb wo ein ®Iieb 
\^^tf muffen bie 9ft'ae()ba£giiebir oerfcbiebeite^Seit^en beft^en. 
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übet bic ^ett^nun^ rationaler fpmmetrifx^er 
Functionen ber unbefannten SBur^eltt einer 

gegebenen ©leid^ung. 



® 



ine Function mehrerer nnbefiimmter ®r6^en mtrb eine f^m* 
me.trtfc^e gcnajint/ n^enn fte bei jeber beliebigen gegenfeitigen 93ep 
tt)e(^$[ung btefer ©ro^en genau bie Dorige bleibt. @o ftnb )• ®* 
/ x»y3 ^ x3y2 ^ jigs ^ x^z» + y»z8 + y»z» 

Unb • 3c5 4. y« 4. z^ — i. — i 

z y X 

fprantetrifcbe Swncttonen ber ©rogen x, y, z. 

' - 93etrac^ten wir nun eine georbneteSIeic^ung nttt einer unbefantt« 
Uli ©rofe x/ nrnnlic^ 

0) /«« 

£=:AoX»+A';x»-«+AaX'^-«+AsX«-34-.., + A„_,x4.AmS=o. 

S^re m SBurjeln fepen w^/ w^, w, • . . w«r, fo ijl. 

O) /W = Ao(x— w,)(x— wO(x— -Ws) .... (x— w«). 

Z)tefe$ ^robuct anbert ftd^ ni^t/ wie man au^l immer w^/ Wt/ 

V3 Wm unter etnanber oertaufcben mag/ weil ein^rfettd Ao 

wn ben SBurjeln ber ®(etd[)ung gar nic^t ab^dngt / wad oud tem Um« 
flonbe erhellet f baß man ber j^öcbflen ^otenj ber unbekannten ®ro|e 
in einer ©(eicbung von ber Sorm/(x)s=o/ burcb 9RuIti)dtcatton ober 
2)ioifion fdmmtlicber ©lieber mit einer nnb berfelben 3a|^(/ jeben betie« 
bigen Soef icienten erfreuen tantir unb anbererfehd burc^ bie etwa^ntt 
93ertaufd^ttng .bloß bie Orbnung ber Jactoren x — w«/ x«— w^/ 
X — W3 • . . x~ w„^ oerdnbert wirb: ea ijl alfo baa ^oli^nom 

AoX« + A4X»-» -1- Ajix»-« + . . ^ -J- Am 
not^wenbig eine fpmmetrifd^egunction ber ©roßen w»/ w^, W3*,.*Wm* 
2niein wegen ber 93erf<bieben^it ber ^otenjen ber unbefannten ©roße 
X fgnnen bie einzelnen ©(ieber bejfelben nid)t wecbfelweife in einanber 
übergeben; folgltcb ftnb bie Soefftcienten A^/ A^/ A3. . . « A„ felbfi 
f9mmetrifcbe ^nnctiotren oon w«/ w^/ w, « « . w». 

3n ber %^at ffnbet man burc^ wirHicbe Sntwicfelung bea ^rot 
buctea (2) unb 93^gleic^ung feiner ©lieber mit (1): 
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Ag =5 -f- Ao(W4 Wj + WjWi + . . . + w»W34-«** + ^«"^»^«»)^ 

Aj = Ao(W4 W» Ws 4- ••••••• + W«-» ^«— « '*^ni)/ 

'm— 1 *— v""^^ Aq \W4W2W3 • • • Win-— I "j* • • « "J" W2W3 • • k Wm— 1 Wm ^/ 

Am i— • V*"~ ' ^ *Vo ^1 ^2 ^3 • • • W»— I Wm 5 

A, A 

b, ^. •♦ tjl — ji bie ©ttinme aller SBBurjelp/ + 7^ ^»^ .©ömnie 

A^ Ao 

A 

bet Äraren / — •— bte (Siimme ber Semen u. f. p) / enblt(^ 

Aq 

(— i)"*A % ■ 

— baö g^robuct ber SBurjeln ber obigen ®feic^un3/(x)=o. 

Sine merhpürbtge (£igenfcE)aft ber ©leic^ungen mit einer unie« 
fannten ©ro^e befielet bartn^ baß ficf) ber 93etrag jeber rationalen fpni' 
metrifc^en Function t^rer SBiirjeln/ ol^ne biefe festeren ju fennen/ bloß 
bttrd[) i^re Soefftcienten angeben laßt. 

Z)a jebe gebrochene rationale fpmmetrifc^e Function offenbar auf 
einen ober mej^rere $6ruc^e {ufoitimengejog^n loerben fann f beren 3a^' 
lec unb fSlennev/ für ftd^ aOein bettad)Ht, ganje rationale fpmmetrt« 
fc^e Functionen barjleDen / fo toerben loir jur £necf)tfertigung obiger 
%e^au))tung bloß oen Snnc/ionen ber le^tgenannten ©attung fprec^en. 

Spcht man an^ irgenb einer fofc^en fpmmetrifciden Function ber 
SBurjeln Wi/ w», Wg • . . w„ ein ©lieb/ j. ». 

h« b o d g h 

Wj Wj W3 W^ • •• « W0„_i Wq 

^eraud/ n^obet k einen 9on w^/ v^/ W3 • , . w» ttnabl^angtgen Soef« 
ßcienten^ unb a/b/C/d/.,..g/h ganje ))oftttt?e 3a^Ien an^ 
(eigen / fo fomnten in btefer Function / tl^rer 97atur nac^ / aDe Tin^j 
briicf e aU ©lieber oor / toeld^e ^d) au$ bem angeführten ©liebe burc^ 
SJertaufd^ung ber barin erf^einenben ©roßen w^/ Wa/ W3, w^ • . . 
Wa^i/ Wa fowoj^I unter fid), ald aucf) mit ben übrigen ©roßen 
^B+w Wa^,/ Wn^.3 . • . Wn abletteu taffen« HUe biefe mit Um 
genjetnfc^aftlic^en Söctor k t?erfel^enen ©lieber bitben gufammengenom* 
tuen eine f9mmetrifcf)e Function/ welche aud nid^t me^r Steilen be- 
fielet, ate gerabe gur ^pmmetrie erforberlicf) ftnb/ unb beßwegen eine 
etnfa^e fpmmetrifc^e Function Reißen foU. Sßir looOen fte burc^ 
bad ©pmbtl k[a/ b/ c/ d . • • g/ h] oorflellen/ in melc{)em bloß 
bie jebem ©Itebe eigent^ümlid^e Sr))Ottentem©ru))pe / morauf ed ^ier 
allein anfommt / erftc^tUc^ .gemad[)t wirb. 
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m^ fpmmetttfc^et) Steilen 9on bet Sorm 

li[a, b/C, d • ♦ . g, h] 

jufammengefe^t Orbtien mtr bie Sjrponenten jebed folc^en S^etted na^ 
i^rer ©rope in obfleigen^er S<>Id^/ fo baß a nidjt fUtner ifi dd b/ b 
titelt fleiner al$ c^ c ntc^t fleiner ald d u. f. w.; orbneit tt>tr ferner 
ble etnjelnen Steile fo/ baß in fetttem berfelben ein miti^pttduf^ 
tient eine frühere (SteDe einnimmt/ ald in bem t)or|^erge^enben Steiler 
unb nehmen wir an/ k[a/ b/ c/ d . , . g, h] fep ber erfle We» 
fer Steile/ unb bie ?lnja^l ber in i^m erfd[)einenben S;))onenten 
ä/ b, C/ 1 . . h fep = n. 2)aö ^tobuct 



«. • 



• • • 






ijl/ wie aud ber eben au$9efi)ro(^enen SBebeutung ber ©roßeu 

A A A 

— -T^/^-T^/ — A^-*** ^«^^^ö^t / eine ganje rationale fpm^ 

Aft Aft Art 



»o -"o 



metrifd^e Function t)on Wj/ w», W3 . -. * w^/ wefdE)e gehörig entwi- 
dPeft unb nacf) bem fo eben erwähnten ©efc^egeorbnet/ gteic^faW 

h[a, b/ C/ d . . '. . g^ h] 

jum erfien Sl^eile befommt* 97ennen wir ba^er F Vte ju bered}iienbe 
fr>mmetrifd)e gunction, unb P baö angefül^rte ^robuct/ fo ift bie 
Stfferenj • ., 

* F — P/ 

weldf)e mr burcf) F^ bejeic^nen wollen/ eine fpmmetrif^e gunch'on ^r^ 
Wi, Wa/ W3 . , . Wm/ in t>er ba§ an bie erjie Stelle gel^orenbe ©lieb/ 
ji ,mit'k[a, b, c, d . , * g, h] uergltc^en, <i,n einer friil^eren ©teile 
eine» niebrigeren grponenreii fii^rt. 2(uf biefelbe 'iitt fann ju F/ ein 
^robuct Pj gefunben werben / fo ia^ ber erjie S^eil bJr*« 2Uf eäw^ 

, ■: Fl — Pj = Fji/ • . ; 

niit jenem ber ndd^fiooröergel^enben £)iffere«j »erglic^en/ wiefeer 4n ei^ 
ner früheren Stelle einen niebrigeren gjcppncnten enthalt/ u. f w. 
<Se^t man biefe Operation trad) berfelben ,9tegel fort / ft erniebriget 
man foVtwd^tenb ijie g;rponenten be^ erjlen einfad^en fpnmietrif^eu 
^^eiled ber nodi) tucf (laubigen fpmmetrifc^eu gunetiim/ unb tommt {»' 
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(e^t genrip auf eine i^oDi^ «erfd^unnbenbe 2)t{f erenj ^ ii4lmlt(^ auf 

aWan l^at nun FrsP+F,, F^sP^ + Fa u. f. ». F, =?: P,, 

alfo F = P -f Pi + • — + Pr, 

\ miüvd) bie vorgelegte fprametrtfc^e gunctton P auf ^toiucte r>on ^o^ 

A A A (— 0"A„ 

tenjen ker Orpßen :— ^/+t^/ — ä^-^^* 1 ' ^^^^" ®^* 

i ^O ""O ""O ""O 

j^onenten gan^e po^\tm 3a^(en finb/ jutudPgefu^rt morben tf!« 2(uci^ 
fte^t man au$ beut ©ange bet fo eben vorgetragenen Sntwicfelung/ baß 
ber ^m!e ^ertl^ be^ Seiger^ n / welcher ftd^ auf bte le^te in ben ^ro- 

A A 

^bucten P, P4 • . . Pr oorfommenbe unter ben ©rofen — ^f + -r/ 
X 

— Y ^^* t)ejie^t , bem I^Jc^flen 5JBertl^e ber @umm^ 

Aq ^ 

SRan iDtrb febodS^ bte ^ter angebeutete 9ied)nung Sebeutenb dbtut^ 
jeii/ wenn man bte 95erecf)nung/compItctrterer fpmnietrtfd^er gunctio» 
nett ber SSBurjeln einer ®[eicf)ung auf jene ber einfacheren grtlnbet» 
Sine ber einfad^jlen fpmmctrifc^en Functionen biefer litt ifl bte Summe 
gleichnamiger mit ganjeti pofttioen ober negatioen Srponenten oerfel^e- 
ner^otenjen ber SBurjeln einer ©leid^ung/ beren Sßert^ auf folgehbe 
Art bered^net »erben fann- . 

SRuItipIicirt man bie gegebene ©leid^ung 

(1) AoX«-f A,x«-« + AaX"— + A3X»-34.... + A„--,x-f-A„=o 

mit x*/ fo l^at man : 

(3) AoX«t'+ Ai x»+«^' -I-A4 x™+r-»4^..+ A«-., x»-* • + A^x'sso. 

S>tefer (^Ui^un^ with offenbat ®«näge geleitet/ wenn man ^(Ut 
I eine bec SBurjeln w, / w^^ Wj . . ..^m het vorgelegten ®Ietc|)ung | 

i (0 Htf f«>¥'* tji 

A.w-+'+ A. <+-• +A, w^-f'- + . . . + A„_. >v'.+' + A„^v: = o. 
A,<*' + A.wr^^'+A,w:+-' + . . . + A_. w^+' + A^wJ = o, 
AowJ:+' + A.wS;+-' + A,wJ*'- + . . . + A„_,w5+'+A„ wj = o, 

A, W-+' + A, w*"^— + A, w"'+'— + . . . + A. . w'+' + A„ w' = o. 

2(bbtrt man alle biefe ©feic^utigen / unb b^ieic^net man ber frt3= 
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^(tcn Übevmfuti^ Qdteu, bie Summe 

"w' + wl 4- w5 + •••• + ^» ^^^^ W' 
fo ^at man 

(4) Ao[m + r] + A,[m + r— i] + A;i[m + r— a] + . . • 

. . , + Am-, [r+i] + Am[r] = o. 

2)ufe (SUid)mQ gibt [m-j-r]/ wenn [m+r— i]/ [m+r— 2], 
[m-f-r — 3] IC. bereite befannt jtnb. Sdßt man rcso fepn/ unb be« 
t^enft man^ baß 

ifl, fo folgt 

(5) Ao[fn] -J- A,[m— 1] -{- Aj[m — 2] -j- . .. -J* An— 1 [»] -f- mAni=o. 

. SBie auS bem oben @efagten ju erfe^en tfl/ l^angt bie bemSet« 
c^en [n] entf))rec^ienbe einfache fpmmetrtfc^e Function ^ ii^enn n eine 
ganje yolttioe^ m nid()t ubertreffenbe 3a^I bebeutet/ bloß oon ben 

A A A (-~0"A„ 
©rößen — -i, + -!, ~ -? biö — r ab. ©ttmmen ba^er in 

Aq Aq Aq Aq 

{loet ©letd^ungen bie n 4- 1 erflen (Toefficienten ber ^otenjen ber m^ 
befannten ®rdße uberein/ fo j^aben für beibe bie Sunctionen [1]^ [2]/ 
[3] [n] einerlei SBert^e. Sinn ifl fär bie ©leic^ung 

(6) Ao X» -f- Aj X»-« + AaX»-« 4. . . . + Ab^jX 4. An == 
ber Sorniel (5) gemdß 

(7) Ao[ii] + A,[n— i] + Aji[ii— 2]4.,.. + A,-.,[i]4-nAn = o; 

folglich ifl biefe le^tere Sormel auc^ auf t>ie ®(et(^ung (1) anwenbbor. 
©e^en wir^ier n=i , 2, 3 . ♦ . :c., fo ^abeu wir 

(8) Ao[i] + A, = 

Ao [2] + A4 [1] 4- a A» = o 

^«[3]- + A, [2] + A, [1] + 3 A, ^ o 

. u. f. w. 

gaffen wir fn ber ©leic^ung (4) r eine negafioe flanieSal^I/ «nb 
numerifd) betracf)tet fleiner M m fepn/ fo ^aben witf wtnn wir ber 
2)eutlic^feit wegen — r jlatt r fc^reiben^ wobei r an ftd) genommen 
))ofttio ifl: 

(9) Ao [m— r] 4- Aj[ai — r — 1] 4- Aji[m — r — 2] 4- , , , . 

+ A„^,[^(r— 1)] '+ A«[— r] = o. 



• • • • 
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3wifd)9n Ao[in — r] unb Am[ — r] erf^eint in btef« ©lel^ang 
baö ®Keb Am-, [o] e=3 m Aoi-t i ferner tjl ber gormel (7) jufolge 

Ao[in — r]4-Ai[m— r— i]4-Ajt[m— -r — 3]-f»* • • ^-(m-- r) An,_^=so j 

bal^er iUihtf mnn man btefe ©(etc^ung oon (9) a^te^t: 

(10) A«[-r] + A„-. [-(r- 1)] + A«^. [-(r-a)] + • • . . 

Sefonbere S^OTe btefe r le^teren @Ietd[|ung jtnb 
(n) A,[-i] + A^. = 

Am [—2] + Am-, [~ t] + ^ ^«»~« ■= ^ 

A„ [-3] + Am-i [-2]i+ Am-. [-1] + 3 Am^ = O . 

u. f« u>. 

IDaß bie Sovitttt (9) ftc^ «»(^ onf i(tt£ S'D« (rfireA^ in welchen 
r ^rSper iß al$ m/ (ebarf fetner wetteren Sriduterung. 

3fl man im @tanbe jebe fpmmetrifc^e Sunctton ber ^urjeln ei' 
n« @Ieid)un5 oon ber %otm [r] {u berect)nen / ~fo ^ot bie 93ere(^nnnd 
t(t fpmmetrifcfien Functionen von ben Soi^mtn [a^ li], [t, b, c]f 
[t/hf c, d] u. f. it>. feine ®(^)viertgfeit. 

Senn ed ifl offenbar 

W.[b] = (wt + wJ + w5 + ....)(w^ + wJ + w5 + ....) 
= [a + b] + [*, b], 

folfllid^ 

(la) [a, b] c» [.] [b] - [a^-b]. 

Serner tft 

[a,b][c]« 

+ K ^\ y^i + < w' w| + < w$ wj +w; yy) Y>i +«: wS wj +«; «i w:+... 

= [a+0, b] + [a, b + cj + [a, b, c]j 

foiaii^) 

03) [., b, c] B [«, b] [c] - [a+c, b] - [a, b+c]. 



i(5o 

. )(uf biefelbe Hxt ftttbeit tnan 

( 1 4) [a, b, c/ d]=[a, b, c][a]-^[a4-d, b, c]~[a, brf d, c]— [a,b,(4.d] 

U. f. I». 

£)te in jebet f))dteren Sotmel t?orFommenben fptnmetrtf^ien gitnc« 
(tpnett ergeben fid) au^ ben fcu|^eren Sotmeln. 83et bem (Sebroucfie 
btefer Formeln tfi ntd[|t aufet Hd^t julaffen/ baß aQe Sjr))ottenten bet 
tn benfelben beffnbltc^en f^mmetrifc^en Functionen ola ungletd^e Säu- 
len hetxai)tet tvorben ftnb« SBtU man btefelb^tü auf fpmntetrtfd^e Sun^' 
ttonen anwenben / in n^elc^en mehrere gleiche Sjrponenten erfd^eitten/ fo 
bebenfe man/ baß in ber Sunction [a, b/ c/ • • • b]/ wenn rSr« 
))ot^enteti einanber gleich »werben / jebe$ @Iieb fo oft tt)teber^o[t witb^ 
alö ftc^ r ©roßen oerfe^en laffen/ nämlid) i«2.3...(r — i)rmoI/ 
unb baß beß^alb biefeSutietion ben Saetor i «2«3«..(r — i)r erj^ält. 



» 
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tne gegebene (Slei^utig mit einer un^efantiren ®r6$e Irantf« 
fprmtren^ \^\%i aud Derfe(ben eine anbete @(eic^ung ableiten/ be« 
re« SSßuriein |u Jdmmtlic^en SSurieto bererßeren jn einer porgefc^nV 
benen StelatiPB ;fle^ep# . . ,. , . . 

Sil 

bte SU if4indfarnitrenbf) 

bie trandfor mitte ®Iet({)uh9/ unb bejet^net man irgenb eine 
SBurjel ber etfleren butd^ x,/ irgenb eine anbete SButjel betfVIbett 
burd| Xji/ eben fo eine öön beri genannten' SButjetn perfc^iebene butd^ 
X3 u. f. w. : fo witb bie ^Relation / tvel^ie jmifc^en ben äButieln beiber 
©Inc^ungen (1) unb (2) Statt ftnben foU/ feflgefe^t^ ivenn man fägt^ 
i% muffe 

(3) . 7 = ? (3^lf Xjt, x, •) 

fe^H/ wobei 9 eine Function von bef annter Sotm anzeigt/ unb baft 
Problem ber Stanaformation ber ©(eic^üng (1) in (2) beflef^t batin^ 
ana ben befannten Sert^en oon 

XU/ Ap/ A}/ A27 A3 • • • • Am jene von 

n/ üo/ üj, Uji/ Ü3 . . ü. jw berechnen. 

^ieb ri witb ubtigend/ fo tote A« im0rutli(^ ißz andj^ Uq unbe« 
flimmt fepu/ unb e^ melme^r auf bte Quotienten 

Ottfommem '- 2>^M^ ne^meti^ f»{e du^ m Solgenben ber jtutie toegen 
QR/ beibe ®Iet{lbungen (1)/ (2) fepen auf einefolc^e Sotm gebtadSit/ 

ba| Aosa.i unb Uossi til. 

fS3ir f innen ^ier immer votau^fe^en/ ba9 in ber Function 
9(xi/ x«/ X3 • • • •) alle XD SBurjeln ber ©leic^ung (1) etfc^einem 
!Denn ifl biep ni4it ber SoDf/ \p benfen wir und bie ®umme ober auc^ 
ba$ $robuct tc ber fe^lenben SBurjeln/ mi bem Soefficienten o oer« 
btttiben / biefer Function jugefe^t. 



1 



Xk SGBtirieln ber ©letc^ung (a) ergel^en f{^ / tuenti man in ber^ 
faDd fte vte(beuttg ifly, in lebest. mpc[IjdE|^en @inne gen^ommimen/ Sunc« 
tton 9 X*i '* *» ' *3 • '• • .) bic 3eidS)en x* / x» , Xj . V . . na^ unb 
na(^ aUeSiirietn ber ®läd^ünQ (i) bebeu tenld^t/ obvt ft^a« baffelbe 
jjl/ ivenn man/ tn fo fern man x^/ .{«^.x^... . • « fletd auf bte ndm^ 
liefen SSBurieln ber ©leic^ung (i) bejie^t/ btefe ®r6pen auf a|fe m6g« 
Ild^ert 2Jrten utifer etiianber »ertt^^'c^feW. 2)a abet bte 'guiicrioit 
9 (xj, Xj, X3 . .'• .) fo bef^afferl fepn fanu/ bag jte bei gewtjfen 
93erwe(^6lungen ' beir ©rißeft Xj, Xa,*x3 . .'• . gendu'btVfelbe bleibt 
(ivelc^e S3efd[)affen^eit n^irin i^rergornt Itegenb unb nt^t bfo$ bei ein« 
gelnen fpecietlen SBert^en ber genannten ©ropeu/ Don n>eI4ien mir 
|fter ganj abfira^rett/ @tatit finbenb^brnfen) / fo merben mir / um bet 
@(etc^ung (s) nid)t me^r SEBtirjeln ju Q$Ven ^ nU then- nii^i^ [xtitr 
l^teju b(op bt^ t)erfc^(betten 2(u$brücfe in 21n/^rucl^ neJ^nnen/ .»)el^ebie. 
Sunctton 9(x, , x^y X3 . . • ,,) mit SHiirfjic^t auf t^re aUeitfatW wr- 
l^an^ene 93ielbeutigfeft bei ben oben.envq^nten ^erio^c^alitngen bar« 
bietet« ^e^eic^nen mir biefe öerfc^iebenj^n .2(uäbrit(fe burc^ 

(ä t|l bad ^roburt , ' , • • 

(y— 9i>(y— ?0(y— 93) • • • • (y~9») 

offenbar eine fpmmettifc^e Function' ber ©rSgen Xj/ x^, x^, tc.; berin 
jebe benfbare VSktmÄjtlww^ berfelbefl'^I^af'Airfjta weiter jur ^olge/ aB 
baß bte ^luebriicF^ %;,' 9>2 / 93 • / ; 9«' med)felmeife h\ einanber dber-- 
ge^en. 6a ftnb ba^er aud^ bie ff oefficieliteli ber g^öfeliJen öcii y in bem 
burd^ Snttvicfelung biefiö g>robucfea jtc^ ^ebenben ^olpnome 

P(y) = y* + U,r- -f tJ.yV« 4- • . • + V»^ + ^-' 
namltc^ ü» , üj^, :c. ü« f^mmetrif^i; gjunctionen oon X|,/ Xi^x, • . . ./ 
unb itoar. rationale J^unctionen^ tveil b<^a ertvd^nte ^robuct bei jeber 
»ebeutung ber melformtgen gunctioit 9<x»/ xi, X3 . . ,) baffelbe ift, 
alfo feine aSidbe^tcgfi^it julaptt fol^Iidb. (affeji ftd^if'bie Sßert^ oon 
üi / üj / . . • . . ün , aua ben .^P^fficienten ber ®^leid^üng 

(0 /W = X" + A, x»-> + A,x— ^. ; .'; + A;„i:i x+ A„=:o 

mit ^ulfe ber in ber oorj^erge^eriben lOorlefung erfldrten SWet^obe» 
berechnen. Aber bt> Oleic^ung - 

i^(y)=:0 

i|l eben bie ju fuc^enbe; ba^erifl au<^ ba« vorgelegte Problem aufgeWfr 



lös 

« 

29enn man ben ^evtp ber Function 
(3) 7 s=3. 9 (x,, X,, X, . . . . X«) 

unter ber ^oraudfe^ung/ ba^ Xt/ x^, x^ .. « . x» utibefannt ftnb/ 

burc^ 93erbtnbung ber ©leic^una (3) mit ben m ©(etc^unain 

. . ... *^ ... 

Ai = — (X, + X, 4- *3 + • • • + »'in) 
A^ ~ XjXji -^ X1X3 -J* X4X3, ^ • v'«mX«i^i Xfa 

(4) A3 = (X, X^ X, -|- • . . + X,A_,X«-.,X«) 

U* f. W. 
Am SS f — • 1)"* Xj X|^X3 • • • Xm 

berechnen ii^OEte / inbem man aiif \oa$ immer f är eine Htt m9 biefrti 
eine neue ©leid^ung obfettet/ tn n^eid^er blo^ Ai> A^/ A3 • • • » A« 
ttnb 7 enthalten finb / fo fnbet man/ wenn man biefer le^teren ^lei' 
4ttng ben niebrtgfl mögltc^jien Grab unb in 95e}ug auf A^/ A,/ A,..« 
Am rationale Soefficienten ju ert^eilen fuc^t/ fein anber^d 9tefuUatf* 
ate bte obige ©leic^ung 

Scnh bad ^pflem ber dtec^nungaoperatioi^en/ lt>elc|e oon ben ®(ei«- 
d)i!ngen (3) unb (4) auf FXy)==!o fuhren /ifl Don ber befonberen SBe* 
ieutung ber ®ti$en x^, x^, X3 « . . x^ unab^ngig; ba nun A^/ A^/ 
A3 . . ♦ Am burc^ feine gegenfetttge aSertaufc^iing t)on x^/ x^/ X3*... 
Z|B geanbert )t>erben/ fo wirb ba$ Snbrefurtat imtner baffelbe fepn/ 
Mijt ^teHittig man auc^ ben ®r$ßen x^, x^, x^, :c. in ber ®UW 
(^ung (3) geben mag *). 

2)er ®j:ab n ber trandformirten ©leic^ung 
(2) ^ \i^*(7) = o 

luirb factifi^ beflimmt/ wenn man aUe aud ber S^nelion ^(x^f x^f 
X3 / . • .. Xm ) burd^ bie ^ielfirmigf eit berfelben unb burc^ bie gegen« 
fettige 93ertaufcf|ung ber ©rifßen x^/ x^, X3 « • • x» entfpringenben 
t)erf(^iebenen 2(uabrucFe 91/ 9«/ ^a • • • 9« bifbet/ einenad^ combt« 
natorifc^en 9>rincipien au^jufii^renbe O))eration/ weld^er^ i^re SBett« 
liuftgfeit aufgenommen , Uw ^c^wierigfeit im. SBege fie^t. 



m»mmi^m^)»mmmimmmm*mmt^mt 



*) ^nd^efonbere er^edet au$ biefer ^etvad^im^ , bag man , wenn man au^ 
be^n ^feic^ungen (4) eine ber SS^urjeln , $. !6. x^ fuc^en moOfe , bur«^ 
!Befe(tigt]ng berti^rtgen aufbie®(et4ung/(x^)=:o fommen xcco^^ m\^t 
feine anbere ifl a(9 (1)^ ber auger z^ no(( bre SS^nrjern Xj, x, • • • xm 
geboren. • 

u • 
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iDfe Orbnung^ia^I n ijl jetod^ an gekoiffe ©efe^e gebuttbeir^ mit 
bereit ^u(fe man im 2>tanU fepn kPtrb/ i^re ißef^afen^ett einiger 
9}?aßen ju (eurt^eilen. 

' MSe fep y bie ?(n}a^rber \dtt\d)UUnen SBert^e^ n)eI4)e ber Sunc« 
(ion 9(xs/ x^r X3 . . • Xm) bei feber einzelnen ®te&ung ber ©ropen 
x«/ X2/ xs^ u. blof wegen i>rer ffiielbentrgfett jufommen (wobti k9tr 
Don f))ectellen ^befMnnmingen btefer ®ro0en abflra^tten / burc^ ivelc^e 
DtelbeuttgeSeflanbt^ette ber Function gdnjltd) t^erntc^tet n)erben fdnn« 
ten)/ fo tfi/ wenn jeber ber erwähnten SBert^e von 9 (xi / x, , X3 . « • x„) 
bei bem 93er)t>ec^fe(n ber ©ro^en x^/ x^v ^3^ xc. p t^erfcf^iebene 31u9« 
brwfe; barbietet / of enb<ir n «s ? p. &\ht aber nid)t jeber Der burdj^ bit 
Qielbeutjgfett l^erbetgefä^rten fSBert^e ber genannten Function bei bem 
^rmuttren t)on x^/ Xj/ X3/ tc. gletcb t)te( t^erfc^iebene 2(u:dbrücfe/ fe 
tfi bie^ m Setc^en^ bof burc^ ba^ ^erritirtiren SBert^e wieber^olt mu 
ten/ weld^e bereitd tnber 93ielbeurigfeit ber Function liege»/ unb 
man ^üt für p bie geringfie TCnja^I ber aud ben ^ert^en Ux Function 
5)(xj/ Xji/ X3 . . . x„) burdS^ ba^ SJerwe^feln t)on x^, x», X3 :c. 
entfprtngenben oerfc^iebenen 2(udbrücfe (u nehmen« 

Snt^ält bie (Function 9(xi/ x^/ x, • « . .) in i^rer etnfac^ßen 
^otm (b* i. nac^ i)oUbraci(;ter 9?ebuction aller gleichartigen Steile) me§' 
fere me(beutige %^ciUf wo\>qi\ Uni einen Vi/ bem {weiten t,/ bem 
britten ¥3 Sert^e u. f. w. entf))rec{)en/ fo ifl/ weil ieber biefer fEBert^e 
mit jebem ber übrigen iufanimengejleDt werben fami/ yssy^y^r^ 

Sie 2(njal^( p ber oerfc^iebenen Hu^t>tMi, welche aiiö ber^nnc« 
tion 9(^1' ^ir X3 • • « « X.) burc^ bad blope gegenfeitige 93ettau« 
fd^eh ber m ©roßen x, / x^ , X3 , . . . x„ entließen (wobei alfo oor* 
auögefe^t wirb/ baß fdmmtlic^en t)ielbeutigen 93e(lanbtl^ei(en berfelben 
ein bef}immter 2>inn beigelegt worben fep)/ tfl offenbar l^ocbflend ber 
Tlniapl ber 93erfe|ungen gleidS)/ weld^e bie genannten ©ropen julaifen/ 
a(f^ ^oc^flena =: t .-2 . 3 . 4 . • • . (m— 1) no« 

Z)enFen wir nnd alle i.2.3...m Jludbriicfe/ welche m^ ber 
Function 9(xj, x^/ x,, • 4 . . x«)-fur fdmmtlid^e SSerfe^nngeh ber 
©roßen Xj, x^, Xj . . . x« l^eroorge^en / wtrfli^ bargefleHt/ unb 
nel^men wir an / ed fommen barunter r einanber gleiche oor / beren 
jeber 5=?9i fep. S)a bie ©leidjl^eit berfelben in ber §orra ber gunction 
9 (3^1/ Xj/ X3 ♦ • • x„) gegrünbet unb oon jeber ft^eciell^n aSejHm* 
mung ber ©rojen x^, x»/ X3 . , , x,„ unabhängig ijl/ fo er^dlt mau/ 
wenn man biefe ©rößen in einem anberen ber 'erwähnten, i.a. 3... m 
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2fu9brikFe/ )• 95. in f«/ fo unter ftnatiber ^tmc^felt, mie bie^ tit 
ben legieren r gleichen 2(ttöbrucfen d^f^a^ / effenbor abermal r gleiche 
Ku^brucfe/ bereti jeber «^i ijJ, gd^rt man <iuf biefe SJktfe fort/ fo 
jerfdat bad ®9fiem aOet i • s. 3..;m oor^anbenen Tudbrutf e tn^ar« 
tien^ beren jebe r gletdie *2(udbrÜ€fe nmfapt/ unb ed* muf > wenn p 
bie Ttnja^I biefer Partien bedeutet/ pr es i« 2.3 i/«.m feyn. ,2)a 
nun aber p and^ bie ?(nja^[ ber i>erf(^tebenen ?(tt6btiTtfe anzeigt/ welche 
9(xj/ Xif ^3 • • • Xm) bef allen 9}ertaufc^ngeh ber m ®t6$tn 
Xi/ ^2/ X3/ :c. barbtet^t/ fo tfl biefe Tin^a^l jietd ein S)totfor be« 
$tobucted 1 . 2 . 3 • • • ^. m« 

2faetn mc^t ju iebem 2)totfor bea g>rofcucted i. 3.3..;;hi Idft 

{i(| eine S^inctton t>on m ®r6pen fnben/ \veld)e hei allen m6gli(|^e4t 

^ • • • 

gegenfetttgen ^ertaufc^ungen biefer ®rof en nur fo titele oerfc^tebene 
SBert^e annimmt f aU ber genannte £)ioifor Stnl^eiten ent^dlt. 

Saucf^pl^at in bem Journal del'ecole'polylechnique i7"»Ca- 

hi'er bemiefen / bap eine Function oon m ©roßen / weld^e bei alTett 
benfbaren gegenfeitigen 93ertaufd[|ungen berfelben weniger perfdSiiebene 
SBert^e barbietet f aia bie gr6f te m nic^t uberfleigenbe ^rimja^I ans 
ieigt; entweber fpmmetrifc^ tfl, ober bo^ nur {mei ti^erfc^'ebene SBer* 
t^e juldßt. V , 

Sa fann gejeigt werben/ baß bte Function unter ber erwd^nten 
Sorouafe^ung fid) nic^t dnbert/ wenn man jebe brei beliebige ber m 
©röpen unter eiminber Dertaufc^t/ worauf bann ber {u bemetfenbe ^at} 
fogleid^ folgt. 3» biefem Snbe bejeic^ne man bie brei @rößen / welche 
man in bad 2(uge faffen will/ burc^ x^/ Xj/ X3; bie übrigen hntdf 

j^, X5 :c. unb bie Function felbfl burc^ 9(xj/ x^/ X3/ X4 ). 

Serner fep p eine ^rirnja^l / welche nic^t groper tfl alt m / aber Qxi» 
iit alö bie Zn^a^l ber oerfc{)iebenen SBert^e/ bie aua 9 (z«/ x^/ x,^ 
S4 • • « •) burc^ baa ^ermutiren oon x,/ x^/ X3/ X4 2C. entf))ringen. 
SÄan oertaufc^e bie p Oroßen Xj, x^/ X3/ x^; X5 « . • Xp_,/ Xp fo 
tinter einonber/ baf jebe folgenbe berfelben an bie Stelle bet oor^er« 
ge^enben / unb bie erfle an bie Stelle ber legten rucPt. (Sa fep ber an* 
fingltc^e Sertl^ ber vorgelegten Function es 9/ unb ber nai^ biefer 
Qertauf^ung S^tatt finbenbe = 92« Z^urc^ biefelbe 93ertauf(^ung Idft 
ft^l oua 9t ein neuer SSBert^ 9,/ unb iiua biefem 94 ableiten/ u. f. w* 
Sian ^at ^ier 
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f«* sa fij^xf Xxf X^f X^j X5 . • . • Xp^, / Xp)/ 
: f'% *=• 9> (?a / ^8 / *4 / 5^3 r 3C<J • • • • 3Cp / Xj) / 

' 9i F^ 9(^3/ ^4' *j/ *ö/ X7 .. • • • Xi/ X2)/ 
f4 =5^ 90^*f x^f.x^f Xff Xa • • • • Xji, Xa)/ 

9p.^i =5 ?(*ih-.i/ Xp^ Xj/ Xi^ X3 • • . Xp.,^/ ^p— »)f 

^p t£3 ^(Xp / Xi/ X2/ X3/ X4 . ;^ • Xp.^/ *p-«)/ 
fpf» =^.?(*»/ 3^2/ X37 X4/ X^ . • • Xp— , / Xp) 

Älfo 9pf, 6=5 y, , tooraud 9p+, s=5 y^/ ^p+s *= ^s «• f »•/ ««^ ftB» 
gemein/ rnenn q/ r pofttioe ganjeS^^^I^n bebeuten/ 9>pqfrs=?r folgt. 
Sa bie Function/ 9on ber l^ur bie 9tebe tfi/ weniger aföp m^ 
jf(|tebene SS3ert|^e j^af^en foU; fo niupn unter bett p fSBert^en 

9i/ 9i/ ?3^ 94 V • • 9p*-i/ 9p 
n^nigßen^ jmei tbentifcf)e t^orfommen. @ie fepen 9« unb 9b « ®e|t 
tnan/ unter» ber 2(nna^me b> a, ber Äurje wegen b — aasc/ fo ent- 
fielet offen.bar 9i^c ÄUö 9i nadf) bemfelben ©efe^e, nac^ welct)eni 9b aa* 
y« gebilbet wirb/ unb ba bie®Iei4)ung 9» ss ^^ ftc^ auf bie^orm ber 
gunetion 9(xi/ x»/ xa . . • tc) grünbet/ fo tfi notj^wenbig 9i=:yifo/ 
alfo tiber|eau))t 

9i = 9«+c ==5'9i + ac= 9i+3c e= iC, 

3Da c<p unb p ^ine gprimja^I tfi/ fo fann feine ber p — \ Saj^Ien 
c/ ac, 3c/ 4c « « • . (p — 2)c, (p — i)c burdf) p oj^ne SHejl ge- 
t^eilt werben ; au4 finb bie Stejle berfelben t)on einanber t>erfc^ieben/ 
weil fon(i bie 2)ijferenj jweier biefer Säulen , ivelc&e felbjl in bie Steige 
berfelben gehört / burd^ p t^eilbar wdre: ba^er gibt ed unler ben ge* 
nannten Sagten gewii eine/ welche burc^ p get^eilt bie Sin^ett jum 
Qtefle lagt, Kennen wfr biefe Sai^I hc/ fo ^aben xoxt, ba biefelbe wn* 
ter bergorm pq+* oorgeflellt werben fanu/ 91+bo === 9psrt'* =9i/ 
alfo wegen ?j = y.fhc auc^ 9^ =5 92, 

93ertaufc^en wir in 92 = 9 (x^/ X3/ X4/ x^/ x^ • • . Xp / x^) 
bie bafelbfi oorfommenben ©ropen x^, x^, x^ ic. fo unter einanber/ 
baß bie jweite berfelben in \>k ©teile ber erflen , bie (e^te in bie ©teile 
ber gweiten / bie erfie in \>k ©teile ber britten tritt/ unb x^oxi ben übri* 
gen i'ebe uorange^enbe bie ©teüe- ber nac^folgenben erhalt/ woburdj 
9. tn *r=s9(x3/ x^/ x^/ X4/ X5 . . • xp_., Xp) ubergej^t; fo fan« 
auf biefelbe 2trt xm oben t>k ©leid^ung 9» == * erwiefen werben. S5 
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tf!<ilf(^au^ fiSS3 0. QSergletc^t man 91 mit ^, fo fielet man, l^aß 
Jter Wog We^ ®?4|{e;i ,^4 / .?! / X3 Jint^r drionb^ir . il^re ©teUen- jewed[>* 
fcU |^(tben/ bettet man aud 4> einen neuen äßert^ ber t)orgeIegten ^unc« 
ti^n n<i(|f %#mfel(^en ®#fe^e-a&A ^aci^ tt^elc^m oäa ^i entf)}ytngtA fo 
l^atman 

J>(X4, X,, X3; «4, IC.) e? 9(x3, Xj, Xa, X4, «•) 

. , c=3 j>(x;^, X3, xj, X4/ :c.)» 

Sf; )mr& alfo btefie Function. ntd^t geänberty , tt^enn man bret t»e« 
üebige bec in % erf4ietne«ben m ©rppen/ n^texi^ x^/ X3 unt^r ein« 
atiber inrrmec^felt. , 2(IIetn jebe ^ertanfc^ung bi;eier.®ropen ifl aud {wd 
ütif etnoiibec folgenden 93eirl<\ufc^nn9en {meier ®ro||en jufammengefe^t ; 
erleibet alfo ber Sert]^ ber Snaction burd) 93ertaufcl)ung {meier ©rör' 
f en eine ^nbernng / fa fleOt eine barauf fpigenbe ^ertaüfd[)ung. jweier 
©ro^enben vorigen SBert^ mieber^er/ fo bafi bie Function bei jeber 
telietHgen ^ermutation i^rei^ ^rJßen^ n^erd^e im ©runbe eine bloße 
@ucce{Tion oon 93ermec()#Iungen jitveier '©rci^ett ift/ ^od^ißena jwei oer* 
fi^bene SBert^e anntmtat. - 
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Sieben unb awansiöile SSörlefung. 

Ober einige fpecielle Sraneformationen ber^Iei^ 

ci^ungem 



&an4formatton ber ©tetd^nngen Dorgettagenett SRet^übe tit iebem se* 
^ebenen SaUe mMid)t , fo fann bo^ bte Stecbnung nitt <^älfe M^n 
berer Jtunflgrijfe bebeutenb abgefurit iverben. ^olgenbe 93etf)>iele< 
ivel(^e bte {!d[| am ^dnftgflett barbtetenben Sranaformattoneit ber ®(ef« 
4iungen barfieQen / werben hierüber trägeren 2ftifrcblu^ geben« 

I. Sd fey bte ©lei^ung 
(i) /(x) c= Aox« + A,x«-« 4. A»x»-» + A3X—3 + . • . 

• • . "I* Am— I X -|- Am Ca O 

gegeben ; man foH aud berfelben eine anbere ableiten , beren SurteCii 
fdmmtltc^ um bte gegebene 3a|^I a fletner ftnb / ald bte SBurjeln ber 
erjleren. 

aSejetc^net man bte unbefannte®r2^e ber ju fu^enben ©letc^ung 
burd^ j, fo t(l 7FSX — 8/ folglich x=y4.a, SBtrb bteferSert^ »on 
z tn bte gegebene ©let^ung fubflttutrt/ unb jebe ^^otenj beffelben mit- 
eelfl bed btnomtfcben Sebrfa^ed nac^ ben falTenben ^otenjen Don 7 tviU 
voxddt, fo erbdlt man bte trandformtrte ©(etc^ung 

bobet Uo s3 Ao/ Uj s=3 mAoa-f- Air 

ü. es ^u Aoa* + (m — \) A.a 4- A2/ 

'i.a "i\ /ii 

Ü3tes*^ — :: a— ^0*^ H ; :; — Ata*4-(ra — sjA^a-f-A, 

tr. f. xo.f unb enbltc^ 

tJm=sAoa« + Aja— • 4-^28«-» 4'^3a""^+*^» + A»-«*+*«»«ft« 
®oDen bte 9S3nrjeIn ber neuen ©letc^ung um a gröfer fepn / oK 

bte SBurjeln ber gegebenen/ fe barf viM nur tn btefen Formeln a mit 

bem entgegengefe^ten 3et4ien nel^men. 

^aa SStfbungögefe^ ber (loefftctenten ber tran6formtrten ©lei« 

ddung tvtrb erftcf)tlt($er / kuenn man in obiger Stec^nung bte Sntwicf e-- 
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lun^Ut ^oUnitn von y-|-a naäf beti {l^tgenben potenten t^oit 7 oor« 
nimmt: ®iH man ber trandformirten ©leic^ung bte ^orm 

V| =5 m Ao a»-> -f- (m — 1 ) A j a«-» + (™ — ^) ^ ^ •"'^ 

4- (""—3) A 3 a«-4 -|-, . ,^ A „-, t 
Vj=in (m — 1) Ao a"»— » -f- (m— 1) (m — 2) A^ a«"-^ 

-j- («n— 2) (m— 3) Aa a"»-4 ^ tc, / 
V, esm (m — 1) (m — 2) A« a"'-^ + (m — i) (m — ai) (m— 3) A^ a«»— 4 

+ (m— 2)(m— 3)(iii— 4) A^a"-* + tc. 
u. f. n>./ 
V«»«, es m (m — 1) (m— a) (m-^3) • • 4. 3 « 2 A« a v 

-j-(iii — i)(ra-^2)(m — 3)(m«— 4) .... 3 .3* 1 Aj/ 
Tu ^ m ^m— 1) (m^— 2) (m — 3) • • . • 3 . 2 • 1 A« / 

b. ^. e6 tfl Vo =/(«); nnb ocn ben übrigen Soejftctenten Vj/ Va, 
V) . . • • entfielt jeber aa6 bem t^m ndc^fl t^or^erge^enben / wenn 
man jeb€6 ©üeb btefed leiteten mtt bem bartn erfc^etnenben dxpotten» 
tcn ^on 9 miilti)rftcirt/ unb j^ernac^ btefen S;r)>onenten um eine (Stn^eit 
t^errtngert. 

!Die fo eben erfl^rte Sranaformation fonn gebraust werben/ unt 
Attd einer gegebenen ®Iei4)ung eine anbere abjuleiten / in weld^er et» 
tejltmmted ®Iieb fe^U. @pU j. S3. in ber ®Ieic^ung (2) ta^ jmeite 
8Heb fehlen / fo mup a fo gewd^It n^erben^ baf ber (Eoefftctent U^ Der« 

Wn^inbet/ man muß bemnac^ a s= ^- fejen. 

SoQt^ man au$ bet trandfcrmirten ©leic^ung (2) bafi brttte ®Iieb 
i^f^ofen/ i» mußte a ber (Sleic^iung 

in(m— >!) ^^^^ ^ ^^ — OA^a + Aj s=s o 

2 

©eniige leiflen. Sieß fann im 2(Dgemeinen auf {U^eifac^e Tltt gefe^e« 
(en/ tüeil bie angeführte quabratifc^e ©leici^ung {meiSBurjetn {uldßt. 
!&a aber biefe SGBurjeln nic^t jeber jett reell ftnb/ fo oerfc^afft bie er« 
M^nte Sran6formation in ber 2:^eorie ber (Sleic^ungen feinen n^efent« 
liefen mu^en / unb ifl ba^er nic^t im ®ebrau(^e. 

Z)ie^Iguug bea r^<" @(iebea ber tranaformirten ©leic^ung j^dngt/ 
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toU atii ben obigen %otmeln jtt erfe^en tfl / l)on bet UnfO^m^ mt 
®Uid)nni beö (r — i)ö« ©rabeö'aK 

IL Snan foQ au$ ber ©Uidiung 

eine anbete ftnben / beten SCButiefn entfielen/ wenn man jene Ut ge« 
gebenen ©leic^ung f4ntmtltc^ mit einem unuetdnbetlid^en^actot a mul« 
tiplicitt. 

Stellt man bte unbefannte ®r6pe bet gefotbetten ©Teilung burd^ 

7 Dot/ fo tfl 7 s=3 ax/ foIgIid[) x es Z. ^itb biefet 2(udbrucf iti 

bie ©leic^ung (i/ eingeftt^rt^ fo et|^aU man 



m A _.m^l k _."»—• 4 _■»— 3 



A v"* A v"^' A v™^* A V 

•**^o y I '*-i y I ■'*^2 y #_ •*» y i i a — a 

a" a™"*** a"^* a?*""^ 

itnb ^ietaud . . 

(4) Aoy™ + A^ay"^» -j- Aja^y«-* + Aja'y«-^ -j- , ; , , 

• • • • "Y* ^n» ^ B33. / 

I9el(|le ©leid^nng bie »etlangte Sigenfc^aft befi^e* @ie entfielt and 
bet gegebenen (i)/ ivennman bie ©liebet betfetben ^ be« 9?ei^e n4c^/ 
mit ben ©Uebetn bet geomettifcben ^togteffion i ^ a / a^ / a* , « . . • a"" 
multi))licitt / unb x mit y oettaufd^t. 92ut mu^ man l^ietbei fut jebe^' 
etwa fe^Ienbe ©lieD bet ©leic^ung (i)au(^ ia9 cottefponbitenbe @Iieb 
bet ^togteffion weglaffen, 

®inb bie (Soefftctenten ber ^otenjen bet unbekannten ©to^e itt 
bet ®Ieic|)ung (i) ganje S^^Ien/ unb ifl bet etfle betfeften Ao tjoft 
bet Sinj^eit oerfd^ieben, fo-Wßt ftcl) bie ttanöfotmitte ©feid^ung (4)tro* 
met fo eintid^teu/ baf i^t etfied ©lieb bie Sinj^eit/ unb i^ve folgenben 
©Uebet ganje Baj^Ien ju (Soefficienten etj^Uen. SRtmmt man n4mli4 
asaAo^ fo n^etben alle ©lieber bet ©leic^ung (4) butcld Ao ti^eitbor/ 
unb fte ge^t in 

y«4-A,y«-' + AoA,y»-»+AjA3y«~3 + + A"""'A„«o 

ober. Sil Ao eine jufatomengefejte 3a^l/ k» ein gactot tetfelben/ tinb 
fJnb bie Soefficienten A^, Aj, A3, . • . . At-, beiiel^üngaweife barc^ 

k»--», k'— , k'-9, • . • • k t^eilbat; fo ifl ea ^inteic^inb « 
(tt feiern 

Sutd^ biefe Stan^fotmation fann aucf^ tim ©leic^ng 
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X« + A, x»~* + A* X«-« 4- A3 x«-5 -f • • • + Atö » 0, 

beten |^od)f!ea ©Tieb mit bem Soefftcieittett 1 erfd()etntr unb tn it^efc^ef 
bieganjeÄ Soi^Ie« A, , A^, A3, ... • A« beite^ungdweife bie gac» 
toren k , k» , k» / . . . . k« enthalten / t^eretnfad^t werben, wenn man 

a S3 - fepn lajßt. 

III. S)te ©ubflttuttonen x «=a — y, x t=: 1, x t=z ^y n. 

b. gl. fuhren eb.en fo auf tranafcrmtrte ©Teilungen, beren SBurjeln 
bie negativen, bie rect))rofen SBert^e, bie ^uabrate ber SBurjelnt ber 
gegebenen ©(etc^ung u. b. gl. ftnb. SBir uberlafTen bie weitere SBej^anbi^ 
lung biefer 2(uf3aben bem ^(eiße unferer Sefer. 

ly. 000 m^ ber ©leic^ung 

(5) x»« + Ai X«-» -f- A^x«-* -f A3X«»-8 4. .... ^ Am =5 o 

eine anbete abgeleitet werben, beren äBurjeln bie @ummen je jweier 
ber SBurjeln ber erfleren ftnb, fo fep 

(5) r + ü»y— + ü,y«-*4.Ü3j»-3 + . . • + U««o 

bie verlangte ®Ieid[|ung. 

©a ftcf> bie m SBurjeln ber ©fei^ang (6) auf --i i »erfc^ie« 

bene j(rten ju jweien iufammenfieDen lajfen , fo muß ber Orbnungd' 

e;))onent ber ©leic^ung (6) nämlicl^ n es " '"— '^ feyn. 

gerner ifl, wenn r eine ganje ))o{ttioe 3a^I anjeigt: 

% 

S!)?an fe^e l^ier jlatt | nac^ unb nac^ jebe ber SBurjeln ber ®Uu 
(^ang (5), welche wir x^, x^, X3 . . . x^ nennen woDen, unb ab« 
i\xt bie flc^ l^iebur^ ergebenben ©leic^ungen , fo ^at man , wenn man 
im 2(([gemeinen bie 0umme ber r^^" ^otenjen ber ©roßen x^ , x^ , 
^9/ • • ^ • Xm burc^ S, t)or{leIIt: 

(» + 3^1)' + (x+^i)' + (» + ^3)' + • • • + (X + »«-)' = 

::.x> +rS,x^-' 4, IJ!,^ S, x^-» + '^^^'7^ ^>^''''+ 

S4|t man tu tiefer ©let^ung tte ®r6fe x nac^ unb na^ jete 
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Ut Sßttrielit xi/ x^/ z,, « , « Xn bebeutett/ itnb abbrrt ma» alle ein« 

feinen SKefuUate/ fo ergibt {I(^: 

fl' 8r + a [(x.+x,)' + (xi+XaV + . , . + (x^ + Xs)' + . . •]=3 

• • • •]— r Sf.»! Sr "p Vk 9r • 

3ra iWtittnt^tiU btefer ©letd^ung ftnb bte treiben jaferjlett ©Ite« 
ber unb olle üon biefeu gfetc^ ivett abfle^ienben etnanber gletc^ ; ba^et 
erl^dlt man nac^ )>errtci^eter 2)tot|ton ber ganjen ©leid^ung burd^ s; 

(7) (^i + 3Ci)^ + (^1+3^3)' + . . . + (xa+x,)* + , . , « 
« (m — a'-O 8r + r 8, 8,^. + 1^^—^ 8^ S,«. 

+ — r; — »3 »r— 3 T • • • • 

2>er 3;|^(j{ recf^ter ^anb bea ®{et(^^ett6iet<^ena enbtgt ft<^ mit 

^. r(r«i)(r~«).. • (j + ») 



» r 
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mnn r eine gerate 3<^^I tflf itnb nitt 

r(r-i)(r-2) ... (^-"^-J 
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wenn r «ngerabe tfj^ 

' 35er Z^eil linfer ^aftb bed Oletd^i^eitaietdE^ena ijl hie ®umme ber 
yten gjoten jen ber SBurjeln ber tranaforrairten ® leic^ung (6) ; ea (äf- 
fen jidSi ba^er bie Summen ber ^otenjen ber SBurjeln ber ©leid^unj 
(6) aua jenen ber ^otenjen ber fSBurjeln ber ®Ieic||ung (5) berechnen. 
S3eieic^net man bie @umme 

(x,+xO^ + (xi + xa)^ + . . . 4- (x-i+Xg)'^ + . . i . • 
ber Äurie wegen bur4> -2; , fo '^at man , ber gormel (7) infolge, inä« 
befonbere: 

-Sr, t=:(m — 1)8, 
Jg-^ SS (m — 3) 8^ + 8* 
(8) :2'8 = (m — 4)83+38,8, 

^^ = (m — 8)84 + 48483 + 38; 
^^ =x (111—16) 8f +53,84+ 108^8, 

«. f, W. 
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i&ie 0itimnen. 81/8^/85/64/20. fliib mittel^ Utm Itt fänf 
mi^ i»anM9^n 93orkfiing gefunb^nen S^i^nt^In inxä) iU (Eoefftcienten 
Ai/ A^/ A3, A4/ tc. ber ©leic^nng (5) gegeben; ^at man nun mit 
4)u(fe ber Sornieltt (8) bte ®r(ßen ^^z -^2/ «^3/ «^4/ tc. bere(f)aet/ 
fo er^lt tnati/ tute man Uid^t ffe^/ bte in ber S^age jhfienben Soef* 
ftctcaeen U^ / Uj^ / U3 / U« / :c bet ©letdSiund (6) ebenfalls tnittelfi bes 
am üngefu^rten Orte anfgeflcDten Formeln (8). 

Y. Tluf biefelbe 2Crt fann oud ber ®(et4)ung 

(5) ^~ + At x""*^' + AzX~-^ + A^ii"^^ +. . . . + A« ^*= <> 
eine ititbere abgeleitet it^rben/ beren SBurjeln bie X^ifferettjen je ji^eier 
(er aiSurgeln ber gegebenen ©leicfyung ftnb. 

Da )^e SBurjel ber @lei(bttng (5) in jeber biefer :t)tjferenien 
\pm^ aU 9)?tnuenbud/ wie au(fy ald 0ubtra^enbud erfc^etnen fann, 
fo.tfl bif Utiid^l aOer ml^ic^en Differenjen bo))))eU fo grop/ ald bie 
2(nia^l aOer 3(mben ber SBurjeln. .^n ®rab ber trandfprmirten @lei« 
(|^ng ijl bemnac^ ssin (m — 1). 

Die ermahnten Diferenjen ftnb faatmi^t etnanber gleid^ unb 
entgegengefe^ ; bejetd^nf n n?ir baJ^er burc^ x^ unb x^ {Wet Surieln 
ber®(ei4)ung (5)/ unb inti) y bte Unbekannte ber trandfartutrteit 
Qlei^ung / fp iß ber erfle S^eil berfelben bi^rc^ 

|> — (xi — ^[z)] I> — (x» — X,)] = y» — (xj -— n^y 

t^etlbor. 

Sin ®leid[)ed gilt von jeber anberen Kombination ber SBurjeln ber 
©fetd^ung (5); ba^ec ifl ber erfle S^eil ber tranöformirten ®leict)ung 
ein^^robuct oonS^ctoren oon berS^rm y* — (x^ — x^)*/ unb beßj^alb 
fommen in biefer leerem ®Ieid)ung feine ©lieber oor, in n^elc^en bie 
uniefannie ®r6ße y mit ungeraben Sjr))onenten oerfe^en ifL 

@e^t man alfo ^ '"'^'^ csn unb y^ ss z, fo- fann man ber 
tran6formirten ®Ieic^ung bie ^otm 

seien / n>obei t6 nur mel^r auf bie ^eßimmung ber Soeftcienten 
^if Va, V3 . . . Vn anfommt. 

Die SBurjeln ber ©leid^ung (9) ftnb bie Ouabrate ber Differen» 
je« ber SBurjeln ber gegebenen ©lei^ung (5); unfere Aufgabe ifl bem* 
«öt^ gelojl / »enn wir jetgen, wie bie ^otenjen ber SBBur jetn ber ®Iei» 
^nng (9) aud ben potenten ber fSBurieln ber ®(ei((^ang (5) berechnet 
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»erben ; benn festere ^otenjen laffen fiä) wt ben Soeff!cren(eit ber ge« 
gcbenen ©(etd^ung ftnben/ nnb bie erfleren Der^elfen fodletc^ {tt ben 
Coeffictenten ber geforberten ©tetc^nng» 
@^|t man in ber ©leic^ung 

(X ^ 5)- = 

it)ortn r eine ganje ))oftttue ^a^l bebeutet/ flatt^nüd) unb nac^ je^e 
ber SBurjeln ber ©(etcfyung (5)/ ndmltc^ Xi / x^^/ x, . . « iu> «bbirt 
man fobann alle einzelne StefMltate/ unb (dpt man x in ber er^aUeneti 
©umnie nad) nnb md) jebe ber ©rö^en Xj/ Xj^/ x, « . . x» M^tf 
ten / fo l^at man / n)enn man Die (£rge(»nt)Te biefer @nbfltttttion aber« 
mal in eine <Sumnie jttfammei) jte(;t : 

(lO) (X,-X0' + (Xir^X^)' + . . . + (X*— XO' + (Xa— XsV +..• 

. . • 4- (X3— X,)' + (Xs— X,y 4-— 

Q o o I ^(^ — ") e e ^(^ — ')^'^ — *^ o o i 

• 1 . a I , a , 4 " • 

wobei im ^(llgemeinen S, bie Summe x' + xj -j- xj 4- . • . + x» 
»orjieBt. 

3)1 r ungerabe/ fo n^erben beibe Si^eile ber ©letc^ung (lo) cso. 

Sfl ober r (rine gerab^ Sa^I / = ap , fo wirb / »enn -Sj, bie 
©umme ber p**"'g>otenjen berSSBurjeln ber ©leid^ung (9) anjetgt/ber 
erjleJ^eil in (10) = 2-2'p ; man erjidit bemnac^/ \m\n man bebenft^ 
baß im {weiten Steile ber®Ieic^ung (10) ba^erfte unb baöle^te®{teb/| 
wie and) bie )?oh benfelben gleich weit entfernten ©lieber libereinflim'^ 
men / unb bafelbfl ein mittlere^ ©Iteb t^or^anben ifl : 

^p =3 m S«p — s p Sj Ssp~t •}" ' ' Sj Ssp^ft — • • • • 

> • a , 

. » ap(ap--f)(ap — a)...(p4-i> 
. • • • T - ^ .. ■ • lOpJ% 

£)ie Ziifferengen ber Sßurjeln einer ©leid^ung werben nic^t -gejit« 
bert/ wenn man aOe SBurjeln berfelben um gleich otel wac^fen ober 
abnehmen l&^t; man fann baber aud ber gegebenen ©lei^iung bad 
iwette ©lieb wegfc^afeu/ unb bie 9tec^nung in 93eisug auf bie trand^ 
formirte ©leic^ung ^otnt^men, wobur^bie Oper^^tion i^eretnfac^t wirb* 
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2lcf;t unb swttnjiöfle SSorlefung. 

' über bie SSerer^nung beö Sßertl^eö einer beliebig 
gen Function ber äßurjeln einer (Sleid^u^ng/ inoenn 
ber SOßert^ einer anberen Function biefer 

SCBurjeln gegeben tfi. . . 



®, 



d fepen 7. unb z jwet beliebige Functionen ber SBurjeln 
X|/ Xji^ X3 • • » Xm einer ®Uid)unQ 

(i) x«-f AiX^-' + AjX™— +Ä3x°»-3 + ,.,+ Äm-,x-f A„=:o, 

n»el(^e bei aUen gegenfeitigen 93ertauf(^ungen biefer Sßurjeln/ mit 
Stucf pc|t auf bie in i^rer %ovm etiua liegenbe 93ielbeutigfeit / bie gor« 
menioertl^ ' 

JlA 7»/ Js/ 74 • • • • • • 

»1/ «1/ ^3/ Z4 

bairiieten mögen; fo fanuf loenn einer berSBert^ i>on j, ). ®. y^ ge» 
0en ifi/ jeber ber SBertl^e t^on z/ {.85. Zi entweber unmittelbar be- 
rechnet^ ober boc^ auf eine aufgulofen^e ©leid^ung jurucf geführt iper« 
ben. ©ieg ju geigen ijj ber ©egenjianD gegenvpartiger SSorlefung* 

Slel^men mx et^lid) an , bie gunctionen y unb z fepen beibe ra* 
tmoif bamit feine ^ielbeutigfett berfelben in ^etrad^tung fomme; 
laffen )t)ir ferner ben gegebenen SBert^ y^ unb ben {u fudE)enben z^ in 
J&ejug auf bie ^ermutationen ber i^nen jum ©runbe liegenben SBur« 
jelri Xj, Xi/ X3 • . . . gleichartig/ b. 1^. fo befc^affen fepu/ t>af 
jeber biefer jwei SBettl^e burc^ biefelben 53ertaufcf)ungen ber genannten 
SäBurjeln fid) anbere/ burcf) welche ber anbere gednbert wirb, unb 
burcb biefefben ^ertaufc^ungen feine Anbetung erfal^re^ u?eld)e auf Un 
aitbern feinen (Einfluß auaüben. (Srfcbeint nun bie Function y bei al< 
len ^ermntationen t?on x^, X2/ X3 « • . . . unter ben n perfc^iebenen 
Sormen 

,71/ 72/ 73/ 7n / 

fo wirb an^ bie Function z bloß n gorraen 

2l/ Zj/ Z3, Zn 

iölaffen. Die (enteren gormen fe^en fo georbnet, baß ffe ben erjleren. 
9lie6toeife correfponbiren , b^ |^. z^ entjle^e w9 zi burdb bajfelbe «Jer* 
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taufd^nngadefe^/ nac^ welchem 7» au^y« (ntfpritigt; fin ©letcf^ed gelte 
Don 73 unb Z3 in %ejug auf 71 unb s« Tu. f m. 

2((Ied btefed ooraudgefe^t/ {Hib bien Functionen 

«1 + «z + «3 + • • • • 4" Za = Ho • 
7i ^1 1" y* ^» "1 y» ^3 I • • • • r 7» ^» ^^^ "1 

. V y«^i + y'^a +- yaZs + •••• + yi «« = h^ 
7?2i + yNi + 73*3 + •'••• + yi «» = H, 



7i 2i + y» ^1 + ya ^3 + • • • + y» ^5» = Hn-,/ 

tvenn man bte mit 7 unb z bezeichneten ©rößen fammtltc^ burc^ bte 
fBurjeln x^/ z^/ x, . . . « sEm ber ©letc^ung (1) auöbrucft / iniöe^ 
jug auf biefe fSButieln fpmnietrifc^ / benn bei aOen gegenfeitigen Set« 
taufci)ungen ber ernannten SBurjeln bleiben bie einzelnen ©(t^bec Ut 
«bigen Functionen t^eiU unge^nbert , t^eilö ge^en fte iDec^fetweife iii 
einanber über : man fann bemnac^ H<^/ H^; B^, U^^ • • . • H..i 
and ben (Soefficienten bec ©{eic^ung (1) nac^ ben Soi^meln ber fünf' 
unb iipanjigllen 9SorIefung berechnen. 

SRan biüe bie ©Uid^ung/ welcher bi^ SBurseln 7i # 72 / 73 / • • • jt 
ge^i^ren, ®ie fep 

(3) y» + B,7»-» + Ba7— + B,y»-3 + . .. +8«-. 7+B. =3 0. 

2)ie Soefticienten'Bi/Bj, B3/ . « * Ba finb fprametrifc^e gunc« 
tionen oon x^y x,/ X3/ • • • Xo,/ folglich burc^ tU Soefficienten bec 
©Uid^ung (1) angebbar* £)a ber SSBert^ oon 71 befannt ifi/ t^eile man 
bie ©leic^ung (3) burc^ ben SBuir^etfactor 7 — j^. Xev duotient/ wel' 
c^en toit iuvd) 

(4) 7"""' + Ciy— + Cxr-' + C3 7»-^+.*.+Cn-.y+Cn-.»=o 

anbeuten iPoUen / erfc^eint ald eine ©leic^ung / tt)el(^v bte Sßurjebi 
7i/ 7»< 74^ * • • 7> iufonimen/ unb be^^alb wirb ber erfle S^rii 
berfetbeh auf fflnü rebucirt/ wenu man eine ber ©rifen 7xf 79/ 
74, . • . 7« ftatt 7 fejt* 

9}^uUipItcirt man bie ©Ieid[|ungen (2) oon oben ^erab beiie^ungd« 
iveife mit Cn.i^ C..,/ €».3/ • • « C3/ C^/ C^, mobei alfobie Ie|te 
©leic^ung feinen anuIti))(icator ^r^ält'/ unb oereiniget man fobann bie 
ein {einen ^robucte burc^ ?(bbition / fo i^erfd^minben ber ©(eic^ung (4) 
infolge aOe mit z^ / Z3 , • . • c» berfe^enen ©lieber ber @umme/ onb 
c« bleibt 
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es Ho Cn— t *!- Hj Cn— • 4" HjCn— 3 "T" • • • T Hn— t Cj -^ Hn^i / 

woraud 

(5) Zj c= ■ 

yr * + Cx yr' + Ca yr' + • . • + c„^. Jx + c.«. 

folgt. 2)tefe S^^^wcl briicft ben SBert^ uon z^ burcl) befannte ©roßen 
auö / unb jieüt bemnad^ bie 3UtfI6fun9 ber ijorgdegten 2(uf9abe bac 

SfRan fann ^er formet (5) eine anbete ©eflalt geben/ )penn man ' 
bie Soejftctenten C, , C» , C3 . * • Cn-, auf jene ber ®Uid)uni (3) 
jntiicffu^rt. £d t|l namltd^ ben gf^rnieln. gemap/ welche )vir in ber 
bm nnb {wanjigfien SSorlefung gegeben ^aben : 

Ci = ji + B, 

C,= y: + B,>, + B, 

Cj = y^ 4^ B,yt + Bjiy^ + B, 



o — 3 



n— t f 



G.-. =yr ' + Bi yr* + Bz y!"" + . • • + B„^, y. + B 
^et/ n^enn man ber £urje wegen 

Hq SS Ko 

HqBi -j- Hj CS Kj 
r/vBoBj *|- Hj Bj -{• ^^2 e^ Kj 
Wh^B3 + H, B, + H,B, + H3 Ä K, ^ 

' ..••.,.• 

Hq Bn— t 4" ^1 Bn-;-a -[" H^ Bn— 3 4" • • • • 4^ Hn— t B j -|*Hn— i «=S IXa^i 

B,C_. + H,C«_. + H,C«_3 + ....+ H.^.C, + H„_. =3 
*K,y"~ -j- Kiy"~* ^ ^tj't~ + • ♦ ♦ • "t" Ktt— »7« "h Kn~i. 

Seraec ftubet tnan 

y'~' + C.yr* + Qy?-' + .... + C«_.y. + C„_* eis 

a n yr^ + (n - i) B. y?- + (n - a) B. jT'' + - 

.... -4- 2 Bo— 1 ji -f* Bn— I ; 

(7) ■ ' »» ae> 

K.y'-'+ >K,y°— + K, y'"^ + ♦ . • + Kj..^ y. fh K,_, 

n y?"' +(»--•) B. y;— + (n-i) B» yp* + . . • + »B.., y, + B.^, 



« • 
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.2>te gformel (5) ober (7) tfi ttut bann unbrau4)1^ar / iv«nn f^c 
gflcnnet/ bec pattifulaten ^ett^e we^en, meldte bie in bemfelben ooc 
lanbenen ®r5fen in einem fpecteOen galle beft^en, ft(^ ouf 9?uH rebu* 
cirt/ mobei/ iveti 2« feinet unenblid^en SB^c^f^na fäf^ig ifl/ auc^ber 

Sanier t)erfd)winbet , unb biefe gormel ben unbefümuiten 2(uöbrurf - 

barbtetef. X>et ernannte Snennec ifl airer ba^ SdefuUatp welc{)ed aud 
bem erflen Steile ber ®Uid)unQ (4) entfpringt/ it^enn man bafelbflji 
jlatt y fe^t ; eö muß alfo, »Denn biefer SJJenner oetfc^ivinbet ^ ji eine 
SEBuriel ber ©leic^ung (4)"fepn/ worauf erj^ellet/ baß jt in biefem 
SaDe einer ober einigen ber ©rößen 72/ 7s/ 74 • • • Jn gleich ij}/ ba 
bie ©leiV^ung (4) bloß le^tere ©ropen {u SBurjeln ^at Sa tritt alfo 
ber befproc^ene Sad nur bann ein^ ivenn 71 eine mej^rfac^e SBurjelber 
©leic^ung (3) ijl. 

Sa ^ier einem unb bemfelben SEBertl^e oon 7 mel^rere SOßertl^e <)on 
E geboren/ unb fein ©runb oorl^anben ifl/ loarum eine' S'Oi^ntelr n^ie 
(6> ober (7), ben einen biefer SBertl^e e^er aW ben anberen gebe» 
foDte< fo mu^ man [id) mit ber 2(uffud)ung ber ®Ieici)ung begnägett/ 
loelc^er alle biefe Sßertj^e oon z aU SBurjeln ge^iren. ^iejtt gelangt 
man auf folgenbe Vvt 

Sa fep 7i eine rfadE)e SBurjel ber ©lei^nng (3)/ alfo biefe 
©Wd^ung burd) (y— y^)' o^ne Step t^eilbar. 2>er Ouotient/ welcher 
(111$ biefer Z)ioifton l^eroorge^t / fep 

(8) yn-r ^ D^ yn-r--. ^ J)^ yn~.^, ^ ^ D^_^_^ 7 +I>a^r = 0, 

wöbet wir ooranafe^en, baß bemfelben bie SSBurjel 7, nic^t entfpre^e. 
aseieidiaen wir bie SSBurseln ber ©leic^ung (3) , weld)e ber 7^ gleich 
fommen/ burc^ 7*/ 73/ 74 • • • * 7' / unb bie baoon oerfc^iebenen 
burc^ 7rf 1/ yr+a/ • . * . 7n / fo lajfeu ftd) bie n — r+i erjlenber 
©Iei4)ungen (2), oon midien bloß aHein wir l^iet ©ebrauc^ wachen, 
fo i>or|leüen; 

«i + *^2 + '3 + *.i-+«r + *r+i+**-+ »I« =^ Hp 

y.(Zi + Z2 + Z3-h....+ Z,) + 7r+. V.+---+yt» *a = ^l 

(9) y'^'*+^^ + ^» + --- + 'r)+yr+. Vt+--*+yn ^u ^ ^* 

y?(^t + Za + z, + .... + 55^) + y3^, ^+. + .--+y!«n = I^* 



n— r 



y. ('i+«j+«,+.-...+^)+.v,7>,4.+..,.+yr'«.-H- 



■-»• 
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^ültiplkitt man tiefe ©(eii^ungen/ U$ Uj^te att^enommf n^ Ut 
ttei^e nac^i mtt Da-r/ Da-p^», D«-.r-t/ . . . /D3/ D»/ Di/ unb 

abbirt man fie fobann^ fo jinbet man mitSerucfftc^tigung bed Umflan» 
M, baß jr+i / yr4. f 7'f3 . . . y« bteSBurjeta ber ©lelc^ung (^ p"*: 

(yr' + D, yr^-' + D, y^r'- + .... + D„^^. y, +X).L.r) X 

X («1 + «* + ••• + '^') 

alfo 

(10) «j 4" ^» + ^3 + ••• + «» =3 



y . + öi yr""' + Da yr"^ + - • + i>n^,^. y 1 + 1>.., 

2(uf btefe 2(rt ftnbet man bte ®itmme aller SBert^e ber Sunctiott 
z, mld)e Um Sert^e yi ber Function y cprref))onbtren« 2)afelbe 
ffierfa^ren gibt/ wenn man in ben ©leic^ungen (9) flatt ber Größen* 
2j/ ^2/ Z3/ • • * Zn'i^re £luabrate/ ober i^re SBürfel/.ober i(^re mer« 

ten ^otenjen fe^t u. f. w,/ ben SBert^ ton 2l+^» +^3 +•••+*!' 

ober Don z? + a!+^3+«**+2»/ ober <>pn af-f-zJ-{*23+--»+2j 
tt. f. m. ^at man Ue SBert^e ber @ummen ber r erflen ^^otenjen ber 
®ro|en z^/ z^/ ^3/ • • • 2, berechnet/ fo ergeben fid^ hatan^ nacfy 
ben Sormeln ber fünf unb {wanjigflen ^orlefung bie Soefficienten ber 
®Ui(t|ung/ \veld)e hie ©roßen z^/ z^/ 23/ . « • z« ju SBurjeln l^at. 

Um bie (Sloefficienten D|/ D^/ Da/ * • • « Dn-v auf eine be- 
queme SBeife burdi) B«/ B^/ B3/ « . « » B^ audjubrucfen / bioibire 
man er|Hic^ bieSin^eit burc^i (y — yO' . SWan ftnbet bem in ber bret 
unb itoanjigflen SJorlefung gelehrten ^erfa^ren gemdp 



+ r(r+i)(r + 2)...(n — 1) n--r — n . R 

©er 9Jeil R ifl ein qjolpnom, in welchem bie an ber ®r6ße y 
^Äftenben negatioenSjcponeutenoon — n+r — i angefangen bid — n 
fieigen. 2)ie @(ieber bed bemfelben correfponbirenben Ouotienten er« 
^filt man foglei4)/ loenn man bie ^otenj (y~yi)^' nad) bem bino* 
mifc^en Se^rfage entn^icfelt. 

13 • 
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19hatt))Itd(t man nun ben erßen t'fyvX De« ©lei^utig (3) mit bem 

obiaen 2fudbrucfe für ^ , tnbem raan tm g^robucte aUe ©lieber, 

worin 7 mit negatipen €i})onenteri erfc^etnt/ weglaßt, fo l^at man of* 
fenbar ben erjlen S^eil ber ©leidEjung (8) Por fid^. 2)em ju golge i|l 

D,«f^y: + rB,y, + B, 

_ r(r + i)(r+Q) Sirfr+i),, ^ ,_ 

Da " /, T , 8 y» + ,,; B^y, + rB^y, + B, 

T\ — . r(rti)(r+a)...(n.i) n^t | r(rii)(r+2)...(n-2) «—r— i i 

"-'-' ^ ,.2 • 3...(n.r) ^' + i.a . 3...(n-r.i) ^^^ * T-*" 

■.•••.♦ 4- rBn— r— lyj + Btt— r*^ 

^ebenft man nun, baß aOgemein 

I , rCr+i) . r(r+i)(r+2) r(r+i)(r4-a)...(r+p— i) 

* • 1 . a * 1 . 2* . o ' • 1 . a . o p 

(r 4.i)(f4.a)(r+3)....(r + p) _ ,(r+f>1(r+P~0 "> * (p+O ' 
i*9*34.««.p 1 • a....»r 

i|l/ wovon man ftcl() leidit öberieugt/ wenn man bie^^otenjen (i — z)^' 
«nb <i-"a)"^^'+*> nadl^ ber »inomtafformel entwtcfelt, btefelben in bte 
Ibentifc^« ®Ieid[}ung 

ür:±2 = (i_z)-('to 

fubjlitttirt/ nnb bie Soefftcienten t>i>n eP biejfeit« unb Jenfeit« be8 
, ©leid^^eiteiei^enö ^eraua^ebt : fo ergibt fid^ 

+ (n_i)(n — 2)...(n-r)B,yr'^* 

+ (n — 2)(n — 3).;.(n — r— i)B,yr''*+*-.* 

. i . . + (^4"*) ^ (^ * ) • • ♦ 3 • ^ Bn_r_ i y 1 + r (r 1 ) , . * 2 • l Bn-r \ } 

itnb wenn man ^ie ®r6ßen Ho, Ki, K^/ H|, tc in ber oben g^' 
brauchten Sebeutung nimmt : 



tu 

^ 

+ (n-a)(n-3)...(n-r)K,7r'^' 
+ (n — 3)(n— 4)..,^n*-r— i)Kjyr"'^+.*.. 
.•,.+r(r— i)(r— 3)...3.2Kn-,-,yi4-(r— i)(r — 2)...a.iKa-»J, 
S)?an $at bemnac^ auc^ 

(n) «1 + Zj + ^» + •••• + ^r =^ 



=:r 



®tnb bte guncttonen y^ unb z^ bergefiaft ungletcl)artt9/ baß ber^ 
felbe SSBertl^ oon z mehreren SGBertl^en t?on y jugletcf) jugr^rt/abet 
jebem einjelnen y nur ein z enffprtdit/ fo fonnen \i\t fo ebeit erfldrteit 
9)?et^oben o^ne wettere ^{banberung angewenbet werben. (£orref)>pnbu 
ren aber ber gegebenen Function y^ mehrere SBert^e t)on z/ {.95. 
Zi; 2^/ ^3/ • • « Zp / wad baraud erfannt wirb/ baß ^ermutationen 
berSBurjeln ber ©letc^ung (i)/ bnrd) weldie y* feine ^nberung er* 
fd^rt/ Zj in z^/ tn z^f :c; inzp umflalten/ fo fann bie @umme ber 
@roßen z^/ Zj/ Z3/ . « • Zp / ferner bie ®umme i^rer ?(mben/ bie 
@umme i^rer Semen ic nac^ ben obigen fO?etl^oben bered^nefi werben/ 
unb man tjl fomit im ©tanbe bie Okic^ung ^erjufleDen , weld)er bie 
®t6|en Zj / z^ / Z3 / . . . Zp aW SBurjeln jum ©runbe liegen. 

2)er gaff/ wenn bte Functionen y unb z irrational finby erforberf 
fein befonbered QSerfa^reu/ nur muß man bann biefe Functionen m 
jeber t^rer ^ebeutungen \xi bie SKed^nung einführen. 
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^cm unb jiDonscdile Qßoricfung- 

aber bte Uitmoglid^Ceit/ i^DHjlänbige algebratfd^e 

®Ui6)un^cn^ün l^o^eren ©raben aU bem'tJterteti 

bur^ gefd;toffene^pt:nteln aufjulofen. 



SB. 



^cAen in ben oorl^erge^enben ^orlefungen einige ^fufga* 
l^ett oud ber £^eorie ber ©(eic^ungen betract)tet/ tDeld^e eine aDgemeine 
Slttflofung Derflatten. S6 tfl un$ nc^) übrig/ uon bem iDtc^figften in bie« 
fem S^ette ber ^(nalpftö ftc^ barbietenbcn Probleme ju fprec^eu/ nant' 
lic^ i^on ber ^(uflofUng einer Dorgehgten allgemeinen ©leic^ung irgenb 
eim^ beliebigen ©rabed/ baa i\lt>on ber 2(uffinbung i^rer SBurjeln. 

Ser einjige 9Beg/ tpeld^er flc^^jtir 2(ufI6fung jeber ©[eic^ung 
barbietet < ifl bie Sranafprmation berfelben in eine anbere aufloabare^ 
ivobur^ man bie Sertfie gen^iffer Functionen ber SEBurjeln ber gegcbe« 
tten ®(eic()ung Fennen lernt/ tinb iie 93ered^nung biefer SSBur^eln auf 
ben genannten Functionen felbfl/ ober bocf) tvenigflend an$ anbeten 
f^unctionen/ ipelc^e oon ben erfleren mitteljl auflösbarer ©leic^ungen 
abfangen. 

^et StvecF einer alTgemetnen ^(uflofung jeber ©feicbung eined 
9orgefd)riebenen ©rabed if} aber bie Sonflruction aDgemeiner Sormelit/ 
lt»elc^e bie SBert^e ber SOBurjeln biefer @Iei4)ung unmittelbar burc^ ge« 
fonberte Functionen (i)erg(. erße ^orlef.) ber Soefficienten ber ein^el' 
nen ^otenjen ber unbefannten ©rope barf!eQen, 

S^e n^tr ieboc^ gur ?(uffu^ung folc^er Formeln f((retten/ ijl ed 
tiStl^ig / dber bie 9E)?ögIici)feit berfelben in ba$ Steine gu fommen, %eU 
genbe Betrachtungen/ welche mir ben 93emu^ungen Stuffini'd oer' 
banfeii/ werben und j^ieruber 2(uffc^Iuß geben« 

ea fe9 

/ 

(l) X"» 4» ^1 *"*"* + AftX"»-^ + As X«— 3 + . , . . 4- Am CSB 

«ine ®Ietc(|utig t)om mten ©rabe mit ber unbefannten ©roße x / in mU 

^er bte S^oefftcienten A^/ A^/ A,/ . . « Am feine beflimmten nume« 

rifc^en SBert(ie befi^eu/ unb t>on einanber ganjlic^^ unabj^dngig ftnb; 

ferner fep 

(a) /(Ai/ A^, A3 . .., • Am) 

eine wie immer befd[iaffene Function biefer (Eo^fficienten/ ml^e flau x 
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in bie (feTett^iing (i) ftttfHtufrt betfettenÖenÄge Wpet, alfo ehteSSBur« 
ieliet\elben au6l>rucft: fo nniß btefe Function, wenn man bteSBur« 
jeln Ut Oleic^ung (i) Durc^ x^, x^, X3, . . . . x«. tJorfleDt, unb 
jlatt A, bte ®iimme, fkatt A^ bie ®umme ber7(mben, flatt A3 bie 
e«wme ber Semen :c., enbltc() fiatt A« baö ^robuct ber ©rogen 
— *!/ — ^2f — \9/ K./ — Xm fe^t/ fic^, obgefe^en \>on jeber f}fe# 
cieHen SJebeufung berSBBurieln x,, x^, X3, . . . Xm/ alfo burc^^.Moße 
SeböcÜDn ,ber Olieber/ auf eine btefer SCBurjeln iufammenste^en laffen* 

®o ifi j. ». bie gunction 

— A. 4- VA ; — 4A» 

' " I I ■ T ,_[.__ - |" 

• 1 

a 

ber 2fuabrucf einer ber SBurieln x», x» ber quabratifc^en ©leic^ung 

x^ -]~ A^ X -f^ A2 S=3 o* 

©ubfütutrt man in btefer gunction — (xj-f-x») jJatt A,/ unb 
Xi>fa jlatt Aa / fo wirb biefelbe 

_ ^t + ^2 + Vdt + ^r- — 4 x^k. _ X. + x^ + V(xt— x^)» 

9 a 

Xl + I2 + »1 — 3^2 ^ 

9?e|^nien xoit an / bie obige Function (2) rebucire ftc^ / nad^bem 
bie SBurjeln x^^ Xj^ x, « « . x^ f!att ber Soefficienten k^, A^/ 
A, « • . Am in biefelbe eingeführt worben ftnb / auf x^ , wie e$ in 
im fo eben aufgejieateu )6etr})iele wirflic^ berS^U i{l* £)ie Sted^nung^« 
o])erationen / burc^ we((i)e biefe Stebuctton bewerf pteDiget wirb/ finb 
t)on ben SBertl^en ber ©roßen x, , x^^ Xg « • « Xm inbe))enbent/ unb 
jrünben ficl[^ .lebiglic^ auf bieSorm ber Function (2); fle erfolgen bem« 
Md) auf biefelbe SSBeife / wel(^e SBert^e man auc^ imnier ben genathu 
ten ©rößen beilegen mag« 93erwed^felt man ba^er bie ©röpen 
Xj; X3^ X4 • « • Xm nac!^ ä5elieben unter einanber/ fo mu^ bie gor« 
tnel (9) ba6 oorige Stefultat x^ geben ; fte bietet aber fogleic^ baö 9te« 
fnitat X2 ober X3/ ober x« u. f. w. bar/ fobalb x^^ ober X3/ ober X4 
\^f f. w. an bie ©teUe t^on Xi. tritt. 

SSerwec^felt man {• %• in ber oben betrachteten Sunctton 
— A^ + VA« — 4A» _ »i + «2 + «1 -^ ^t 



/ 
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iit^em man genau ben früheren ®anQ Ut Süc^nutiQ UiU^ltj Xj mit 
%ti fo ^at man 

■■ — — *2 • 

a ^ ; . 

^ieraud erj^ellet / bap bte Function (2) t^rer ^ovm gemäß; nad[^« 
bem man auö berfelben bte Soefficienten A^/ A«/ A3 • . . Am mit 
.^ulfe t^rer ?(b^dngtgFeit von ben SBurjeln ber ®Uid)ixu$ (1) tvegge« 
f4)afft ^ütf bei allen ^rmutattonen biefer SQurjeln tiur m t^erfcf^tcbener 
äßert^e^ n&mlid) ber äBert^e x^/ x^t X3/ . . . . x^ fd^tg fepn xoitb. 

Xa We Soeflfictenten^Ai, A», A3 .... Am fpmmetrifc^e gnnc* 
ttonen bfr9Burie(n x^^ x^^ x, . . . Xm finb/ fo n>urbe bte guncttoit 
(a) nad) oolIbrad^terSinfit^rung biefer SSurjeln fpmmetrtfcf; auffallen/ 
Alfo bei aDen gegenfetttgen 93ertaufc^ungen ber ©ropen x^^x^/ X3...x.n 
nur einen einjigen SGBertl^ erhalten r tvenn barin feine SBurjelgropen 
Dber dtabicalten t?orf dinen / voeld)e nad) oerrid^teter Sjrtr^ction in un« 
fpmmetrifd[|e Functionen t)on x^/ x^/ X3 . « . Xm übergeben. 

X>a wir l^ter »orauafe^eu/ bie gunction (2) fep auf bejt einfach« 
fJen 2(u$brucf gebracf)t/ welchen fte anjune^men vermag/ fa werben 
bie in berfelben angebeuteten gjrtracttonen oon SGBurjeln fid) n\d)t wirf* 
liä) vornehmen lajfen, -fo lange in berfelben Aj, A^, A3, . . . A« 
flehen. 'Hüein jle muffen ftd^ nad) ber ®ub|litution ber biefen Soefft- 
cienten gleidjgeltenben 2iuöbrücPe auö bem ©runbe wirHiti) bewerfjlef* 
ligen laffeu/ weil fonft bie gunction (2) nid)t burd} bloßea gegenfeiti^ 
ged 2(uf§eben i^rer ©lieber ftd) ouf eine b<r ©roßen x, / x^, X3 . . ♦ Xm 
rebuctren ließe/ tia Ö^abicalien, weld^e fid) M fotc^e tilgen Würben/ 
ftc^ fd)on frtJ^er, alö no^ A,/ A^, A3 . . . A« in ber gunction (a) 
Vorlauben waren / aufgehoben l^dtten. 

llnterfud)en wir nun bie »efc^affen^ett beö 2fuabrucfeö/ welker 
au6 einer rationalen fpmmetrifc^en Function ber ©roßen x, , x^/ 
X3 . . . . Xm entfprtngt/ wenn biefe Function bie (Srtraction ber r^«» 
SSBurjel verjlattet/ wobei r eine ganje pofitioe 3a^I bebeutet. 

Sebe beliebige ^egenfeitige 9Sertaufc^ung mel^rerer ©roßen fann 
burd) eine Äufeinanberfolge von 5Sertaufdjungen jWeier biefer ©roßen 
erjeugt werben; ba^et i(l jebe. Function, weld)e burdb feine SSerwec^a- 
lung {weier il^rer ©roßen eine ^nberuug erleibet/ in ^ejug au7 biefe 
©roßen fpmmetrifd^;. €d fep nun F eine rationale fpmmetrifci^e gunc^ 

tion von x,/ Xs/ X3 . • . . x» unb yi^a^/ wobei 9 eine rationale 
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■ 

iip ^ntiwn berfeifcen ®r5ßen, ootfieHt , fo iefle^t bie tbentffd^e ©letc^utig 

. 9«^ = K SDJan »ertaufd)e nltn jwet bet ,®rcßen Xj, Xj, X3.. • . Xm# 

f j. 33. Xi imb Xt nttt etnanber/ fo ipivi l^i^bttrci) U)eber i" geänbert/ m^ 

\ bie &oit ieber f))ec(eaen ^ebeutung bec @röprsn Xj^x,/ Xg . . • • x» 

ijj[ iinafe^ngtge ©leidE^ung 9' s=: F »erlebt @e^t burcft bte erwähnte 93er* 

HEI toufcfeung 9 in 91 über, fo j^ot man olfo auc^ 9', s= jP, folglidfr tjl auc^ 

j 9j ein SBertB üon yF. ?rber jeber ber SDBerfBe ber r*«" SBurjel au« 
[ einer ©roße entfielt au6 jebem anberen ?SBert^e btefer iJBurjel/ wenn 
'^' man ben festeren mit einem fdE^icf Iid)en S2Bert|^e ber r^^^fEBurjel auö ber 

jjj gin^eit multlpticirt ; tjl nun a ein foIdE)er SSert^^ Don v*/ fo '^obm 
'^ mir 92 s= «9. .9}?an t^ertaufc^e in btefer ©leic^ung abermal x^ mit x^/ 
r ' fo erjfdit man , tDeil 91 in 9 jurucf übergel^l / 9 s= « ^^ « 2)ie SJerbin*. 
ijjl bung beiber ®Ieid)un^en gibt 9c=a^9^ alfo a*=i unb a=c + i* 
SBir ^aben aber auc^ a' ==: 1, ba^er iji a=-j-i, wenn r ungerabe 
ijl/ unb nur bann fann a= — 1 werben, wenn r einen geraben SSBertj^ 
ieftjt. Sjh erfiengalle ifi a(fo 91 = 9/ unb im jweiten fann 91= — 9 
ftpn. :^a baffelbe ^on ber 93ertaufd)ung jeber jweier anberen bet 
©rofeitxi, Xj, xj • . • Xm gcfagt werben fann, fo fte^t mattf t>a$ 
jebe au$ einer fr)mmefrifd)eti ^"nction burdf) wirflicf)e Sxtraction ^e» 
wonnene SBurjel entweber fpmraetrifrf) / ober boc^ bei aßen 93ertau« 
fd^ungen ber havin beftnbltd)en ©roßen nur jweier SBertl^ fa^g ijl/ 
bie jtc^ ntcf)t ber Cuantit&t, fonbern bloß bem Scid&en mdjf ton ein« 
onber unterfd)eiben. 

3« ber gunction (2) fonnen im 2(irgemetnen Stabtcalgrogeu tor* 
l^onben fepn, beren SBurjeIjeicl)en fic^ liber gunetionen erfirecfen, in 
\u\ii)en anbere SHabicalgroge« erfd)einen, oon weld)en wieber ein ®Ieif 
(()eö gefagt werben fann, u. f. w« Sie'fo.eben nad)gewiefene Sigen« 
f^aft ber SCurjeln aii^ fpmmertrifc^en g-unctionen fegt unö'tn be» 
Stanb , iie 83efc£)affenl^eit jener irrationalen a3eflanbtf!eile ber gunc« 
tion (2) i^n beurt^eilen, un#er beren SBurjeljeic^en rationale Sunctio» 
nenber Soefficienteh A^, A^, A3, . • ♦ • A« fiel^en. 

Sine Function, weld^e bei allen gegenfettigen QSertaufd^ungeti 
ber il^r ^mn ©runbe liegenben ©rof en nur jwei SB^rtl^e anjunel^men 
^'ermag, wirb nic^t gednbert, wenn man wa^ immer für br^ biefer 
®r6pen, j* i&. x,, x^, X3, uuter einanber verwec^felt» IDenn bringt 
wan x^ in alle ©teilen, worin fic^ Xg bepnbet, unb fe^t rtiaii eben fo 
Xi ßatr X| , unb X3 flatt x^ , b. ^. läßt man , um und f ur j au^ubru-» 
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tf et! f bte @r6^ett Xu ^%f <& ou$ i^rev onfAnglic^en ^offtton in bte 
Stellung Xj / X3 , Xi ubetge^^n ; vertaufc^t man ferner biefe ©rdpen 
itnter einanber abermal nac^ bemfelben ®efe^e/ woburd^ fie bte @Uls 
Iun0 X3 / X| / X2 ermatten / m^ weld^er ftc^ burc^ ^a^ ndmUc^e 93ers 
fahren bte anfdngltcf)e ®teQüng x, / x, / x, wteber ergibt : fo muffen 
iventgjfend jmet ber ^teburc^ bebtngten brct ^Qxxatnxo^xi^t ber ermähn- 
ten Function etnanber gleich fepn/ ba btefe SntKtion ber 93orau^fe^ung 
ju %o\it breter t>erfd)tebener SBert^e ntci)t fd^ig t{!. 2i(Iein meiere {wet 
bicfer brei gormentpertpe man etnanber gleich fe^en mag/ fo folgt bar* 
Mt, ^a^ aui^ ber brttte benfelben gletcf) tfl/ benn biefer britte ent« 
fpringt aud einrm ber beiben anbern nac^ bemfelben ®efe|e/ mie bte* 
fer anbere and bem no^l ubngen SEBert^e/ unb bte @(etci)^ett i'eber 
gmeter Sßert^e ber Sunctton liegt in i^rer gorm / nic^t aber in ber ^f 
beutung ber einzelnen (drößen. 

(£tn rationaler 2(uöbrucf/ n^elc^et aud fpmmetrifd^en Functionen 
unb a\x^ foId)en/ benen nur $mei Derfd^tebene SSBert^e jufommeu/ m 
Immer gebilbet tVirb^ ijl offenbar burc^ feine gegenfeitige ^ertaufd^ung 
breier ber ixt t^m enthaltenen ©rö^en einer änberung fd^ig / \>a biefe 
Stgenfc^aft feinen S5e|lanbt^ei(en felbfl jufommt. S6 ^anbelt ftd^ alfo 
nur me^r um bie Sefd^affen^eit einer burcf^ mirf(tc^e Sjrtraction %t» 
flimmten SOBurjel aw^ einem fotc^en 2(udbru<fe. 

Sd fe9 F eine Function ber ®r Jf en x^ / Xj / Xj . , . Xp, / iwicje 
turc^ feine gegenfeitige ^ertaufc^ung breier berfelben gednbert mt^t 

«nb \F c? 9 / alfo 9' =3 F- SWan oertaufcfje in biefer ibenttfc^en 
©leic^ung brei beliebige- ber genannten ©roßen/ j, ®, x^, Xj^/ x, un« 
ter etnanber/ tnbem man benfelben bie Stellungen x^/ X3/ Xj unb 
X3/ x^/ X2 antveifet/ utib babei ge^e 9 beiie^ung^tpeife in f^ unb 92 
tib^r, fo l^at man auc^ 9>»==;Funb <f\ys=iF\ folglich jtnbfi unbf» 

ebenfaaa SBert^e c^on yF. (Eö laßt f[d(^ ein Sertl^ t^on y 1 / }. i6. a 
angeben/ filr welcben bie @Ieic{)ung 9^ ta? a^ ®tatt ftnbet/ unbba 
9i and 9i na4 bemfelben ^ermutationiSgefe^e erhalten wirb, wie 9t 
au6 9/ fo befielt auc^ bie®[eic^ung 92s=:a9i;::7a^9. SSer taufest man 
We @rogen x^, Xi/ X3 in ber ©leic^ung 92=;=a»9 öuf biefelbe S3Seife; 
fo tierwanbelt jic^ 9» m 9 iuriief, unb man ^c^i 9= a*9i « 4x^9/ 
worauf a'ss 1 folgt. iD7an \jat aber auc^ a^" 1= 1 / folglid) iji a?=: w 
wenn r ben Sactor 3 nid^t ent^d(t ; ob abei^ im entgegengefe^ten gaDe 



a ttf€^t feU anbete bet C^tit^ffwtirieln ber Stn^eit bebeuten fann^ bleibt 
9or ber .^attb noc^ unentfcf)teben. 

- SnbeJTen faan gejetgt werben/ bap/ fobalb bte 2(nsal^I ber @r5< 
pen Xj/ x^/ X3 :c. groper t{l 0(6 4/ a feinen anberen SSßert^ {uldpf/ 
M bte ])oftttue Stn^eit. S)enn nimmt man ju ben bid je^t betrad;te« 
ten ©rößen Xj/ Xj, Xg noc^i jwei anbere/ j. 83. x^, X5 ^in^U/ fo wirb 
erjllicf) i^ nic^t gednbert/ wenn bie Stellung Xj/ x», Xg, x^, X5 t« 
X2/ X3/ Xj/ X4/ X5 ubergej^t/ benn ^ter l^aben nur bie bret ©roßen 
Z}/ Xif X3 i^re $l<S^e gewec^felt; ferner anbert ftc^ F md)t, wenn 
bie Stellung x», Xg, x^, X4, x^ in x^, X3, x^, X5; x, Derwmibelt 
wirb/ benn ^ier l^aben wieber nur brei ©rößen x^, X4, X5 i^re ®tel» 
ien umgetaufd)t; ba^er erleibet F feine ^nberung^ wenn bie anfange 
lic^e ©teHung xi , x^, X3, X4, x, fogletc^ bm^x^, Xg, x^/, x^, x, 
erfe^t wirb. 

$&ilbet man nun bie 93ertaufc^ungen 

3^1 / *i / 3C3 / X4 / X5 / 

*t/ *3/ ^4/ ^5/ ^Jf 
X 3 / X4 / X5 / X^ / Xj / 

*4^ ^Sf 3Ci/ Xj/ Xj/ 
*5 / ^C^ / 3Cji / X3 / X4 / 

I9ot)on jebe folgenbe au$ ber t)or|^erge|^enben nac^ einem ttnb bemfelben 

$ermutation6gefe^e entfpringt/ unb wie man jTe^t , bie fec^^te @tet 

lung wieber ber erflen glei^ wirb; fo fann F, weil bie %otm biefer 

Smietion fo befc|)af[en ifl/ bap bie erfle Itmtaufc^ung ber fünf ©r^ßen 

Xi^ x^/ X3/ X4/ X5 tl^ren SBertl^ ungednbert Idpt/ gerabe bief^r Sorm 

liegen aud^ burc^ bie übrigen Umtauf^nngen feine ^nberung erfa^« 

ren. SRennt man nun -^i, ^4, -^3, -^4/ -^5 bie biefen S3ertaufd^ungeri 

entfprec^enben SBertl^e oon F, fo ftnb aucl^ nfftr -^2/ ■^3/ -^4/ isf »^^ 

fic^ btirc^ bie oben gebrauchte Sd^lupweife jeigen Idßt f * S9Bert|^e von 

» -9 

V^f folglid^ l|^at man / wenn ß einen SBert^ «on y 1 bebeutet ; 

ix^ß9f iz^ßii—ß^9t i^^ßi>i^ß'ff ^4==^ß9s?=a/3*?/ 

entließ ^5 5=:ß^4 =;=ß5y. ZUx ea ijl is^=^9f ^^^H ^^^ (großen 
»1/ X;^, X3^ X4/ X5 in ^s biefelbe ©tellung ^abeu/ wie in ff folglich 
i(l 9)t=sß5 y ^ ujib bal^er jS^ sss i. 

Äua 9i/ worin bie ®rößen Xj, x^, iir,, X4, X5 in ber Stellung 
^ip X3; X|/ X4/ xs erfc^eiueu/ leite man w« na^ bemfelben ©efe^e 
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af»/ wad) welkem 9 tn '^i übet^e^tf fo ei^atten bte genannten ®riße& 
in coj bte Stellung X3/ x^/ x^^ X5/ z^; ferner t{l aud bem früher ec' 

warnten ®runbe Wj ein SSBcrt^ von v^ nnb coi=^9ie=3a/39. SD?an 
hlie nun nad^ ber iei bem Übergange t^on 9 auf coi erft^tltc^en $er' 
ntutatton^regel bte 93ertaufc^ungen 

3^1/ Xa/ X3/ X^^ Xj/ 
3C3 / Xj / X4 / X5 / Xi / 

^♦/ ^3/ ^5/ ^2/ ^1/ 
X^^ X4/ Xj/ Xj/ Xj/ 

3^2/ X5/ Xj/ X3/ X4# 

• *1/ *l^ ^Cjf X4/ X5/ 

unb nenne w^, «03, W4, 105 bie ber britteu/ werten^ fünften unk 
\td)Men Stellung ge^^renben SBert^e uon 9 / fo tjl gIeid[)faBf 

<02 = aßcOj:?5a*/5*9/ c«>^s=:aßcüji=:=a*ß^,9/ co4=aß M^Baa^ß^^f 

2(llem man ^at €05 = 9, folgttrf) ifl a^ß'ss:!, 9Jun fanben wir 
oben ß5 =s 1 unb a3= 1 , bal^er ^aben wir a^ = 1 , unb ber jwei le^* 
teren ©feic^ungen wegen aucf) a=i, foIgIicf^anc^9=9it=92. 

®0 wirb alfo eine guuction oon me^r cU oier Oropen f welche 
bur^ feine gegenfeitige 9$ertaufi^ung breier biefer ®r6ßen eine tnU* 
rung erleibet/ unb bte g^traction ber r*«" SGBurjel julaßt/ l^ieburc^ 
jeberjeit einen mit berfelben (Sigenfc^aft begabten ?iu$bru<f barbieteit« 

^ieraud folgte baß .bie gunction (2), wenn fte jtc^ auf eine im 
mvten ®rab uberfteigenbe ©(eid^ung bejie^t/ wie aud) immn bie 
tn i^r »orJ^enbenen JRabiwIien mit einanber t>erwebt fepn mögen/ burc^ 
feine gegenfeitige ajertaufc^ung breier ber in fte eingeführten gJJwrjeln 
eine JÜnberung erfahrt, alfo bei allen g)ermMtationen biefer ©urjeto 
mt jweier t)erfd)iebener SEBertf^e fd^ig ifi / wad ber biefer ^üucim 
nbt^wetibig iufommenben (gigenfcfeaft/ fo oiele SBert^e juiulaffen äI* 
äDBur^efn Dor^anben jtnb/ offenbar wiberfpridbt. S§ ifl alfo erlaubt}« 
fc^ließen, baß bie Muflöfung einer allgemeine ^leic^ung, bereit ©rabbe« 
merten iJberfc^reitet , bur^ eine algebratf4)e gormel md)t bewerfjleHi* 
get werben fann, wepwege'n ea DoHig unnü^ ifl/ eine folc^e gormel ju 
fuc^en. 
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Über i^te allgemeine IMuflofung ber ©letd^ungen 
ieö britteh unb beö t>ierten ©rabeS» 



©, 



er ^ewetö/ welcl)en wir tn ber ijorl^ergel^enben 93orIefu^jg 
für bie UnmÖ9lid£)fett ber allgemeinen 2(ufl6fun9 ber ©leicfjungen , be» 
rett @rab ben vierten uberfletgt/ gegeben ^aben^ ift/ wie au$ bem 
@ahge bedfel^en erneuet/ auf bie @leic{)ungen i>on ben niebrigeren 
@raben nic^t anmenbbar« 3n ber ^^at ^at man biefe ®leict)ungen 
langfi aufgelofl« SBtr betraci)ten ^ier blop noc^ bie ®leici)ungen bed 
britten unb bed vierten ®rabe^/ ba bie 2(ufI6fung ber ©leid^ungen bed 
{iDeiten ©rabed m^ ben Elementen ber 2{lgebra befannt i|l* Solgenbe 
SKetJ^oben fuhren, am einfad^ßen {um Siele. 

I. @$ fep^ bie allgemeine ©leic^uug be$ briteen,®rabed mit ber 
nnbefannten ©rope x/ 

0) x» + Ax» + Bx + C ciÄ o 

gegeben. SKan tran^formire btefelb^/ ber in ber jteben unb jwanjigj 
fien ^orlefung ertl^eitten ?lmt)etfung gemdf / mitteljl ber ©ubfiitution 

A - 

ttsaj — ^ in eine anbere ©leicf)ung beöfelben ©rabeS/ in welcher 
bie jweite ^otenj ber Unbefannten y fef^It/ ndmlid) in 

(3) . y3 + Py +.Qt=o, 

fo jtnbet man P=:B -, Qa=aC — ^-^ -7-- 

93erm<ig man bie ©leid)ung (2) aufjulofeii/ fo j^at man foglei^^ 

kieSBurjeln ber ©leic^ung (1)^ ivenn man von jenen ber erj?genann« 

Ä . 

Un ©leicf)ung - abjiej^t. 

@e$en wir y=p+q/ Wobei p^ q «nbejlimmte ©rogen an jei# 
fteni fo erhalten wir 

y^sqpa + 3p^q + 3pqV+ q3 = 3pq(p + q) + p^ + qS* 

ober, wenn wir y flatt p+q ftf)reiben> 

(3) y3 _ 3pqy _ (p3 4^q3) — o\ 

SBir ^aben und ^ier eine ©leid^ung bed britten ©rabe$ gebilbet/' 
inu)eld^er bad Ouabrot ber Unbefannten fej^U/ unb t?on weic(^er wir 
«ne SBurjel/ nÄmlic^ p+q fennem 
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Uttt bte bettoen dbrigen fSurieln ju erhalten/ t^eilen imr bie ®Iet» 
c^ung (3) iutdi ben SSBurjelfactor y— (p + q)* Sd ergibt fic^^baburc^ 

y* + (p+q)7 - f (p+q)' — ^pq = q^ 

»oraue y=— T(P+q)±Vi(p+qr — (p+q)*+3pq 

=-T(p+q)±7(p-q)\/=^ 

folgt; ein ?Iu6brucf/ welcher bte imi )>ertattgten Sßurjeln ber ©fei» 
^ung (3) uor ?Iiigen legt. 

S6 tjl immer mogli^/ bte SBert^e ber ©roßen p/ q fo {u wälzten/ 
baß bte ©leic^ung (3) mit ber ©(eid^itttg (s) ibentifc^ ivirb. 9!7?an fe^e 

~3pq=:P/ — (p' + qO=Q/ f^ ^^t man aud ber erjieii biefef 

p 

©leic^ungen q s=a *-• ^ ; ttnb ivettn man biefef Srgebniß in bie an« 

bere ©(eic^ung einführt : 

(4) p« + Qp3_^P«o. 

2)iefe ©leic^ung üom feci)6ten ®rabe fann^ wenn man t>or ber 
«^anb nur ben SBert^ oon p^ fuc^t / nac^ Titt ber quabratifc^en @(ei- 
c^ungen aufgelofet werben / mobttrd^ man 

p^ « - f Q ± WtTW' 

tt^&lt. «^ieraua folgt fobann ' 

3 

p^V^-tQItVQ^+^i^^ 

JDiefer 2(uöbrucf gibt/ wenn man bie Subifwurjel Ui ieUm Sei- 
ten ber Cluabratwuriel in i^rem breifacf)en 0inne nimmt/ fogfeic^ 
bie fect)6 SSBurjeln ber ®Ietcl)ung (4). 2)ie ©rßßen p / q ^dngen aber 
t)on P/ Q auf eiuerlei SSBeife ab/ bal^er l^at q biefelben fed^ö SSBert^t/ 
welche ber ©roße p jufommen. 3n ber %^at ftnbet man f wenn man 
aue ben ©leic^ungen — 3pqi=P unb — :(p'+qO=Q bieSropep 
wegfd^afft/ für q genau bie ©(eic^ung (4). Um bie {ufammenge^ori« 
gen SBertl^e oon p unb q ri({|ttg jufammen {u|!eUen/ muß man bie 
©(eic^ung — 3pq=P berurfjtd)tigen. 

2(u$ ber fed^jel^nten 93orIefung er^eUet / baß man an^ einem ber 
bret SSBert^e ber Subifwurjel einer ©röße iie beiben anberen 9Bert^e 

biefer SBurjel finbet/ wenn man Un erfleren SBert^ mit ^ — 

unb —^"^ ' *" ' (weld^e iwti imaginären 2(uöbriJcfe befannter SWapeii 

SBert^e ^on yi jtnb) multiplicirt. Wim ^at baj^er/ wenn man bie 
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fictd in einem ttnb bemfelben beßimniUn @inne nimmt/ unb ber &üti/t 
wegen R jiatt v/QHFn^ treibt/ für p unb q tit fec^d Sett^e 

tüooon ber i<*^ unb 4*^ ber 2^^ unb 6*^/ unb ber 3*« unb 5*^ iufawme» 
geboren, ^tebuvc^ ergeben jid) für y=p4-q genou biefelben brei 
SBert^e/ n)elc()e man finbe^/ ivenn man tii ben oben aufgehellten SSBuC' 
{ein ber ©lei^ung (3) n JmUc^ 

-7(p+q) + T(p--q)>/E? 
-Hp+q)- :(p-q)V-3 

V-iQ+T» Pa« p, unb v/— iQ— vR fi«" q f«^«ilit. 



©ie gormel 7 = V— vQ + t» — ViQ + tß 

8 a . 

M?rtcl)e man bte Sarbantfd)^ iu nennen ^jffe'gt /. bietet alfo/ ber53tel« 
beuügfett ber in t^r erfd)einenben SKabifalien tvegeu/ fämmtlic^^ brei 
SBurjeln ber ®Ieicf)ung y^+Py+Q^^ ^^^« 

3jl P pofitiö, fo til.R=V(^» + ^P3 eine reelle (Srß^e, folg* 
II4 l^at 7 in biefem ^aUe einen reellen unb iwei imaginäre SBertl^e* 
!t)af[elbe fnbet Statt, wenn P negatio ijl, aber bod) Q*+^,^' P<>ff' 
tio üu^fdat Sirb Q^ + ijP^^o, fo geben bie obigen gormeln füc 

y bie bret SBert^e — äVTQ/ +¥-79/ +vfQ/ b. ^. bie ®Iei* 
^ung (3) ^at it| biefem gaQe brei reelle SBurjeln, toooon jmei einan* 
ber glcid) finb. (£*r^dlt enblicb Q^+'iirP' «in^n negatioen SEBert^/fo 

it)irb V^' + tyP^ imaginär/ unb iik tum SBurjefn ber ®Uid}unQ (2) 
«rfcfeeinen unter imaginären ^rmen. 3Cber jeber ®Uid)nnQ oon unge* 
to^erOrbnung gebort menigiiena ein^reeUe Surjel; ba^er mujyen fi(^ 
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iie imdj^in&tHi ä3eilanbt^eile tvenigflena in betn ^fudbruch^ einer ber 
brei SESurjeln ber Oletc^ung (2) (tlgen. Snbeffen Wßt ficfe leicht jeigen, 
baß in biefem leiteten ^aü^, tT)eIc{)eu bie alteren 2(rgebraiflen / ber 
(Sd^wierigfeiten m^en, bie fte babei fanben/ casus irreducibilis namu 
ten f jeberjeit fdtnmtlic{)e SBertl^e von y reeB finb. 

6$ fep w bie reelle SBurjef , weld^e ber ©(eicf)un9 (2) not^mti* 
biger SBetfe (ufornnit £)ii>ibirt man biefe @Ieid^ung burcf) ben SBuf 
jelfactor y — w, fo erl^dft man jur iöeflimmung i^rer übrigen SBurjeln 

y* -j- wy -|- w* 4" ^ ^^= ^* 
2)tefe SSBurjeln ftnb bemnad^ 

ytss— i-w+v"— |w^ — P uub yÄ— 7W— v^— Jw*— P; 

ober, wenn wir — Jw* — P=k fe^en: 

y=_|.w-[-y'k unb y= — fw — \/k. 

X)a w eine SBurjel ber ©leid^ung (2) ifl/ fo muß 
•"w3+Pw+Q*«o <>ber Q== — w^ — Pw fepn.' 9Bir j^aben aber 
P=— }w* — k, fotglicf) 9=— fw3 + kw* 

SD^it .^ülfe biefer. 2(uabrücfe ftnbet man 

2)ergactor (tw^^ — -^k)^ ijl feinet negativen SSBert^ea fd^igj U* 
|er ijl t>(i6 Seichen uon k jenem, ber ©iroge Q^ + Ä'^^ entgegenge* 
fe^fc gaijl alfo k ppfttlu, wenn Q^ + ^yP^ negativ auffallt, rnii) 
batet jlnb bie bctbcn übrigen 4£BnrjeIn ber ©leic^ung (2) , ndwtic^ 
— 7W+\/k nnb — 7 — \/k, reelle ©rof^n. 

2)ie 93oran$fe^ung Q^4-^P3=o gibt entweber k=o ober 
^w^ — |kr5=o* 3Iu6 ber erperen 3(nna^me folgen w, — ^w/ — 7W 
at6 bie brei SBurjeln ber ©leid)ung (2); aud ber (enteren 2(nna^ni^ 
erholt man wegen k=|-w*/ w/ w, — 2w für bie Sert^e biefer SBur* 
jeln. 2)a$ le^te ©lieb Q ber ©leid)ung ifl bad g>robuct ber mit ent» 
^egengefe^ten Betd)en genommenen SBurjeln ; beflii^mt man ^ieraud 
unter ber einen ober unter ber anberen ?(nna|^me ben SBert^ von w/ fo 
ergeben {ic^ bie Surjeln 

— 2\/lQ, +v^/ 4-^?^ wie oben. 

2)ie gormel y = \/— fQ + ^R — \/ 7 Q + t»/ wotin 
R mz VQ' + ^VP^ Idpt jic^, in fo fem fte bie ber ©leic^ung 

yi ^ Pj ^ Q Ä O 
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not^tt)enbtg iuFommeube reelle SBurgel iat^int, mit S^ülfe ber ^reid^ 
functtonen ouf eine jur SÄec^nung bequeme ©eflalt bringen. 

€$ fep et^lid) P eine })ofitioe ©riß e. 2)a bei bieferSJojauöfe^öng 
bie S^I 7~ m ' ^^^ Stealitdi t)oh R unbefcf^abet, jebe* fofitmn 2Ber* 
t^ea, Don o angefangen, föl^ig tjl, fo fe^e man - ttt = %.9*/ wo-- 



3 • 8 

o ^ ' tf j/i. o ^ sin, o / 



iJ«/i. 9 ' sin* ^ 



3 

wirb. C4ßt man nun V^T^y « %.^ fepn, fo «fltbit f«^ 

sein aber %.a^=-iift-, folglich !gj!lpl=_a cot. 2^, 
kajer j^t loan 7 «= — 2 V^^ . co«. 2f »ei bem ©ebraud^e biefea 

2f»«rucfea tDtrb man juerjl mitfeljl ber gormel /^. 9 =-^ C|)' Un 

3 
Sogen 9 , «nb fobann mitteljl ber gormel ig* ^ = ytg. f 9 ben aJo* 

9^n ^ berechnen* 

Sil P eine negative ©roße, fo foxbert bie SÄealitdt ber ©röf e B, 
bof ber nuraerifc^e SBert^ beö »ruc^ed ^(—^Y bie gi'n^eit nic^t 

ik^tiit. man fe^e alfo ^ ("— ? J = ««^9, fo witi 



Ulimmt man nun Vtfir.f? «= %.^ o«, fo*er^4rt man 



.... 
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aber wegen sin.-^f ss —Ji=====., cos.i^ = . «nb 

sin, 2^ = ^sin^f^ cos.i^ t|l 

SdDt R tmagmir aitd/ fo tnuf man {ur 2(ufI6f4tng ber ©lei^ung 
y»4-Py-|-Q = o mit ^ulfe ber Äret'afuncttonen folgenben äBej 
etnf4|(i}gen : 

SJ^ati fe^e j = r sin,<p, tooUi r unb 9 nod^ unlefltmmt jin^/ 
fo ^at man wegen ««• y ^ — : — ^ (^^-^^ 39» — 3 sin. 9) bte ® (e^un j 

« 

y* — j r* «71. 9 -f- j r' sin* 3^= o j 

ober/ wenn man 7 jlatt r^m«^ fc^ireibt: 

(4) y^ ~ T r^y + T >^^ ««>i*3y s= 0/ 

}»€ld)et ®Iet(^ung offenbar bte SOBur^el rsin.f entf))ri^t.^ ^ter f«nn 
man aber für 9 jeben ber unjd^Itgen 93ogen nehmen / beren X>w\Cii)t 
einen unb benfelben @inua/ ndralic^ sin,3f beft^en. Z)tefe Sßertj^eoon 
f ftnb bie britten Sl^eile ber SSogen 

3^^ 3^-f-3y, 4*4-39/ 6^+3?/ 8^+39/ tc. 
« — 39/ 3x — 39/ Sx — 39/ jx — 39/ «• 

93ergleic^t man hie StnufTe ber erwdl^nten Ibtitt^eiU mit einan« 
ber/ fo ftnbet man leidet/ ia^ i^nen einer ber brei SBert^e 

siruf, ^in. Q « + 9 V sin. ^- ^r + 9 J 
ober sin. 9 / sin. f - *-- y V — $in^ ( a 4" ? ) 

(ufornrnt ; et flnb bemnadg^ 

rn/1.9/ vsin. — 9V — r «/lY^ + 9^ 

bte bret Surjeln ber ©leid^ung (4). 

2)iefe ©letc^ung fitmmt mit ber.Sret^ung (2) uberefa/ wen» 
man — ir*=P, ^ r3 sin. 39 = Q fe|t. 2)ann ijl 

T^^yHl unb «wte9= 2 — .. 

2>a ^iebur(^ bie S&ertl^e von r nnb f gegeben fbib/ fo fcnnt tm 
«Ifo au(^ bie SBurieln b« (Slei^ttna («). 



I 
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11. 2>0U bie aQgem^fne ®Uid)md M wtttn ®taU9 

(5) X* + Ax5 4- Bx» + Cx + D =s ö 

aufgelofet tt^erben/ fo fcfiafe man au6 berfelben turc^ bie @n(flttntton 

X = j — j i^^ V^^^^ ®(i^^ ^v^$* ^<^" ^^W^ ^Uiutäf bie tran9« 
formirte ®Ui<d)nnQ 

(6) y* 4- Py« + Qy + B ca o,. 

mwelc^r P « B — ? A», Q == C ~ ^ + :^ 

' _ AC , AaB 3A* .^ 

9)?an f|{fe nun ycap^-qrl^r^ fon)trb/ wenn man ber5(itrie 
wegen p* + q*-f-r*=g fe^t, 

y* = g + 2(pq + pr + qr), 
folfllic^ y» — g== a(pq4-pr + qr). 

üttobnrt man biefe ®Iet4iung/ unb laßt manp*q* 4-?**^*+?*^*=^/ 
p»q»r*=±k fepn, fo jfnbet man 

y4_ 3gy2 4. g» = 4h -j^ 8\/ii(p+q+r) t=5 4I1 + eV^.ji 

(7) y4 _ -2gy» — 8\/k . y 4. g» — 4h so. 

SBtr l^aben fomtt eine ®Uid)nni t)om vierten ®rabe/ in toelc^et 
bot {bette @Keb fe^lt/ unb oon weld^er p4-q+^ eineSBurjel bar« 
^eDt. ;Diefe ©leic^ung n^irb mit ber eigentli^ auf^ulöfenben (6) iben^ 
tifc^/ wenn man 

_3g=P, — .8v/k=rQ, g*— 4t=R fe^t, worau« 
g«--., h = --±-, h«^ folgt. 

2)ä P* + q* + r*s3g, p»q*4-p*r*+q*r*s=sh/ p*q*r»aask 

ifi/ fo finb p^/ q^r r^ bie bret äBurjeln ber ©leidSfung 

2* -^ g£* 4- ^* — k == 0/ ober 

(8) «3 4..z*4.___z-^=o. 

^at man bie ©leid^ung (8) dufgelojl/ fo fennt man bie Oüabrate 
ber @r%n p/ qrr. 2)ie fffiurieln biefer £luabrate fann man fo« 
wo^I )>ofttio ^ ate aud^ negatio nehmen / ba^er |^at man für y foU 
Stnbe adfft Sertl^e; 

i3^ 



19(i 
(9) 



p + q + ' 

— p 4- q — ' 

— p — q + r. 



(lo)-. p ^ q — r 

p — q + ' 

— p + q + 5 

— p — q— r- 



2)Ä m ber (Öletd^ung (S) hlof iie imite ^otenj Don Q erfc^etnf/ 
fo gilt biefe ©Utc^ung aud) für ben %aU , loetin tn ber ©le^ung (6) 
ba$ 3eicf)en t^on Q'^eostbert iDtrb;. mf^m^gen ivtr aud^ ac^t SSert^e 
fiatt meren für y erjjialten l^aben. 3n (9) unb (10) jtnb blop jene 
Kebeutungen oon p# q/ r iafantitiengefleHt/ weld^e bem ^robncte 
pqr einerlei S^icfyen ert^etlem pb<bie eine ober bie anbere 9art(|te 
ber SSBert^e ooit 7 ^'e l(&ur$eln ber^joorgelegten ©teic^ung iaxWutf 

wuf mtttelfl ber ©Wcftima p*q*r*ias ^ ober 

04 

ben n^erben. 
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6tn unb brei^täjle ^orlefung. 

Uoer einige fpecielle ©letd^ungeivDon unbeftimm^ 

ter Orbnung* 




'obafb bte (Soefftctenten ber ^^^enjen ber unUtannUn <9ro^e 
in einer algei^ratfd^eti ©(eic^ung ntcl)t jeber t)eltebtgen SBert^e f4l^i^ 
finb/ fonbern na(^ gemiJTen ©efe^en oon etnanber abhängen/ fo bef!e« 
l^en oud^ jtptfd^en ben Sßuneln ber ®(etcf)uttg getvtfTe ^ejiei^unaen/ 
i)erm6ge weldjen bie in ber neun unb jiDonygflen SSorfefung angefiell« 
ten ^Betrachtungen auf ben oorltegenben %aü feine ?(nmenbuag erletDen« 
Senn aDe Stebuctioneu/ meldte mt und in ber angeführten 93orTefung 
jipifc^en ben SBurjeln ber @(ei(f)ung t>orgeni>mmen backten , müßten 
unabhängig i9on Übet fpeciellen iöebeutung biefer SSBiirjeln vor jid^ ge^ 
l^en^ .ma4 nun md)t me^t ^tatt ftnben fami. . S$ if! ba^er immet^in 
moofii), baß eine ®[et4)ung t>on ber oben )>oraudgefe^ten Sefc^affen- 
l^eit eine aDgemeine 2(ufl$fung oer|!atte. S^^^sen^e S3eifpiete n^erben 
ba^ ©efagte erW^tern* 

h ^etrac^ten wk bie fogenannten reclprofen ®(eid()ungen* 
3n benfelben if}/ wenn fte auf bie geiDol^iiIid^e SBeife georbnet merbeu/ 
bad Ie^te»,®Iteb bem Soefficienten bea ejrflen ®Uebc^ g(etc^/ unb je 
imei oom erfien unb (e^ten gleich weit entfernte ©lieber befi0en,einerUi 
Soejficienten. ^^te aßgemeine gorm ifl 
X» +. A,x«-' 4- A»x'»-v+ A3X— 9 + . ... , 

. . . . + A3X*;+ AjX* 4-.A,x 4- » ='0/ 

au» welcher er|^ell<t/ ba^ ipenn w eine Surfet ber ©tei^ungjß/ auc^ 

ber re^iprofe SSBertj^ biefer ©röpe/ n&mlidi -^^ y berfelben © en^e leijlet. 

3ft em rectproFe ©foid^ong ^on ungeraberOrbnnng/ fi^ ent^HdS^I 
berfeH»ett offenbar bie SSJurjel -— 1 f,unb tyiajn fanji j|e iuxä) 2>ioiflon 
tnitbem äBurjelfactor x-|^i auf einen um bieSinf^eit niebrtgeren ©rab 
bringen, ^te Sormeln ber brei unb {Waniid^en Siorlefung gebenden 
iiaotienten 
*— ~(i -- A,)x»-.+(iT~A;+A,) x«^9 - ....._:; 

+ i_A|+A;i— .A3 + ... + A,— A»+A»^=M 



_.* 






• • • • 



19ß 
ober 

ivelc^e ®Ietd||ung eine rectprofe Don geraber Crbnuttg t{L 

3ebe rectprpfe @(eic^ung ton geraber Crbnung Idßt fidf, i^rer 
(efonberen Sorm toegen/ auf eine (Sleic^ung rebuciren/ beren Orbnung^ 
ejrponent nur bie i^4Ifte bed oorigen betragt. <£$ fep 

(l) X«» + AjX«»-» + Aax»«*-» + + ^" X" +* • • • 

eine ford^e ©leic^ung Dom (Stabe 2n, fo erl^dlt ffe/ it^enn man oUe 
©lieber burt^ x" t^eilt, unb je {wei t)om 2(nfange unb (Snbe bed er|!en 
S^eile^ gleich weit abfiej^enbe iufammennimmt/ bie ^crm 

«•«.«-{- A.f I f X •!- - j 4" A* = ^* 

S!)7an fe^e nun x 4- 1 = j^ fo.^al; ntan/ tt^eil allgemeia 

< 

(»' + y 7 = »'+• + TFT + »'- + ^ »^«f 
«'+' +^ = (x' + y y ^ (x- +^) 1(1: 

X» + L — y» _ a 

X» + L. t=3 (y» — a) y — y s y» — 3y 

■ « 

»* + ^ = (y'~3y) y — (j* — 2) a j* -^ 4^ + a 

ttttl^ «BH^ i^ fMvtt'tw @tanbe^ bie.^umme x' + -; ftif ieben ganieit 
*ydplit)ett Sßertl^ von r burd^^j bariuflellen. 3u bem allgemeinen tut' 
brudfe für x^ 4- ^ gelangt man am fc^neUßen auf folgenbe ?irt. 

2>te ©lei^ung x 4. 1 = 7 gibt x ==5 ^^^^"^^ / woraud ev 

l^eOet^ baP x imaginär n>irb/ man j «weniger ald s be.tr4gt. B<^f* 
fen wir btefen SaD m bad 2(uge/ unb fe^en wir bef^alb 7esseo5.a^ 
fo fittbeu wir 



199 

' X SS cos.a n(- y—i tth.a ,' 

- SS cos^a — V — 1 sin* et j 

alfo «ö^ bem SW o 1 1> r e'fdSien @aje/ tn fo fern r eint gatije 3a|^l 

vorflellt : 

+■ 1 
^ = 2 COS. r a, 
xf 

Sntwicfeln lt)ir cof.r« itac^ ber gormel (85) b«r ocfitiel^ttten 
SJortefung, unb fd^reiten wir überall y ilat< 2 co«. a , fo ergibt jid^ für 
jebeii ganjen pofitmen SBBert^ ber 3<^^l r 

/ \ . » . r(r--3) . r(r— 4)fr— 5) ^ / 

^^ 'xr -^ ' •l.l"' 1.2.3"' 1*^ 

»eldde Steige aber nur fo weit fortgefe^t werben barf, al« ea gefc^e^en 
fann / ol^ne ber ®ro^e y negatioe QSjr))onehten ju ert^eilem 

S)ie Sormel (2) gilt aber Ci\x6^ für jeben beliebigen reellen SBertl^ 
i)on x/ ba fle etne ibenttfd^e ©leid^ung barfleHt ISenn mn* ber 2(u$brncP 

fein fol^er^ weld[)er burd^ bloße 9tebuction feiner ©lieber üerfcbwinbet/ 

fo ^jtte man , wenn man überall x 4" - f)<^tt y fe|t ^ bie ^otenieti 

biefer ©r^ße nac^ ber ^inomialforntel entwicfelt/ unb alled nac^ ben 
^oten'jen Don x orbnet/ eine ©teic^ung 00m sr^^" ©rabe mit ber un« 
befannten ©rdße x/ welche für jeben SBert^ oon a bie SBurjel 

COS. a -j- ^ — 1 «m. a juließe / ber alfo me|^r ate ar SBurjeln sugei^or^ 
Un, xod^ ungereimt \% ' 

SWtt ^ulfe ber gormel (a) wirb bie ©teid^ung (i)*auf eine ©lei* 
4ung t)om n^^n ©rabe rebucirt / beren unbef annte ©röße y i% Sebe« 
93ertl^ oon y t^er^ilft/ju jwei SSßurjeln ber ©leic^nng (i). 

SBtr flnb alfo im ©tanbe/ rectprofe ©leicbungen bi« jum 
a . 4 -f. 1 = gten ©rabe allgemein aufjulofen. 

II. 2)ie ©leidb'ung x«» — 1 s=:o fu^rt/ wenn man bie.t^r jentfpre* 
dlienbe 8B8urjel 1 burd^ Dioifion mit bem gactor x — 1 wegfc^aft/ auf 
^itie recif^rofe ©leici()ung 

jm-i J^ 3^m— « ^ X"-^' +.♦.. + X* + 5t + * =0. 

2)tefe fann ba^er na^ bem fo eben erfljrten ^erfal^ren auf einen 
^enigflend um bie^^älfte niebrigere;t ®rab l^erabgefe^t werben. 
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i 

— m 

^eteni 1'" s= j/\ fjnb, unbiptr biefe U^tmn Uteit6 in berfe^^ 
geinten aSorlefung auö SD?otore'd Sormel öbgeicttet |^al>eti , fo bejin» 
ben »tr und im ©fanbe, bte angefilj^rte ©letc^ung invd) Äreiöfunc-- 
tionen aagemein aufjulofen. Sie SBur^eln berfelben jtnb alfo 



^^ 4. %/ — T«- 2ä . 4« . .^-^ . 4« 



cos* — -f- y — 1 sm> — / ic. 
, m — ^ m 

»«Ic^e Met^e fo lange fortjufe^en tjl, bid ber Goefftcient »on ^ bieSaJl 
» jtt uberfietgen anfangt. a)?an fann biefe SBurjeln/ wenn man e« 
bequemer pnbet, auc^ burd^ bie Steige 



I ^ CO*. — -4- y — 1 n/i. — co^, -- + V — » «/»• —- / 
la m ' m • m 

- bariMen. 2)ie (Snbglteber btefer JRei^e corref})onbtre» ben 2tnfang«i 
gliebern berfelben, ipenn man bad 3«'c^en be$ JHabtcalö V" anbert, 
JRiramt man ie jwei correfponbtrenbe SSBurjelfactoren ^ufammen, foer-- 
fltbtflc^, wenn man ben Soefttcienten t?on ^r fiete Reiner fepnWßtal6m: 

3^"— « =(X ij f^X» 2XC0*. ~ + 1 J^X» 2XC0Ä.~ +0X 

X f^x* — 2xco^.~+ 1 j :c; 

Sjl.m gerabe, fo gebort noct> ber gactot x + i baju. 

@e^t man tn btefer Oletc^ung - flatt x, unb fc^ajft man fobann 
We SJenner weg / fo j^at man 

X» — a«= (x— a) ^i»-.2ax co*. f^^, a» Vx*— 2ax co^. ^+a»)x 

X f^x»-^aaxco*,~4-a»y:(|.; 

woju; wenn m gerabe ijl/ nod^ ber gaceor x+a j^iniufommt. ' 
2(uf btefelbe ?Irt erhalt man/ weil 

cos*^ + y — 1 «A. — / co^*— T y — 1 sin* — * 



eo5. — T* y — 1 «/i. -r- 

m — ' '^ in 
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X« -|- 1 = fx* + 3 X COS. ü -)- 1 j Aa -|- 2 X C05. -ü -[- 1 J X 

woiu, mnn m ungerabe tfl/ tiDc^ bet Factor x-f i ge^irt; unb 

x"»+a"= Tx» + 2ax co*.i+a*)(^* + ^»^ cos. — + x*)x 

X* -j- a a X cos* h ** ) ^^*/ 

»Oju, tt)enn m ungerabe t(l, nod^ ber gactor x + a gel^ort. 

2)te SBurjeln ber ©letc^ung'x« — i = o beft^en tnerfwurbtäe 
Sigenfc^aften / welche Ui oerfcI)iebc'nen analpttfc^en Unterfurfiungctt 
iDic^ttge X)tenf}e letfletu SEBtr it^cOen biefe ©eregen^ett benu^ett/ bte« 
felben fennen ju lernen. 

(Sd fep m eine ^rtmjal^r^ unb a eine t)on ber (Sm^ett i^er^ 
fd^iebene SGBurjel ber genannten ©leic^ung, alfo a™ = i , fo tjl ouc^ 

ouc^ a}f a», a* . . . . SBucjeln berfelben ®Uii)unQ. HUt lik m — i 
©roßen a/ a*, a», ä* * . . . a"-» finb fdmmflict) Don etnonber »er- 
fi^ieben. X>etin finb ag unb a^ jwei berfelben, unb wdre a« = a^ , fo 
wäre and) afc-«= i. Mein, in ber JÄet^e ber m 3a^len h — g, 
^C*^— g)/ 3(h — g) . • . . (in--i)(h — g) fommt, wie wir be* 
reit« in ber fe^ia unb jwanjigfien SSorlefung (®* 166) bemerft j^oben, 
jemif eine, $• 95. k(h — g) »or, welche burd^ m get^eilt, iie ^in* 
$eit jum dtefle Idpt, ober bie ^otm qm 4- 1 ^at', e$ wäre bemnac^ 
a*(h-g) sss a««+» s=5 1 ober (a«)^ » a = i , b. I^* = i gegen Ue 
^orauafe^ung. £)erfelbe ®c^Iuß jeigt jugleid^, ta^ Um $otenj* t>on 
a, beren <£jt))onent f leiner ifi al$ m, ber Sin^eit gleich fomntt (Sd 
pnb fo{g(td^ bie ^otenjen 

bie fimmt(t(^n Sßur^eln ber ®leic^ung x» — i so, woratt6 erfieÜetA 
Aaf jebe oon i verfd^iebene SBurjel biefer ®Iei4)ung/ wenn ber Orb« 
>tnng$eje))onent berfe(ben zxnt ^rimja^I tfl, alle übrigen SSurjetn burc^ 
fprtgefejted ^otenjlren barbtetet. 

3ebe beliebige ^otenj t)on a mit einem ganjen pofltit^en ober ne- 
dfttiüen Sjrponenten, j. $&. aP ifl, wenn man p burc^ tii tl^eilt, unb. 
babei ben ))ofttt\)en dtejl v erl^dlt, ber ^orenj «* gleid^, unb ba^er 
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eine 3Bur}eI ber ot^igen (Sletc^ttng, @e^t tifdn alfo fiatt a in bet 
Steige 

bte ^otenj av ^ unb rebucirt man bie Sjrf onenten 

p, 2p, 3p/ 4p, . . • . (m — i)p 

burd^ üDtoifton mit m auf i^re Stefle, fo ^at man, ber 93erf^teben^ett 
biefer 9ief!e tpegen, abermal aQe SBurjeln berSIeid^ung x«. — i = o/ 
iebcc^ nur in anberer Orbnung, t)or fic^. 

2)tefe gigenfcfiaft ber SSSurjeln ber ©letc^ung x» — i =o unter* 
liegt Sefd^ranFungen , wenn ber Orbnungdejrponent m feine ^rirnja^t 
ifl. Stellt n einen Dioifor )?on m ^ctf unb fe^t man nis=ny, fo ifl 
jcH S&urjet ber ®(eicf)ung x» — i = o auc^ eine SBurjel ber ®Iet* 
c^ung x™ — 1 = 0. Senn ^ata bie Sigenfcliaft, jur n*^" ^otenj er* 
^oben, bie Sin^ett ju erjeugen, fo ifi auc^ (a»)^ ober a">5= i. 2rber 
iU SBurjeln ber ©(eic^ung x«" — i = o geben / wie immer in ^ejug 
^^fA^H^ Sjrponenten (jotenjirt, bloßSBurjeln biefer le^tern ®[ei4)ung/ 
ba^er gibt nici^t febe oon i oerfci)iebene SBurjel ber ®kiä)unQ 
x" — 1 =±o burcl^ fortgefe^ted ^otenjiren fdmmtlic^e übrigen SBurjeln. 

(£$ fep iD bad $robuct ber jmei ^rimja^Ien p / q ; ferner a eine 
SBurjel ber ®Ieidl)ung xp — i =0, unb ß eineSSurjel ber ©letd^ung 
x'« — I = o , unb fowo^I a old aud^ ß oon ber (Einheit oerfc^ieben. 
2)ad ^robuct aß ifi eine SOBurjel ber ©reic^ung x" — i = o ober 
XVI — 1 s= o ; benn toir l^aben , bem oben (Snoiefenen {ufolge, fowo^I 
a« = i aia aucl^ß"=i, alfo auc^ (a/3)"s=3i, SBilbet man iicfKei^c 
ber ^otenjen 

{aßy, (aßy, (aßy, (aß)3, (aß)«-«, 

fo n^erben iie p oerfcI)iebenen SSBurjellt ber ©leic^ung xp — i ss o 
mit ben q SBurjeln oon x? — i = o , ndmlid^ 

a% a», a», a», . . ., aP-» mit ß% ß*, ß>, ß^, • . • ß«-» 

auf alle möglichen 2(rten combinirt, unb bie ^ierau0 entf))ringenben/ 
unter einanber bur(|)gel^enbd oerfc^iebenen ^robucte ftnb f4mmtlid^e 
8S8urieInber©feic^ung x»— i s=o. 2>ajTeIbe fann, wenn msspqr.... 
tfl, unb p, q, r, « . • • ^rimjal^Ien anzeigen, aud^ oon bem $ro- 
bucte aßy.v. bemiefen werben, worin a, ß bie obigen ä3ebeutungen 
l^aben, unb y eine SSBurjel ber ©leic^ung x' — i ss o, bie Sinj^eit 
ütt^genommen/ oorfletU/ u. f* w. 
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3ft m e=r p« ^ p eint ^Hmsal^I/ unb Gebeutet a eine ^tn i Der« 
fc^tebene SBurjel ber (Sletc^ttttg xp — t =.0/ fo tfi nic^t nut aDdn et, 

p p» p5 p«— > 

fenbern ed finb fogar ya/ \/a, v/a, . . • . \/a SSSurjeln ber Olefc 

ilung X" — 1 s=o. iSoDen obige StefuUate Qiiait f nben/ fp muß matt 

p P^ 

Va jiatt /S / \/a jiatt y fe^en / u. f. w^ 

3fi im Mflemeinen m s=a p« q^ r^ , « « ., unb jtnb p/ q, r. «.. 

$rmiiO:^Ien/ ferner a, ß, y . . . . bejiel^ngMeife iSBurjeln ber 

©leicfaungen xp — i = o/ xi — i = o/ x* — i ==: O/ • . . j laßt 

p p 9 9 

nion enblic^ a, s= ya, a^rszya^, tc. ßj=vß/ ßi=Vßi/ *c. 

yi=Vy/ yx«=Vyi/ «• fepn, fo ijl ««1% ♦ . . .Xßßiß* 

• . • • X y yi 72 • * ' • ^ine SßJurjel ber ffileic^ung* x«» *- 1 s=: o , bere« 
^otenjen mit ben Sjpponenten o/i/2/3/4-*«in — i fdmmt* 
li^e äBurjeln biefer ®(eic^ung geben, «^ieburc^ loirb ixe ?Iuf[6fung ber 
©Wc^ung x" — 1 =0 auf bie Jiuflofung ber.OletdIlungen xp — i=o/ 
XI — 1 = o / x^ — 1 == 0/ :c. / beren Drbnungaja^Ien 9>rimia^lett 
jinb, iurucfgefül^rt. 

@uc^t man bie @ummen ber ^otenjen ber SBur^eln ber ©lei- 
%ng X" — 15=0 naci^ ben gormein ber fünf unb iwanjigfien Jöorle* 
fttng, fo fnbet man biefe Summe =in ober =o, je nac^bem ber ge- 
nieinfd^aftlic^e (ixpomnt aQer ^otenjen ^in 93ielfa^ed Dom m ifl ober 

Me biefe SRefuItate laffen fi^ aud^ an^ ben Äuabrucfen ber SBur* 
jeln ber ©leic^ung x«— i = o burc^ Äreiöfunctionen ableiten *).• 

III. 2)ie Sormelu; welche wir in ber jlebiel^nten unb a^tje^nten 
ffiorlefung entwicf e(t l^aben / fuhren ebenfaOd auf allgemein au jl^dbare 
©letc^ungen. Um ^ieoon etn $Beif)>ie[ ju geben / betrauten m.ir bie 
Sormel (85) / unb fe^en n^ir 

1 - i in(m — 3) . 1 ni(ni — i)(m — 5) __^ , 

fo ^aben mir eine ©leid^ung oom m^^^ ®rabe / beren fdmmli^e SBurt 
{ein au$ bem 2(u$bru(fe j=icos.a l^eroorgej^en , loenn man für a bie 

*) Übet bie mctlwüM^e, t)on (3au% suerft QcU^tte, ^uf!6fung bei* (Bfeu 
(^ung X™ — 1 = fe^e man beffen Disquisitiones arithmeticae ^ Lip- 
siae 1801; unb ßagrange'^ Traite de la r^soluUon des equations 
numeriquesy s. edit. Paris iSoft» 

f' ■■■■■ 



-^fX 



V)\ 
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SSogen \z%if burr^ meiere cot.ma auf 91qII rebncirt itHrb» Siefe So- 
gen finb in ber aügemetnen Sorm ^ entsaften / wenn man r 

jebe beltebtge ))oftttt>e ober negatti^e ganje 3d|^I bebeuten Idpt ^tebur(| 
über erhält y nur folgenbe t>erfd!)iebenen 58Bert^e 



t ^ t ^Tü m_ Sil j^ -/,fc 

+ COS. f T CO*. f i CO*. /. -f CO«» K* f 

"— 2in "^ 2in "^ •*"» "^ •»*" 



2fm 



»>elc^e Stetige ft^ mit jh cot. 



(m 



— i) 7C - . nur 4,. . 

— ^ ober mtt coz. — - sa o eiibwt/ 

am 3 m 

je nad^bem m gerabe ober ungerabe tfi. 

£)i€fe )6etrad}tnngen liefern und auc^ bie ©leic^ung 

CO*« m a = 
X I {cos. 11)'^ — (cosi~\ I tC./ 

in welcher bte ^actoren fo xotxi fortgel^en , ald ber Coefftdent von ir 
bie 3^1^! 2m utcf|t übertrifft' 3fi m ungetabe / fo gebort noc^ ber Sa^' 
tor cos.a baju. 

^^nltcfte Stefulfate oerfc^offen b(e übrigen gormein ber eriod^n* 
ten ^ortefungen / au6 welchen auc^ bie @reic()ungen (loi) unb (104) 
ber neunjel^nten 93orIefung nadS) ber 9}?et^obe ber ^renjen jtd^ folgern 
lajfen. 

9ion ben SBurjeln ber ©leic^ungen btefer @attung l^angt We 
JBerec^nung ber @e^nen ob 9 loefdie je jwei 2l^etlung$)>uncte ber in 
gleite 3:^et[e get^etUeti $eri))^erie eineMreifed oerbinben, 
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ßmi irnb breiffäjle 55orIefung. 

über ii'te 2(uflofung numetH^et ©let^ungeit 



€^eU ©Utc^uod tntt dner ttnbefanntett ®rope x^ m mel(^er 
i)Io$ rationale (Soeffictenten t)orfommen / Idpt ftic^/ ipenn man bte in 
ber {(eben iinb jmanjigfien SSotlefung IL getej^rte Transformation jit 
^ülfe nimmt/ auf hie gorm 

(i) x-^^- A^x"»-» + AjX«— + -|- Am-, X + Am S=r 'o 

bringen / worin ber Soefficient ber ^oc^flen ^otenj ber Unbekanntem 
bie Sin^eit ifl/ unb bie übrigen Soefficienten fammt bem legten ©liebe 
Sanje Ba^Un ftnb. 

3n biefer %otm l&^t bie ©(eic^ung (i) feine gebrochene tationaU 
Snrjel ju* 2)enn fönnte biefer ©leic^ung burd) tic ®ubflittttion 

xsst, tt)obei p unb q gatije 3<^^I^n anjeigen/ u^efc^e auger ber Sin« 

^it feinen gemetnfc^aftlic^en Steiler beft^en / ©enuge geletflet werbe»/ 
b. ^. \»&xe 



^ + A,2 U A,i^ h . + A„«.?:.+ A« « Or 

q q q H . 

fo ^ttc man 

— SS — A 4 p«-« — A i p»-« q —.... — Am-i p q«-« — A« q—« j 

,ea tt)dre alfo^ ba p«" burc^ q o^ne 9te{i ni^lt getl^eilt werben tann, etii 
%ru(^ einer gan jen Ba^l d^i^ / wa^ ungereimt ijl. 

£)ie SBurjeln ber ®Iei4)ung (i) ftnb bemnac^ entweber ganje 
Säulen ^ ober mit ber Sin^eit incommenfurabeL 

Ob bie ©leic^ung (i) ganje SBurielu/ unb welcf^e fte|ulapt/ wir^ 
öuf folgenbe Zxt erörtert. 

ea fep w eine ganje Sßurjel ber®{ei4iung (*), fo muf / ba bie 
©lei^ung 

W"> + Ai W"-» 4- Ä4I?™-» +.... + A»-» W + Am as5 0/ 

folglich auc^ 

~ aa_ i^m—i .^ Ai w"--^ — AjW""^ •— . • . — Am— iW— A^^i 
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l^efte^t / — eine günje Bc^^ / b. ^. w ein Steiler ))Oti A» fepn / wad 

fc^on aud bem Umflanbe ^tte erfc^Ioffen werben fönnen^ ba^ bec nume« 
rtf(^e SJBertl^ bed legten ©Itebeö einer georbneten ®Ieicf)un() ^ beren er^ 
fled ®Iteb Un Soefficienten i fu^rt/ bem ^robucte fdmmtlic^er SBur« 

A 

jeln gfei^ fommt. SWan fe^e -^ = Bj, fo ergibt flc^ wieber 



w 

Bi + A„_, 

e6 ntup alfo auc^ eine ganje 3a^I f^pn. JBejei^net man 

biefelbe iuxd) B^, fo folgt 

— — = ^m— 3 ^A j W™— 4 ^A« W"*~* ... — Am— 4 W — Abi-3 » 

worauf erl^eüet ^ baß au4i eine ganje 3a§( fepn mup. @e^t 

man nun 

B,+ A^_, B3 + A„_3 

5= JÖ3/ GS D^f :c. 



B j_ 4 ' B 



•m— a+A^ „ «—,-}- A| 



w w 

fo f nbet man auf bem ^ier betretenen SBege leicht/ baf B,^ B^^ . . . . 
. . . . B„_,/ Bm ganje Säulen fepn müjfen, unter welchen indbefon-- 
bere Bm= — 1 i(l/ fo baß bte ©leic^ung Bm+i^o Statt ffnbet. 
a)?an {erlege bemnac^ baa le^te ©lieb A« ber gegebenen ®Uu 
4)ung in feine einfachen Sactoren / unb bi(be aua benfelben aDe mi^li' 
d^in Siotforen biefea ©liebed. 9}?an ßelle bie erhaltenen 2)ioiforen/ 
fowol^I mit bem 3ei4)en — / aU aud) mit bem Seichen -f in eini Steige 
{ufammen/ ed wdre benu/ ta^ ein ununterbrochener 3eid[ienmec^fel in 
ber ©leic^ung auf ben 9)?ang<;I reeller negatioer/'ober eine ununterbro^ 
d^ene S^^d^ vgleid[)er 3eic^en auf ben 99?angel reeOer ))ofttioer SOSurjeln 
l^irtbeutete. Unter jeben StDtfor fd^reibe man ben dnotUnten / weld^en 
baa le^te ®lie^ ber ©leic^ung burd^ i^n get^ei(t gibt; j^ierunter fe^e 
man bie Slefultate ber Kbbition jebed jCluotienten ju bem (S^oefficientcn 
tm oorIe|ten ©liebe ber ©(eid^ung; jebe ber gefunbenen Summen t^eSt 
man burd^^ ben i^r entf^nrec^enben Z)ioifor; bie £luotienten oereintge 
man wieber mit bem Soefficiehten bea ndc^fien ber Snbglieber ber®(ei' 
(^ung f unb t^ei(e.^e Summen abermal burc^ bie {uge^odgen X>mfO' 
ten/ u. f. w* Sobatb eine ber ju verric^tenben SDioijionen nic^tauf' 
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ge^t , wirb ber Betreffenbe S&mifor nic^t it>eieer berucf fid|)tiget / benn et 
tfi gmi0 feine SSBurjel ber gegebenen ©(etc^ung ; fann aber bie Ope* 
taim fo. lange fortgefe^t n^erben^ btd fdmmtUc^e Soeficienten^ ber 
©Iei4)ung an bie Steige gefommen finb / unb enbtget ftc^ biefelbe mit 
ber 0umme o, fo ifl ber corref])onbirenbeX)iotfor ofenbar eineSSSuriel 
ber vorgelegten ®Ieid)ung. 

SSKan fte^t o^ne SKü^e ein / baß baffetbe ?3erfa]^ren jur q>rufung/ 
ob eine ganje Za^ eine äBurjel einer gegebenen ©leicbung fe^/ auc^ in 
bem SaUe angemenbet werben fann / wenn ber Soef tcient beö ^od}fled 
©liebed ber ©leic^ung eine oon ber Sin^eit oerfd^iebene ganje^a^I A» 
ijl; nur er^dlt man bann flatt 8«.= — i bie ©leid^ung Bmcsj-r-A» 
^ober B«-|-Ao=o/ aW JBebingung ber beja^enben SntfdSl^^bung bipr 
Srage. 

2)a unter ber ^oraudfe^ung ^ baf w eine SBurjel btr (Slei« 
^ung (i) ijl, • . 

— B„, = i , 

— Bm_» a=3 — BmW -|- Ai = W + ^1/ 

— Bm-,, = — B„-., w + A;, = w* + Ai w + ^if 

— Bm_3 = Bm-.W + A3 S=a W^ -j- ^1^* + ^4^-1" Aj 

u/ f. »•/ / 

enblid^ 

gefunben wirb/ fo Ie(irt bie 93ergteic^un,g biefer Srgebntife mit beii 
Sormeln ber brei unb {wanjigflen SSorlefung , ta^ bie ©ropen 

Bai_i / — "Bm— »/ — Bni--3/ •«— tC. -— Bjj / — Bj 

bie Soefficienten ber auf ba$ erfle folgenben ©lieber imOuotienten bar« 
fleOen/ weld^en bie Z)ioifton ber ©(eic^ung (i) burc^ ben SBurjelfac« 
tor X — w barbietet* 3» ber Sl^at ijl ic^^ fo eben auaeinanbergefe^te 
{8erfa|^en nic^t^ anberea / atö eine oerflecfte X)ioiflon bed rucf wdria 
georbnetfn erßen S^eiled ber vorgelegten ®Iei4)ung bur^ ba^ S&inom 

— w + X. 

. Solgetibe ^emerf uttgen werben SIRittel an bie ^anb geben / bie 
oben befd^riebene ^robe / welche mit ben £)ioiforen bed legten ©(iebed 
einer ©leic^ung oon ber Sorm (i) ixorgenommen werben foQ/ um ju 
et|tf(^eiben / ob einige unb welc^e> berfelben SBur^eln biefer ©leid^ung 
ftnb , ab^ufurjen. 

Sran^formirt man bie gegebene ©leic^ung (i) mittelfl ber 0ub' 
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» 

flitntm xsay-f a tn eine onbere/ beren SBBitrieln ^Ammtlid) um a 
tUinet fini, aU jene ber erfleren^ fo erhalt bie neue ©leic^ung/ tote 
in ^er fieben unb {toangtgfien SJorlefung gejeigt würbe/ hü^ 9tefn(tat 
jum legten ©Hebe/ mel(4ed ber erfle S^etl ber vorgelegten ©leic^ung 
barbietet / wenn man bafelbfl a flatt x fe^t. Tlud) |^at bte tran6for< 
mirte ©leid^ung/ wenn man für a eine ganje 3a^l nimmt/ bte %oxm 
ber gegebenen (i). 

3fi nun Dad le^te ©lieb ber ©(eid^ung (i) ein ^robuct fe^r me- 
ler ^actoun, woburd) bie 2tn{al^I ber gu prufenben 2!)ioiforen unge? 
mein groß auafdUt / unb Idßt ftc^ ein SBertl^ ber ganjen B^l a m^^ 
mittein t für we(d)en ftc^ ber er)le S^eil ber gegebenen ©letc^ung auf 
eine aua weniger Sactoren beße^enbe 3a^I rebucirt/ fo bflbe man bte 
£)ioiforen biefer le^teren / abbire gu jebera berfelben a / unb Derfu^e 
ttaci^ ber oben erflarten S!)?etl^obe/ ob einige ber erhaltenen Gummen/ 
unter welchen jtc^ not^wenbig ade ganjen SBurjeln ber gegebenen ©(et* 
c^ung befinbeu/ biefer ©leic^ung ©entlge leiflen. 

S^at man bie £)ioiforen bed legten ©Itcbed fowoj^l ber gegebenen 
©leic^ung M and) ber burc^ bie (Subflitution x=7^a trandformir« 
teil gebilbet/ fo fonnen nur biejenigen ber erfleren Sioiforen JEBurjeln 
ber gegebenen ©(eic^ung fepn / 'Welc()e um a oerminbert in X)iuif0ren 
bed €nbgliebe$ ber tranaformirten ©(eid^ung übergeben/ woburc^ bie 
%nia^i Ux obiger Prüfung gu unterwerfenben 2)ioiforen oft bebeutenb 
verringert tvirb. 3n ben meijten gdllen reid)t eö l^in a = -f-» unb 
a=— -1 ju fe^eu/ wenn biefe Säulen nid)t etwa felb|i SSßurjeln ber 
vorgelegten ©leic^ung ftnb; auc^ (tnb bie 9tefultate biefer ^ubjlttutio* 
neu am leic^teflen ju berechnen« 

SBir bejtnben und atfo gegenwärtig im @tanbe bie rationalen 
SBur^eln ieber ©leid^ung/ beren Soefficienten rational ftnb/ aufguftn- 
ben« Senn jebe foIc^e©Ieic^ung erlangt/ /tac^ Segfc^affung berSßruc^e 
l^td) bte am (Eingänge biefer 93or(efung erwähnte Sranaformatioti/ bie 
®eiialt(i). : . • 

SBad bie mit ber Sin^eit incommenfurablen SBurjeln ber mit w 
eSen (Eoefficienten verfei^enen ©Ieic{)ungen betrifft / fo f ann man tiefet 
ben bur^ rationale Sal^Ienfo genau barftedeu/ ala man nur immer wilL 

£yenn ba bie tmagtndren SSBurgeln einer ©(eic^ung/(x)c=:o bie« 
fer Tltt paarweife an bie formen p + q V'^ / p — q v^^^ / tu wel« 
c^en p / q reelle ©ro^n angeigen / gebunben ftnb / folglich bad 9^' 
^uci ber ^terau« entfpringenben SBurgelfactoren 
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[x-Cp + qv/^H)] [x-(p — q\/-T)]«(x--p)* + qt 

nie ne^atto wixi / man mag ber (Sti^e x t»a^ immer für einen reeDen 
Sßert^ beifegen/ fo fann bad Beteten bed 9tefultated; welc^eö man eu 
^Slt I wenn man in bem erflen Sl^eile /(x) ber genannten ©lei^ung 
flau X eine reelle 3a|^[ \t%ii bloß t^on ben S^ic^^n abhängen/ tvelcf^e 
bte auf reelle SBnrjeln jtc^ bejiel^enben etnfadienSactoren bed^olpnomd 
/(x) hierbei annej^men. Senft man fic^ nun alle ®rö$en fo georbnet/ 
bap bte größeren negatit^en t^orangeJ^en^ bie Heineren negatioen folgen/ 
iinb bie )>ofttioen ftc^ an le^tere nac^ ber Orbnung i^reö SBac^fend an« 
((^liefen / unb man fe^t flatt x jivei reelle Säulen a unb ß f fo nimmt 
in JeibenSdllen jeber reell« SSBurjelfactor x — w ber®leid^ung/(x)s=so 
«erfc^iebene ober ubereinflimmenbe 3eicl[)en an / je nac^bem bie biefem 
Sactor iuge^orige SBurjel w jmifc^en a unb ß fallt/ ober \>^^ ©egen« 
t^eil ^\(xii pnbet. J^ieratta erl^eüet/ ICi^ \Az 9tefultate/(a) unb/(j3)/ 
xoelc^e OiXifi /(x) burc^ bie ent)dl^nten jtpei ®ub|litutionen l^eroorgel^eu/ 
gleid^e ober ungleiche 3eic^en beft^en^ je nai^bem eine gerabe ober eine 
uttgerabe ^Inja^l reeller SBurjctn ber ©leid^ung /(x)=:o iit)if4)en a 
unb ß liegt/ unb umgefe^rt/ wobei man aber offenbar bie ber ©lei^ung 
mir^rere ^cXt jufommenben SBurjeln eben fo Dielmal mitjd^len muß. 

©eben ba^er jwei reelle 3a()len a unb ß jlatt x in ber ©leic^ung 
/(x^=;o fubjlituirt/ 9?efultate mit entgegengefe^ten ^ziijZXif fo ifl 
man berechtiget {u fc^ließen / \>Ci.% {wifd^en a unb ß wenigflend eine re- 
effe S&urjel biefer ©leid)ung ftc^ beftnbet. Sdßt man bad arit^metifc^e 

SRittel jwtfc^en a unb ß / ndmlic^ ^^-^ / für einen Kd^erungdwert^ 

ber erwähnten SBurjel gelten / fo iji ber nunierifc^e fSBertj^ bed bobet 

begangenen %t%\ix% f leiner afö - — ^ . 

Sobalb ber Unterfc^ieb jimfc^en a unb ß numerifdS^ betrautet 
Heiner ifi / afö ber f leinfle ber Uuterfc^tebe je jweier ungleicher reeller 
SSurjeln ber ®lei(^ung/(x)=:o/ fo fSnnen (ipifc^en a unb ß ni(^t 
mehrere oerfc^ieb^ne SBurjeln biefer ©leid^nng liegen. @e(t man ba« 
^ir fiatt X in bem^ol^nome /(x) bie ©lieber einer arit^metifc^en^ro« 
grefftou/ beren £)iffereni h f leiner ifl/ al6 ber fleinße ber Unterfcbiebe 
je jweier ungleicher reeller SBurjeln ber genannten ©lei.^ung/ fo wer« 
ben fi4> bei einem l^inrei(|)enben Umfange biefer ^rogreffton in ber Steil^e 
ber er^altfnen Stefultate fo i^iele Seic^enabmec^aiungen barfletten / al^ 
ber ®lei#ng./(x) =?:ovunwieber^oUe reelle äßurjeln entf))re^en; 






210 

unb Ut %e^Ut , xoili^m matt begebt , inbettt man bte l^albe ^umtne 
ber ©lieber ber 9>roflreifion/ auf wel^ie fic^ eine folc^e 3«tc^enat^foe«^a* 
lung beiiel^t/ alö ben SÖetrag einer SEBurjel ber Oletddung anfielt, ijl 
Heiner a($ 7^/ fo baß bie?(nnäl^erung/ wenn man ^ f(ein. genug an- 
nimmt/ mit jebem beliebigen Orabe ber ©enauigfeit bewerfflelliget 
werben fann. Saffelbe 93erfa^ren gibt auc^ bie angenäherten SBBertJe 
jener reellen fSBurjefn, welcl)e ber ®Iei(f)ung eine ungerabe Ttnja^t 
SRafe juge^oren / unb nur bie eine gerabe ?luial^l 5!)?ale wiebcr|^oUen 
reeden SBurjeln werben baburc^ ni(f)t befiimmt. Sir fonnen und \i» 
bod^-oor ber^anb immerhin auf bie 2(uanitttelung unwieberl^olter reel- 

. ler SBurjeln einer ®Ieic()ung befc^rdnfen , ba wir für \>k ^bfonberuna 
ber wieber^plten SSBurjeln i?on ben übrigen befonbere aJorfc^riften er* 
tj^eilen werben. 

SD?an fann bie 93ered^nung ber reeDen Siirjeln einer ®IeiJS)un3/ 
wenn man e$ bequem ft^bet/ auf eine blopeSBerec^nung pofitiuer SBur- 
geTn rebuciren. £)enn l^anbelt eö ftcb um bie negativen reeQen SBur-- 
jeln, fo tranöformire man "^k gegebene ©Ieid)ung /(x)=o mittelfi 
ber ©ubjlitution x= — y in eine anbere,. beren pofitioe SurjcUi/ nu-- 
merifc^ betrachtet/ ben negatioc^n SSBurjeln ber erfleren gleid) fommett/ 
unb man ^at e$ nunmej^r blof mit |)ofttioen SBurjeln ju t^un. 

39?an müßte alfo/ um bie fo eben befproc^ene 97d^erung6tnet^obe 
auf eine georbnete ®feic^ung/(x)e=o anjuwenben, in berfelben erjl» 
licl> fiatt X nac^ unb na^ '^i^ ganjen Saluten o; 1, 2/ 3/ 4; «• f^ 
Jen , unb ben Umfianb bead^ten , ob nid)t tiwa jwei unmittelbar ouf 
einanber folgenbe ®ubflttuttonen Mefultäte mit entgegcngefejten 3«i' 
d^en barbieten» SP bteß bei ben SBert^en xiE=a unb x=a4-i ber 

• JSall/ fo l^at man x«s=5a-|-o'5 alö einen erflen auf o^5 genauen SJlq^es 
rungöwert^ einer SBurjel ber ©leic^ung. Sie <Subflitutiön xt=a4-0'5 
wirb lehren,, ob ber wa^reSBertl^ biefer SBurjel jwtfc^en a unb a-{-o*5f 
ober swif^ena+o*5 unb a + i fSßl; JWun fe^ mdn, jum^e^ttfe 
neuer ©ubflitutionen fürx/ ber fleineren ber beiben ®renjen fluf^n^ 
weife OM > 0-2, o;3 / 0*4 ju; unb berecf)ne bie 9?efultate, weME^eber 
erjle S:^eil ber @Ietd)ung bafiSr gibt ©obalb i^i^ber ein S««^«n wer- 
fet in biefen Slefultaien ^i<xtt fnbet, ^äf «anginen JKäl^erlingawert^ 
ber fraglicben SBurjcI, welcher ftd^ oon il^r um weniger alö o*o5 ent* 
fernt. 3(uf biefelbe SBeife lann man bie 2iitrtfl[^ee*ng biö auf 6*oa5/ 
o*ooo5 u. f. Wr unb uberl[fauj)t fo mit treiben/ ald man wfliv S^igt 
fic^ aber in ben SKefiultaten « für bie @ub|lUuttonetY xso/ i) ^t^i 
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4f :c. feine 3eid)enahmä)SlnnQ , fo F5nnen jwtfc^en {toei fna^har^lic' 
Utn Ut dtetj^e Ut für x angenommenen SEBertj^ lilletl^tnft^ reeDeSßur« 
{ein in geraber 7(nga^I )>or|^anben fe^n. X>ft geben ft<^ bte @teDen , wo 
bieP ber ^oQ fepn burfte/ bui*(^ einen Übergang bet correfponbirenben 
StefuUate aud bem Snflanbe bea SSac^fend in jenen bed 2(bnel[^ntend/ 
iinb umgefe^rt/ juetfennen/ Dbfc^on biefe Srfc^einung anc^ )?on ben^ 
reeDen Steilen ber imaginären SBurjeln ^errül^ren fann. Z)ann mii|te 
man bie Siff^renj ber ^rogreffion ber Saj^leh/ ibel^e,man flatt x j\i 
fe^en |^at / fo lange oerfleinern / bid man feinen S^t^ecf errei^t 

@Q einfach bie ^ter befc^rtebene 9?ä^eruogdmef^obe fc^einf ^ fo 
tt^enig ifi fte in ber w\vtlid)^n 2(ntoenbung/ ber mUn ®ub{!ttuttonen 
wegen/ weld)e (!e forbert/ braud)bar. fESte man b(e ?Irbeit i^erringern 
fann/ iperben tvir in benndc^ßen 93ortefungen vortragen. 



» ■,'»'' 
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Über bie ^Cuflofung numerif^er ®Uid;ungeit. 

. (3 r t f e M R 9*) 
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^e ti^tr und mit einer jwecfmdgtgeren Stnrtd^tung ber in bec 
9or|^erge^enben SSorlefung entworfenen lRä^erung$met|^obe jur Seilim' 
tnung ber trcommenfurab(en SQBurjeln einet «vorgelegten ©letc^ung mit 
einer unbefannten ©ro^e befd^äftigen / ivoOen wir fic(^ere Aennjetc^en 
ber 2(nwefenl&eit wiebi^r^olter SBurjeln auffleQen f unb (eigen / wit ikf 
felben/ wenn fte oor^anben ftnb/ befeitiget werben fönnen« ^ieburc^ er- 
langen wtr'ben bopt)eIten ^ort^eiO fowo^(bie ^inbernifTe {u entfernen/ 
midie wiebet^olte reede SEBurjeln einer ©(eic^nng ber ^uoerld^igen Sr« 
fenntnt^ fdttimtlic^er reeOer SBurfeln berfelben entgegenßeQen/ aUandf 
bie 2(ufl$fung biefer ©(eic^ung felbjl auf bie $Be]^anb(ung mehrerer 
®I#id|;ungen oon niebrigeren ©raben jurucf jufü^ren* 

@tnb X}/ x^, X3 • . . . Xm fdmmtlic^e reeUe unb imaginäre 
Sßurieltt ber ©leic^ung 

OB X» + AiX*»-« +• AaX'"'^4- A3X«-34-*. . • + Am-i X + A«=30/ 

unb ifl 

(2) X»-« +B jx«-» +B^x«-8 ^BgX-^-f- • . . -f B«». X +B„^. =0 
ber Cluotientf welchen bie ©lei^ung (1) burc^ ben SSBuYjelfactor 
3E— X| get^eilt gibt/ fo gehören ber ©lei^ung (a) bie m — 1 fffittr* 
{ein x^/ X3/ 4 • « « Xm* 

Se^t man in ber ©leic^ung (s) x^ flatt x / unb berucf ftd[)tiget 
man > fo wie e6 in ber a4lt unb jwanjigfien SSorlefung gefc^e^en ifl/ 
bie SBBert^e oon B,/ Ö», B3 . • • B^-i/ |ip gejt ber erjle S^eil ber 
genantiten ©(eic^ung in , 

(3) mxr~'+(m^^i)AiXr"* + (öi— a)AiX7-3 

4- (m— 3) A3X7--4 + . • . • +A«-i 

über. Sfl X, eine SSBarjel bee ©leic^ung (i), welche i^r 6fter aW ein 
S)?al gej^ortj welche alfo einet ober mehreren ber SEBurjetn x^/ xs/ 
X4 , • « Xmi gretd) fcmmt, fo muß ftc^ bad ^olpnont (3) not^wenbig 
auf o rebufiren; unb umgefe^rt, oerfc^winbet baa Polynom (3)/ f^ 
tfl X| eint wieberj^olte Sßurielber ©(etc^ung (1). 
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5BiIbee man alfo ^n» hm irfltn %^tiUJbet (Sttü^m^ (t)/ nto^ 
Ii(^ aü$J(xy, ik gunction 

/, (x)=inx'— > + (m— i) A,x«*« +(m-.2) Ä,x--9+. ♦ ♦ •+Am«, ^ 

)9el€i(|e man erl^ält/ menn man jebea ®Iteb infix) mit bem jugel^Sri« 
Qcn Sjrponenten ber Unbefatinten x tnultifiicitt , unb bann biefen Sx' 
fonenten nm bte Stn^eit «erringerf/ fo ^aben bte®Ieid^ungen/(x)==or 
K^b /&(^)==^o 9^tt»<f fo ^<^I^ gemftnfci^aftltcf^e Sßurje(n/ oM ftd^ in 
/(x)ss:o mfd^tebene wieUt^olu fSBurjeln oorftnben / ' unb bad Statte 
ffnben cined gemetnfc^aftltc^n 9on'x abl^jngenben 2)totford ber 9^0(9« 
»ome/(x) unb/j(x), worüber jic^nac^ bera auö ber 2fritl^mettf be- 
fannten ^erfa^ren Uid)t entfc^eiben Idßt/ ifi ein flc^ereö ^ennjeici)en^ 
baß ber ®(eicf)ung (1)/ ndmItcf)/(x)=ao, wieberl^oUe äSurjeln ent« 
fprec^en. ®uci)t man nun ben größten gemetnf^aftrtd)eri Steiler ber Sunc 
tionen/(x) nnb/i^x)^ unb fe^t man benfelien =^ o ^ fi> finb äffe 
IBurgeln biefed S^etlera wiebetl^olte ÜBurgeln ber ®refc^ttn9/(x)=3 0« 
(Sa fe^ x^ bereite aU eine rfac^e SBurjel ber ®(et^ung (1) aner« 
lamt, foldVtd) btefe ©tetc^ung bmd) (x — x^)^ o^ne 9te{l tj^eitbar* 
2)er be^reffenbe öuotient fep 

(4) X— •'+C,x«-'-» + CjX"--«^»+....+C««.,-.,x+C„^rt=o, 
fo erl^dU man/ loenn man in bem erflenSl^eile beffelben x^ jlatt x fe^t 
«nb ixe (Eoefftcienten C, , C^ ^ C3 . . ♦ C„-r auf biefelbe SDßeife wie 
in ber a^t unb jwanjigflen S^orlefung burc^ A|/ A^/ A3 « • « an9* 
brucft/ bad^olpnom 

(5) i- rin(m-ri)<m — 3).,*(in — r+i) x?**f 

4" (m — •i)(ni — 2)(m — 3). .. (m — r)AiX^— "^^ 

+ (m — 2)(in — '3)(m — 4),..(m — r — i)A,x^— »— «-jr * • * 

^ • . • + 'C** — OC**. — ^) • • * 3 ♦ 3 • I * An.— r f. 

3{i Xi nic^t bloß eine rfac^e äBurgel ber ©(etdSiutts (1)/ fonbern 
gel^drt bte fe SBnrjel ber genannten ©leidl^ung noc^ öfter / fo wirb bod 
9ol9nom*(5) gleid^ SRuIl/ unb umgefel^rt; oerfc^winbet lebtered^o« 
I^nont/ fo ift x^ wenigflend eine (v-f i)fa(^e SSBurjeC ber®Ieic^ung (1)« 

SRoit bejeid^ne bie Function 
iii(m-^i)(m — 3) ,^ . (m — r+^i)»*""* 
4.(m— i)(m — 2)(bi — 3). . . (m— r) A, x"-^-« 
4-(m~2)(iij^— 3)(iii — 4)- • • (m — r — 1) A^ x"-'-» + • * • • 

♦ 4 . . «4: "^(^^ — i)(r— -2) • • • 3 • 2 « 1 A, 



k-m->f 
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bnfc^ /r (x)f weU^e ^uti^nung hie o^ti ^m&^lte /i(x) oie ein«! 
fpeckUen ^aU in ftcb fc^Itef t / unb ber ju golge indbefot^ere 
y^j(x)=a in(m— i>x»--' 4..(m— i)(m — 2) A|.x«-3 

■+■(«— ^a)(in — 3) AxX«-< + ...• • 

^a^x) SP in(in^ 0(m— -2) x"-* + (m— 1 )(m-^a)(air— 3) .A^x«-^ 

4-(in — 3)(«n— 3)(m— 4)A^x'»-^5-l-^.. 

• • • • "f* *l • 51 • * Aip— 3 

fplgenben SÄefwItat^n ; 

Äömrat bt^ SOSurjel x, bcr ©CetdSiutig/Cx)^^ öf^^f <^I* ^<« 2)?al 
ju^ /p muß nebfl/(xj) aud^/,(xi) perfc^wioben. ffitrb bad gjolpnom 
/i{x) burdS^ bte 0ubf]tUution xcs x^ ni^t {uglet^ auf 9}ua gebrac^tr 
fp ijl X, Mpg eine iwetf(ic^e SBwrjel ber ®lctc6wn9/(x) = 05 ftnbei 
man ab^r auc^ /^ (^i) ~ o / fo muß x^ tvenigfien« eine bretfa(^ 3Bur« 
iel ber genannten ©leic^ung fepa^ unb fle gel^prt berfelben nidl^t öfter/ 
lüenn/s (x^) oon o oerfd^teben auffallt, ^^ejle^t überbteß noc^ bte ®Iei* 
.<i^«tt9/3(xi)^o, fp ijl X4 wemaft^n« etne Pierfac^e SDSurjel bec®Ieü 
ri!;wn0/(x)=o, u. f w, Überl^aupt, foU x^ genau eine rfa^^eSBur* 
jel ber ®retc^uiigy(y)=:o fepn/ fo muffen bk 9>pT9norae /(xO^ 
/i(x,),/z(xO//3(xi)/ . . . ./,^, (X|) perfc^wtnben ; /r (xj) hin- 
gegen muß opn o oerfd^teben fepn« 

aja jebe folgenbe ber guncttpnen /(x)/ /i(x), /»(x)/ :c. 
/r^, (x) au^ ber »Pr^erge^enben unb flberl^aupt uon iß imi ^aaf en in bte* 
fer Steige gleich mett .i?pn einanber abjle^enber guncttpnfn bte fpatere auA 
ber früheren nac^ bemfelben ©efe^e ^erpargej^t/ fp ftel^t man, baß iebe 
rfac^e SBuriel ber ®Ietc^ung/(x)e;ro eine (r— i)fadE)e ber ©leic^un^ 
/i W == o , eine (r^2)frtc^e ber ©fetcf^wng f^ (x) = o n. f. ». fepn muß. 
0u(^t man nun ben größten gemeinfUl^aftKc^en Steiler 91 (x) fürjTCx) 
ttnb/i(x)/ ferner ben größten gemeinfdSiaftlt^en Seiler ^»(x) für 
9i (x) unb f^ (x) / bann ben grißten gemeinfd^aftlt^ien Steiler 93 (x) 
für 9 j (x) unb /a (x) u, f. w. , fo lange ftdl^ nodj^ folclie Steifer / bte 
Sunctionen oon x ftnb , oorftnben / unb l«tfen wir 9r--i (x) ben lejteit 
berfelben fepu/ welcher ju 9,-» (x) «nb/r-i (x) gej^ort : fo fommen ber 
®Iet(^ung/(x)!=3 feine öfter wieber^oüen ?88urjeln , aterfac^e ju. 
2)ie ®Wc^mtg 9,_, (x) = o, gel^orig aufgeBfi, bietet alle rfad^en 
JSJurjeln ber ©leic^ung /(x)=0/ unb jwar jebe nur ein 5D?al bar; 
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ber (Slet^liing fr-i(«:)a=so entfpred^en äffe rfad^n uub (r — i)fad(|eii 
SSurjeltt ber gegefienen ©letc^ung / erflere i\m Wal , Untere nur ein 
SKal j eft ifi bp^.er 9r^«(x) burcf^ bic ittj^tte^tenj t)on 9,-1 (x) t|^eil* 
bat/ iiub ber Cnotient gldc^ SUiU gef^^t m^i\\t ivtUn (v'^i)faiim 
SBurjeln felbji/ u. f. w. ^ 

SnbeJTen genügt iie Betrachtung ber guncttonen /(x) unb /i (x), 
um aQe tvteber5oIten SSBurjeln ber gegebenen ®Ietc^ung/(x)c=3 0/ jebe 
cGaUnog ,fur ftc^/ in emir abg^^^nberten ©btt^ung / batjuflenen* (Sd 
fep naraltc^ i^i{x) bda ^robuct aller Surjelfai^toren, welche ber,®W- 
4ung/(x)='o nur ein 9!)?af iufomnten ; ferner fepen fa(x)/ -^sW/ 
f4(x) u. f. w. bte ^robucte aller jwetfa^en, breifa^eu/ üierfadS^eii 
SBurielfactoren biefer ©(etti^uagr tt>obei aber j^ber biefer gactoren nur 
ein üRal gefegt worben tfi/ fo |aben n^tr pffenibar 

/(x) « f , (z) . li (x)]^ : [^3 «]» • [*4 «]^ • [^5 W]^ «• 
iber Qto^u ben Suncttbnen /(x) unb/i (x) gemetnfdS^aftltci^e S^eu 
ler 9i(x) wirb, bera oben ©efagten gemd^/ burd> ta^ ^rpbuct 

ifz (X) • t^3 (x)]* . [^4 W]^ . [f 5 i^)V ^^ 
audgebrü(fti;bal^er tjl b«r Cbxotmt 

; Ä., n^fi^n wir ber Mtyi mm 
bttrd^ 4^ (x) an jetgert wollen , 

®e^en wir biefen jCluotienten = o , unb lofen wir bie l^ieburd(> ge* 
Wlbete ©leidlHtng anh fo erl^alten wir aOe SBurjeln ber ©leicbung 
/(x)=;o., worunier alber iebe wieber^olte nur ein 50?al erf^eint. 2)i« 
»effanblung ber ©leic^ung 0i(x) = o. nacl& ber in ber oor^erge^enben 
53orIefun^ befd()riebenett.3?d^erungemet^obe, tjl ben ©d^wi'erigfeiten 
«id^t tt'nten^^orfeu , welc^^ wieberl^oUe SSSurieln oerurfa^en Knnen. 

fö^ieid&nen wir ben größten gemeinfc^aftli^en Steiler oon 9i(x) 
unb «l>i(x) burc^ ^^^(x), wobei natürlich 9a(x) nic^t me^r biefelbe »e* 
beutung ^at/ wie o\in, fo tfl 



• • « « ^ 



24e. 3(ufl5fung berOtei^ung i, (x)=P/ welche jefet abgefonbert 
bargefiellt werben fann, fu^rt ju allen ber @leicf)ung/(x)s=o nur 
ein a^al gej^örenben SBurjehu 
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@e Jen »Jr ^^ = *, W / fo Jaben »tr . . 

*iW = ^sW • [+4«? . [+5(x)? ; 

unb menn mir ju 9» (<) unb ^^ (t) ben größten gemetnf^aftltc^ett Sfief« 
ler 93 (x) fuc^en : 

yaW = fsW • ^4(«) • fsW 

2)a nun ?4^ es ^^ (x) ifl^ fo befl^n mir bie Qteic^nngf i<x)eo 

abgefonbert/ unb ftnb ba^er im Stanbe^ bte jmeifiK^en fßurjeln Ut 
vorgefegten ®rei(^un3/(x)=o ouajuntttteln. 

m U9 fetner ^ = *,(x), fr ifl ' 

^ifrattd er^Det bte i&efcbafen^eit bed größten gemeinfc^aftlic^en 
S^eilerö ber Functionen 9^3 (x) unb *3 (x). ®r tfl ' 

^♦W =• *4<*) • isOO ^i^i^) ♦ - . ./ 

fo, bap man mittel^ be« öüotienfen ^^i^ia ^3(x) fogWic^ bi« bret» 
fad^fn ffittrjeln ber ®Ui^un^f(x)sso anjugeben oerma^. 

■ 

9Bte btefe Operation weiter fortiufe|en itl; mirb bnrc^ be» btd< 
(erigen ®ang berfelben ^inreic^enb angebeutet« @ie enbtget JidS^ / fo- 
balb einer ber aufjufuc^enben gropten gemeinfc(}aftltc^en S^ioiforen t>on 
X unabhängig erfdjieint. ' - 

S5ei bem ©ebrauc^e ber in ber t^orl^erge^enben SSorfefung elttwoT' 
fenen 9!)?et^obe jur nd^erungdmeifen Sefiimmung ber reeSen SBur^eln 
einer gegebenen ®(ei4iung ifl bie ^enntniß ber Orenjeu/ innerhalb mh 
4er fic^ btefe SBurjeln beflnbeu/ oon ^o^er SBic^tigf eit , ba j!« oiefer 
tinnu^er 0ub|Htiitionen jur Srforfcbung ber Seichen be6 ersten ^(eRed 
ber ©leid^ung überlebt, unb ber l^ieraud enoad^fenbe 93ort^etl ijl -um 
fo größer/ je genauer biefe ©renjen benimmt ftnb/ b. ^. /e weniger iQ$ 
Smifc^en i^nen liegenbe 3nteroaII beträgt. 

SBir (aben bereita bemerft, bap ed ftc^ jundd^fl bfop um bte 9$e« 
red^nung ber reeDen ))ofttioen fBBurjeln ber ©leicbungen ^anptltf ba bie 
^ S&erec^nuttg ber negatioen SBurjeln leicht in eine 93eßimmung (»ofittoer 
©rößen umgeflaftet werben fann. £)a^er wollen wir ^ier nur lebten, 
iwei Sagten ju ftnben, woi^ön bie etite größer ifl olS bie größte, itnb 
bie anbere fieiner aU t>U fleinfle ))ofttioe Sßurjel einer gegebenen ®Ui' 
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d^ung/ o^ne t'ebo^ Me ctrftere 3a|I uBerf{uf{ig grtp/ tinb bte anbete 
uberfIdfTtj flem gtt erhalten. ... 

SRan üemanble bte gegebene (Sletd^ting/ beren unbef attnte ®rSf e 
X t{!/ bttrd[^ bte @ubfittutton x=j*|.a/ n^obei a eine nod^ itnbefltntmte 
Jfofttm ®rope anjetgt/ in eine anbete ®(ei(^ung mit ber Unbefanntett 
j, beren fSSurieln wegen xsay — a aM jenen bev erfteren l^eroorgel^en^ . 
wenn man Don t'eber berfelben bie ®ro|e a fubtral^irt Üi&^lt man nviu 
Itn flBert^ von a b^rgff!'aft/ ba$ aQe Coeftcienten in ber tranaformtr* 
ten ©leic^ung pc^tw andfaUen / ma6 ba(b erreic^it mirb / wenn man 
mit ben einfacheren Soefficieneett f ^vritfie fii) na6f ben Sormeln brt 
fteien unb {manjigflen QSorlefungl. ergeben/ anfangt/ unb ben bereite 
beilimmten SBertl^ oon a/ wenn ed nöt^ig i|l/ fo lange erbost/ bia an^ 
bie {ufammengefe^teren S^cefficienten ))ofttit)e 9Beri^e jerl^alten ; . fo ent» 
fpric^t ber tran^formirten ©teicf^ung feine reeOe pofitit^e SBuriel : ed 
t|l bemnac^ a' größer angenommen morben/ aMtebeber reeOen pcfiiU 
un $93ur^eln ber gegebenen ®(eidbung« ^ 

@e^t man ferner in ber gegebenen ®Iet^ung x ss - / fo et^iU 

man eine 4ra»dformirte ®TfidE)Hngy beren gr80te SBiiriel ber reciprofe 
SBert^ ber fleinften SSitrtel ber erfleren ©(eid^ung ift. ®u(^t man nun 
ouf bte fo iUn Itttl&tte Tirt eine 3a^I b/ welche großer ijl al« bie 
Srof te )>of[ttoe SSBurtet ber traneformirten ®Ieicbnng / f o i|l ber reci« 

))rof e Sertb ^ biefer 3a§I Heiner / ald bie f leinfle ))ofttioe SBurjel ber 

gegebenen ®Iei4iung. 

^iO man jtc^ mit einer/ meiflend minber genauen/ aber fcbneS 
itt ftnbenben ©renje ber größten |)o(itioen reellen SBurjeln begnügen/ 

fo fe^e man für biefelbe ben 2(ußbrucf i-f-VG/ in weTcbem r bteTfni? 
io^t bvr ®Iieber bebeutet/ weidet bem erften nvgatioen ®liebe in ber 
S^^Mg georbneten ©letcbung i>orange^en / unb G ben numerifc^en 
SQ^en^i beH größten negatioen €oefficienten miter ber 9)oraudfei^ttii§ 
onjeigt/ Hi bie ^6cbfle ^oteng ber Unbef annten ben Soefficienten i 
f%t« 9i}fd^p,n tnan fi^ t>on ber 9tic||tigfeit biefer ®f en^e auf bem to 
ber imiUn 93orUfuiig 9) angebeuteten SBege Iei«bt nberjengt/ fo nnrb 
ei bod^ nid^t unmt^ fepn / biefelbe bireet abzuleiten. 

* Sd fep n&mliii) x»» + . • . . — A^ x«?»~» + ...,• + A„ «= o 
We gegebene ®lei<ftuttg/ in welcher — Ar x"-r» ^9 erjle negatioe ©lieb 
^orjleOt / fo gibt ber erfle Sl^eil 'biefer ©leit^ung für alle jene poftttoen 
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aSert^e Don x ein pofitwet Stefoltat/ für Mld)t 

X» > Gx"-» + Gx"-'-« + Gx-^'--» ij- . . • 4- Gx +G 

toitif \)Qxan^Qe\ei}t, baß G iet numerifc^e aSetrag bed größten ba[e(6fi 
erfc^etnenben negattVen (Toeffictenteit/. ober eine noc^ größere Bc^^t t{}. 

^ie fo e^n audgefprod^ene SQebingun^/ tvel^ie fk^ anc^^ auf bie 



X 



>H^=S^) 



frtinsen Idßt^ )9trb erfuQtf mm tnau x>ir itnb fn t»4^It/ baf 
x» > — — — ober X'-« > — — an^f&Uti unb btep erreicht 

ttiatt/ wenn man (x^ i)»-» > ,.-,^ ober (x— i)«^ > G, b, $. menn 

man x > i + V<5 annimmt. 

SBtr mollen bei btefer ©ele^en^ett nod^ bemetfen/ baß loenti mm 
ün« ein« ©lei^ung 

(6) X« + AjX»--« + AaX"^*+^r.. + Art_,x + Amt=xo, 

tn n^elc^er bie reellen Q^oefficienten A«/ A«^ A3 , • ; « A» wad m 
mer für 3et^en beft^en / eine anbere 

(7) X" Aj X"»-> — AjX"'"« . • • — Ani—i X — r Am a= o 

btibet/ in welker bie Soefftcienten aller ©lieber/ vom jmeiten angefangen/ 
biefelben numertf(^en SBert^e mie in (6) ^aben / iebod^ mit bem 3eic^e9 
^ oerfe^en jinb/ ünb man eine Sal^t k gefunben ^at, weld^e bie ein* 
•jige ber ©let^ung (7) entfprec^enbe reelle pofitiije SfiBiiriel uberfleigt/ 
Dber n^a^ baffelbe i% fnrWetci^e bad ecfie -®(ieb ber©leic^ung (7) gri« 
|er )virb aU bie @^mmf aQer übrigen/ bi^feSal^th in ititti^ifc^r 
SSejie^ung nic^t nur allein großer iß/ al$ jfbe poftdoe ober negattoe 

mUt SBnrgel ber ©leid^ung (6)/ fonbern anc^/ menn p -4« q \/-'^ 

eine imagindre SDBnrijel berSteit^ung (6) anjeigf/ großer aWVp^+q*. 
S^er erfleSbetI biefer SSel^auptung ijl für fic^ Har; n^a6 ben le^teren 
(etriffit/ fo ^aben H^irv tvenn ipir wie in ber oier unb {(PanjigPen 

S$orIefung 

» . 

fetfen / unb ^iefe ©roße in (6) fubfiituiren / bie ©leic^ungen 
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B« cos.mO + A jH«-« cos.(m — i)ft + AjR«-« co*.(m— 2)8 + tc. =6 

R» «rt. niA ^ AiR»-» sifL(m — i)ö + Aj|B»-«.«7i.(iii— 2)0 +,K.ea o, 

OU0 ivel^ien nad^ t^ectid^Uter ^ultiflication ber erfien mit co«.mO^ 
nnb ber {wetten mit sm.m6f burd^ *J(bbition ber erl^altenen ^robucte 

(8) H« i AiH«-! cof^O i AjH«-« co*.29 + tc =s o 

folöt. 

:&er erfie !K^ei( ber j@Ietc^u»g (8) gibt für B >k um fo me6r ein 
l^ofitive^ SRefuhat / wenn btep fd^on bei ber ®Uid)unQ (7) ber %ü\l ifl; 

e« muß alfo R<i fepn. 2(ber befanntec 2»ajen ifl R=Vp*+q*/ 

ba^er muf Vp*+q*<k fr?«- * 
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. 35ier unb brei^igfle ^Sorlefutig. 

ober bie ^fuffofung numertfc^er ®Uid!)ungett» 

(5 r t f e <> tt n g.) 




km man in bem erflt^^n i^Ae /(x) einer georbneten unb 
vpn mteber^oUen SBurjelti freien ®let4)ung 

/(x) s=s X« + Ajx"-» + A,x«»^f 4- • • • 4* Am =5 o 

flatt ber intbefanneen ©ri^ge x bte ©lieber einer or{t^metifd(;en ^rögrejltett 

«/ a-f-Ä/ a-|-^26/ a-j-3ö^ ••«•.. ß 

fejt/ fp erfcbeinen in ber SÄei^e ber SKefttftale 

/(«)/ /(« + ^)' /(«+20/ /(« + 30, . . . . /(ß) 
nur bann genau fo viele ^(bwedbdlungen ber 3^<c^<n / aU tttUe fBBur» 
jeln iwif4)en bem erflen (Sltebe a unb bem legten ß biefer ^rogrefffoR 
liegen / menn bte S)tfferen{ 6 ben fletnflen ber Unterfcbtebe (imff^en }e 
jmeten biefer SBurjeln nicf^t überfleigt. Sd ifl bemna(^ not^ig/ eine 
©renje ju fennen / unter welcbe ber numerifc^e SSert^ ber mit 9tü(f^- 
ftd^t auf ^ic ^orjeicben beflimmten 2)iffereni je jweier reeHer SBurieln 
einer vorgelegten ©(eicbung nic^t berabfdQt. 

Gilbet man aud ber gegebenen ©leidE^ung /(x)s=:o eine anbere 
F(y)ssOf beren SBurjeln bte Äuabrate ber Unterfcbiebe je jiwier 
fßurjeln ber erfleren {tnb (fteben unb {wanjigfle 3}orIefun<)/ ¥.)# unb 
fucbt man auf bie in ber verbergebenben ^lorfefung befcbrtebene SBctfe 
eine ^a^l fif ivehbe Heiner ifl ata jebe pofitm reelle SBur^et ber ®(et- 
<bungF(j)ssO/ fo erfuQt bieSabt V^/v ober tebe anbere nocb Heinere/ 
cfenbar bie gemachte Sorberung« 

Sdft man baber in obiger ^rogreffion 6ss ober <\//a fepn/ unb 
wS^t man a unb ß bergeflalt / H^ enttoeber aOe reelle SBurgeln ber 
gegebenen ©(eicbung/ ober nur SBurjeln oon einer bejlimmten 93efcbaf« 
fenbeit/ j. 95. aQe reellen pofttioen Surjeln jwifcben a unb ß fallen; 
fo erlangt man ntcbt nur allein eine genaue ^enntnif ber 2(niabl ber« 
feibeu/ fonbern man ifl and) im® taube jeber einzelnen biefer SEBurjetn 
fo nabe ju f ommen , al$ man nur immer xoiU, 

Sinbet man ea jwecfmdpig bie 9tecbnung mit irrationalen 3a^' 

Un iu oermeiben / fo fuc^e man für 6 eine rationale Ba^l - < Vf^ 

e 



i2i 

@itib dt unb btV Ci«fftdetitnt ber aufiulöfeitbeit ®{ei(^inis g^mje 3«^- 
Uuf uni to&nfdft man ik$ mit ganzen Sa|^Ien ju rec^oeti/ fa.fi^$e ma» 

X SS . . iQteburcb etbitt mein eine trandformtrte ®Irtd(|una mit ber 

Uflkefantiten s/ bereit SBurjeln bie pfac^en ber äBurjeln ber geg^enen 
@(ei4iung fmb/ fo ba| für bie neue ®Iei(^ung pa unb f>d an bte^teUe 
i^on a nnb ^ treten / unb bie 2)ifferenj ber flatt 2 nact^ anb nac^ tu 
ftti^jlitiiirenben Sagten a^ n^irb. 

2)ie'(9Iet(^ung jF(y)=o/ bereu SBurjeln bie Cluabrate ber Z)iff 
^ferenjen je {toeter SBuriebt ber '®Ietc^ung/(x)B=:o ftn^, gibt uberbief 
^uftdt^Iid^ ber Sdtid^f^v^it ber SBurjeln ber ISIeid^ung /(x) = o 
wandle 2(uff(^lu$Fe* kommen unter ben SBurjeltt biefer (enteren ®Uu 
dfung mi'it mi^ber^olte «er / fo ge^orit ifrer tründforntirten ®Iei4)ung 
F(j)aBio bie SBursel o fo oft^ ald fidt bi^fe mieberl^olten SSurseln )u 
tmeieii co.mjbintren l«{f^n<.unb begl^olb nui^ f^ bad ^ohfuom. F(j} 
eben fo oft burc^j— osa^y tl^eilen laf[en. Srf4)einen ferner in ber 
®Iei(||ung F(7)s=:o 3ei4)enfolgen/ fo finb nic^t alle Sert^e oon y po^ 
fiti»/ folglich aud^ nic^t alle Sßurjeln ber ©leic^ung /(x) =? o reell/ 
benn bie Cluabrate bet t)tfferenien reeller ©roßen finb not^)oenbtg po« 
fttio. 2)ie tran^ormirte ©leid^iing F(j)=:o btentalfo aud^ hü^Uf hU 
Tlnwefen^eit gleicher unb imaginärer Sßurjeln in ber gegebenen ©lei- 
^i /(x)=o jii entbecfen. * * 

3nbtffen f6nnen mt nidjt unterlaufen {u bemerfen f ia^ bie $8e« 
rtc^nung ber Soefieie^ten ber ®tei4)ung F{j)sso an^ jenen ber ge« 
9ebiii0) ®teic^ttiig# felbft n>enn man ftd^ ber für biefen befonberen SaS 
in Ut fieben unb ilt^anj^ig^en 93orlefung Y. enlicorfenen Si>i^nteln be'. 
bietit/ du^erfl bef(bioerli(^ 40irb ^ fobalb ber ®rab ^er gegebenen ®lei« 
(|ung nicbt fe^r niebrig ifit. Senn gebort bie gegebene ®lei4)ung {uc 
at<B Orbnung/ fo loirb^er Orbnung^/ponent ber ju fud^enbeit 

ES ^ "* T '„ , «nb e^e man tk "? V'^A i goefficienten berfelben. er* 

Hltf mu$ man in(m*— 1) ber am angeführten Orte mit S, unb m9 

bi^en "^ «^"^'^ bet mit ^ bezeichneten ^ülfdgroßen berechnen. Sd 

tt^re bo^et inunerbin ermün[c^li<^/ ein^Bo^l angeben {u fonneu/ loeld^e 
deiner ifl ald iebe ber Z)ifferenieu je ^meier SBurjeln einer oorgelegtea 
®(ei4^uitg/ o^iie jebot^ bemuffiget ju fepn/ iit @leic^ung ju entwirf elu/ 
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ml^et MefeSMffmnietty ober vielmehr i$re Otiabrate^ aKfiBurjeln 
{tim ®runbe liegen. 

SRait fann ftc^ ju tiefetn Bwedt mit bem legten ©Itebe ber cf 
tt^d^nten tranöformirten ®Ietcf)ung auf folgenbe 2(rt bereife». 2)er nu^ 
ttierifd^e SBerr^ btefeö ©Itebe^ t'fl^ wenn xoiv bie SButifln ber gegebe« 
mn ®Ietd)img/(x)sÄO mttxj, Xi/ x«, . . . x« beiei^Hieit: 

(Xj — X^» (X,— X3)»^(Xj — X3)» (X„,-»^X„)». 

2)tefed^ g>robuct jleKt eine fpmntetrtfc^e günction berSBBttrjefn 
Xi / ^2 / 3C3 • , « Xm bar / unb fann beß^alb an^ ben S^oefrcienten 
ber gegebenen ®Uid)nnQ unmittelbar nai) Uv in ber fünf unb imanitg' 
flen Q}or(efung vorgetragent^n 9)?et^obe berechnet toerben« (Rennen wir 
bad 9?efultat biefer (Berechnung Q. ^m ^c^Iuffe ber t)or^erge^enben 
^orlefung ifi gejeigt nwrben^ ivte ftcb eine Srenje k ftnbeo laft, mlift 
txidjt nur allein ben numertf4)en{SBert|^ jeber reeDen SBurjel einer gege' 

benen ®tei(bung/ fonbern menn p+^V^ ^<ne imaginäre SBnrjel 

berfelben r>or jlellt / aud) bie ©röße \/p*+q* übertrifft. Die Sajl aü 
tvirb bemnacb offenbar großer fe^n^ oia ber numerifcbe Sert^ berStf« 
fereni jeber jmeier reellen ^urjeln ber gegebenen (Sleicbnng. ©eben 
ferner {loet Sßurjeln ber vorgelegten ©tei^ung eine imaginäre t)t{fe« 

tenj ^+/*V'— 1/ fo (inb immer jwei SOSurjeln oorbanben, beren Sijfe» 



reni x-^jiy — i ifi; unb bad Cluabrat ber 3abl ak übertrifft att# 
bad ^robuct :i=^+/i* je jweier folcber iufammenge^origer ©ifferenjea. 

aj?an fann ndmlicb ^+;*v/ — 1 aföbieSiffereui.oon p+qV^ 
unb r4-8\/ — 1 / unb % — (j^V—^ ä'^ bie ©tfferenj oon p— qVr^ 
unb r — 8\/ — I . betrauten. Unter biefer Tlnna^me i jl 

^*-|.^4 = (p — r)*4-(q— 8)*=pi + q*^r» + »» — fipr — «q»> 
folglich X^-f-/i»<p'^4-q» + r»+i* + 3Vp»-^q».\/r»-f 8« 

ober ^* +/** < (V'p* + q* + V*^^ + »*)*• 

2iaetn eö ifl fowo^l \/p*+q* ^ alö aucb \/r»+8=^ fteiner alö K 
bal^r ^* + ;i» < (ak)^ 

2>tefelbe gotgerung er jlrecft jt^ aucb auf ben gaD, wenn eine ber 
betben fSBurjeln/ beren 2>ifferenj genommen imrb/ reell ijl, ober wenn 
ftcb entweber bie reellen ober bie imaginären »e(lanbt|^eile ber oon ein* 
ünber ju fubtraj^irenben Surjeln aufgeben. 

3Cud bem ©efagten folgt, baß «?enn D t>ie ©ifferenj ^wem belie-- 
biger reeller SBurjeln ber gegebenen ©leic^ung bejeiclinet , 
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ober D > - — ^ ' 



m (m — i) 

I 

fe^n muß; eö alfo/ fobalb nad^ etner Sal^I ^ fleftagf wirb/ »rt^ie Hei- 
ner fe^n foA dld D / ooUf ommen ^inrei^t . 

o • 

• « er ober < — ^ 






(all) • 

öttjmiejmett, 

;&te 99eKed[|iH(<n9 be$ SBertj^efi t)on Q burfle immer nocb fej^r be« 
fc^werlit^ fepuv ^a man ea Aber in ben mei^len gdUen mit ®Ieid[>un« 
gen ^u t^un |^at/ beren (Soefficienten ganje S^^len ftnb/ ober boc^ 
burc^ £randformattou ftd^ auf fold^e bringen la{fen , unb Q feiner 3uf 
fammenfe^ung naci^ mittelfi ber befannten Formeln bann not^wenbig 
ebenfaOd eine ganje 3a^I iß/ bie/ fobalb bie gegebene (Sleic^ung feine 
wieber^otten SBurjeln txA\)&\t , niemals verfc^minbet/ fo fann mm un« 
ter Wefen 95orau<feJungen 

b s=3 ober < — 



m (na— I) 

' — I 



nehmen / unb bie SSered^nung Don Q g^njüc^ bei ^ite fe^eiu Sreilic^ 
fallt Riebet / wenn Q mn große 3a^I ifl/ ber SBert^ oon b oiel ju Hein 
au6/ unb beßl^alb n;iirb biefe SSeßimmung loon b oft fej^r unooQfommett 
fepn» 

2)ie S3equemlid)fett ber S^e^nu^g forbert nod)/ ia^ man im 
@tanbe fep an^ einem bereite erhaltenen 9[2d^erung$mert|»e für eine 
mUe SBurjel einer gegebenen ©leit^ung/ einen genaueren Snd|)erurigd« 
totxi^ ju fnbeu/ ol^ne gerabe wegen jeber einzelnen X)ecima(ileUe 'tk in 
ber imx unb breißtgflen 93orIefung angebeuteten @ub|!ttutionen me^re* 
ter ©lieber einer aritpmetifd^en Steige flatt ber unbef annten ©roge oor» 
nehmen ju muffen. 

Solgenbea oon SRewton angegebene 93erfa^ren ifl ^ieju in oie« 
len SaUen bieuHcf}. • . 

«6 fep 

(i) /(x) = x»+,AiX*»-' + A-jX'»-» + .... + A„-.x + Am = o ^ 

^i( gegebene ®Iei((^ung; bie 3^1^! a brücfe ein^fGBuriel x^ berfelben 
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mittinet gemtjfen Genonigfeit an»/ fp baf ber U:tferf(|fteb 7 i^vifcleti 
a unb btefer SSBurjel toentger beträgt aB <oy wobei o eine gegebene 
©roße anjetgt. ®e^t man nun xs=a-^y, f$ er]^A(t man {ur SJeflim- 
ntung oon 7 folgenbe ©(eic^ung : 

«=/(«) +/.(«) . 7 +7-7 fx (•) • y* + ~Äf» (•) • y'+«- +7-= j 

ivenn man nämli^^ in ben S(>)^eln ber fteben unb imanjigfien 93orIe< 
fung I. bie a5u4)jiab^n Vo/ V»/ V»/ V3/ :c. mit ben in ber i^or^er* 
ge^enben SSorlefung gebrauchten 3^i(^en i^ertauf^t. 2)ie m SSSurjeln 
btefer neuen ®leicl[iung finb bie m Unterfd[^iebe / ivelc^e ftd^ ergei^eu/ 
wenn man bie3a|^I a ocrn jeber ber mSSurjeln ber urfpninglic^en ®(ei^ 
c^ung /(x)e=:o fubtral^irt* Jtommt nun a ber SBur^el x^ nd^er aU 
jeber anberen/ unb ifl w< 1 , folglicb um fo me^r y < 1 / fo bilben We 
^^tenjen 7/ 7*/ y^/ • . 7"^ eine abne^menbe SBeiJe/ unb man fann 
nd^erung^weife 

Sd fep nun »ieber a^ = a — ^ipL 

unb Xj SÄ a, + j,, 
f0 er^4(^ ni<tn für bie Sorrection 71 auf biefelbe SBeife ben genäherten 
2tu$brudP 7j = — 4^f «tt^ wan fann 

ald einen neuen 9t4^ungdwert^ für x, betrachten / w^ welchem ft(^ • 
2(ei4)faUd ein folgenber 

a = a — ^^'^^ 

t 11«. i— « a« — • - ■ ■ - ■ 

/i(a2) 

ableiten laßt, u- f. w., fo baß attgemein a,*, « a, ~ Z!!!fll i% 

Ober aucb/ man fe^e na^erungömeife für irgenb einen fc^n ge« 
funbenen 97d^erungawert^ ar 

/(ar ) + A (ar) 7r + f/. (a,) . 7; « o 

/(ar> 



unb Jr == — 



/i(at) +1/2 (ar) . Jr* 
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Stimmt man nun für Me Sorrectton y, im SRenner^tefea SBruc^ea 
i5«„ „dc^poor^ergeMbe« SBe«^ ,,_.==_^^, fo ^at man 

. _. /(M 

25amU iebed folgenbe ®Iteb ber «et^e a, a,, a, / 83/ . . . a,, :c. 

beut wahren SBert^e ber SBurjel x« ndber f omme^ a(d baö n4d^{l9or6er« 

* 

fle^enbe, muffen bie Sorrectionen y/ 71/ ji/ ys/ . . . y»/ w. eine 
abne^enbe Steige barfleOen. Sa ifl ba^er vor 2(aem {u unterfuc^en# 
ob bteß jeberjeit ber SaB fepn werbe ^ b. ^. ob für jebea ®Iieb aud ber 
SKd^e ber^/ o^ne Stücfftc^t auf bte Seic^U/ 

3Cj — (a+y) < ij.— a 

erfolgen muffe. 

2)a Xj — a/*Xi — a/ Xj — a^ . .* . . x« — a bie m SBur{efn 
ber ©leic^ung (2) , ndmlic^ /(a-|-y)s=o jinb, utf^ "^^^ Ie|te ®Iieb 
jeber ©leic^ung "^^^ ^robuct aller mit entgegengefe^ten Seichen genonp 
tnenen SBurjeln ; ber Soefficient bed oorlegten ©liebed aber bie Summe 
ber^robucte iji/ welche man er^d(t^ )t>enn man/ fo oft ea angebt/ 
alle SBurjeln mit entgegengefe^ten Beic^en ^ eine aufgenommen/ mX 
linanber multiplicirt : fo ^aben loir 

/(a) = (a — Xj) (a — Xa)(a — X3) ♦ . . . (a — x^) unb 

/, (a) = (a — ^Xa) (a — X3) . . . (a — x« ) + (a— x^) (a — X3) . • . (a — x,n ) 

+ (a — xi) (a— Xj) (a— X4) . , • (a— x«) -j- 

+ (a— X,) (a — Xj) . . . (a — Xm_.), 

Mali* 

il — c= U — .— J- . . . 4. . unb 

y(a; a — Xj • a — x^ » a — Xj • ' a — x« 



x^ — a ' Xa — a ' Xj — a ■ ' Xm — a 

Caffen wir ber Äurje wegen ~- — ( — ^ + • • • H — -=R 

feon / fo wirb y «=s ^' - ■ / alf ^ 

1 

1 R(Xi — a) 



Xj — a 



■•■^Hata 



' «1 — (*+y) <= X, — a 



2J6 

I 



(^iait jtt untcrfucl^eti / ob x^— (a+y) bei» tiumenfd&en SBert^e 
na^ fletner ala Xj — a ijl, ippHen wir auf bie mit t>er vorigen ibenti* 
fd^e aSejie^ung 



> 



feigen. SSBir ^abeti bera fo eben gefunbenen auöbrucfe gemap 



, 2)iefe ©letc^ung' j^igt, baf, fo oft R unb x^ — a einerlei 3etc^en 
Jaben , ber numerifc^e SSJertl^ obn ^ _ A ' . y »i'^^f*^ fl^'ßß^«^ ^ft ^^^ 
jener oon ~ — •; benn (x, — a)* tji/ t>a wir Xj reett anne^m^n/ not^* 

Xj— -a 

wenbtg pofttio / folglid) bai Setdjen bea »ruc^eö _\)2r ^^*^^ ^^" 
bem 3ei<^en ber ®roße R a^dngtg* 

^ahen hingegen bie ®roßen x^ — a unb R oerfdS^tebene ^iiijivit 

fb' fann ber numerifc^e SSBert^ oon ^ , nur bann gropet «Ha* 

^1 (a + y) 

föDEen aW jener oon — ^ — , wenn — ^ — numerifc^ Uita^Ui ffeinet 

Xj ••"" ä x^ ~— a 

tjl aB bie Jpdifte oon . _a)aR ' ^^^*^ ^^^* baffelbe tjl / wenn 

a (xj — a)R-|-i einen ))ojtttoen 2Bertl^ beft^t. ' ^ 

2)a bie ©roße R bloß oan ben übrigen SBurjeln x^, X3/ i . . x«, 
ber gegebenen ©leic^iui^ abl^dngt/ fo fann e$ tmmerl^in gefc^e^ett/ 
tap R unb xj — a oerfd)iebene Seid^en erhalten, unb Oie ©umnie 
«(xi — a)R4-i' negatio wirb; bann.alfo wirb man burcf) bte 91 ew- 
to n'fc^e SWet^obe/ flatt bem wahren SSBert^e ber ju ber^c^nenbenSBur* 
jel nä^er ju fommen/ ftc^ baoon necf) mel^r entfernen. 

Obfd)on e§ fcf)wiertg fer)n bürfte/ bie S3efd)affen^ett oonR nac^ 
atigemeinen Siegeln ju beurtl^eiten , fo fann man jtd^ boc^ oft übet bte 
2(nwenbbarfeit be6 9J e w 1 n'fc^en 93erfd^rend ftc^er jleßen/ unb ben 
@rab ber 2(nnd^erung^ weld^en bte einjelnen @d^rftte bejfelben geioa^^ 
Iren f angeben. Sie SrorteiJung biefeö Segen jianbeö behalten wir und 
für bie ndc^jie 93oiIefung oojr. 
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Üb^r bie Tfn^enbbairfcit ber !)?ett>ton'fd;en ÜJle* 
jeln numerifd;er ©Uid^ungen« 



g, 



d fe9 tt>t> in bei: oot^ergej^enbeh ^orlefung. 
(i) /(x) =Ä x» 4. Aj X«-» + A,x»-» + . • • * 4 + Ai. ex o 

tte onfioldfenbe @Ietd[)ung/ x« eine SBurjel betfelben^ a ein SHd^e« 
tttn^mert^ fü( biefe S&uriel/ 7 ber babet i^egangtne Sej^er/ ülfo 
x,s=a-|-y; fo muß aud) 

« /(*+y)-/(a)+/i (a) *y+-;^/t(a).y*+ti?^^ 

• ,••-}* y" aca O 

fcjn/ ttjotei befanhter SWö^en 

/(a)c=a" + A4a«->+Aaa»r» + -f^« 

/j(a) ===ma«-» + (m— 1) A, a«-«-j-(m--2) Aj a«-^4-. ♦ , 4+Äm-.< 
/j(a) = m (m-*-i) a"— • + (m-s-i) (m — 2) A^ a"*— ^i 

4- (m— 3) (iri— 3) Aj a«-4 + . 4 . , -{. A„^ 
/, (a) = m (m — i)(m — 2) a»»-' -f- (m— 1) (m— fl) (m— 3) Aia*-4 
4- (m— 2) (m— 3) (m— 4) A^ ä*»-^ ;^ ^ ^ . ^ ^ j^^^^_^ 

^efe^t wirb* 

@otI für jenen ber m JSBert|^e t)on 7^ ml^tt bet SCurjel X| (ttt 
fie^ort/ tid^erung^weife 

(3) /(a)+/i(a).y=«^« 

« 

ftpu/ fo l^aben wir/ wenn wit f/itt v flAtt 7 {J^ttibttt, b« Diefe I((« 
U» ®\tid)uni nt(f)t burd) ben nxi^ren SBert^ V9n 7 reatifttt wirb : 

/ (a) =»-./. (a) . « ob« i,Ä~^. 

^ut){iituirett wir — /< (a) . v ftatt /(a) in ber ©(eic^itnj (i)f 

fjfÖlflt 

ober / xotnn xoit ber Aurje wegen . 

fe^n I<i{p;ni 

i5 • 



2J8 ^ 

SSetrac^tet man bemnac^ a + v =i a — —- old einen, neuen 

9ia^una«»ett^ ffir x, , fo tjl bcr nnmerifc^e Sert^ t)e« iegangenea 
ge^lerd =qy*/ ba^er mußr wenn a+i; i>en ®ert^ Ux SBurjct x, 
genauer barjlellen foU afö a , o^ne 9lücf pc^t auf bie Seichen 

qy* < y ober qy < i 
fepn. 

I>a 7/ • folglich- öttc^ q'un^efctnnt tfl,' fo fann man über bal 
©tattffnben biefer »ebttt^ung mi^t entfc^eiben, wenn man ntcl)t wenig» 
tend izm^t ©tengen anjugeb^n oermag / weldE^e y unb q nid^t über* 
fc^reieen. 

UnterfucJ)en wir ba^er, wann y jtd)er jwif4)en 4"^ >*»^ ~^ 
liegen wirb, wobei" co eine gegebene ©roße bebeutet. 

©Ott y ftc^ iwtfd)en +to unb — w beftnben, fo muß x, = a-}-y 
jwifi^en a+w unb a — io fallen. 2)iefer Umjlanb tritt aber gewip 
ein, wenn 

/(a+oi) =/(a) +/, (a) . o + ^/, (a) .co* + -^f, (a) . co' + . . . . 

. . . . ♦ 4" ^™ 

unb 

/(a— u) =/(a) — /, (a) . CO 4- -L/, (a) . coi — ^/3 (a) . CO' + 

..... + (— l)"™CO'« 

entgegengefe^te Seichen erhalten, obgleich man nicl)t fagen fa-tn, ^a^ 
au6fc^lie§enb nur unter biefer 23ebingung a-f-y jwifc^en a-f'W unb 
a — CO, ober y jwifc^en +co unb — co liegen werbe. 

2(ber y ijl feiner 97atnr nacl) me^rbeutig/ ba e6 im OTgemeinen 
jeben ber Unterfc^iebe jwifd)en a unb ben SBurjeln ber ©leic^ung 
/(x) = o bejeid^net. ©oll ba^er jebe Unbeflihtmt^eit befeitiget werben^ 
fo barf bloß eine SBurjel ber genannten ©leic^ung, namlidS^ x^ allein; 
iwtfct)en a + co unb a — co fallen. 

golgenbe SBetrac{)tnngen werben ju einem Äennjetcl}en führen, 
beffen ®tattpnben für \>Ci^ 93or^anbenfepn bed le^terw^^nten Umjlan« 
bea entf4)eibet. 

Sa.fepe'n, nad)bem man bie reellen iinter beri m SBurjeln x,, 
Xi, «3/ • . . x„ ber gegebenen ®leic^ung/(x)=ao nadE) i^rer ©roße 
georbnet |^at, oon ben größten negativen angefangen bia ju ben groß« 
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ten pqfitmn r x« itnb x^ ^mi ünmtüel&ar auf emanbet foJgenbe ber« 
felben. 2)0:/ x^te tvtr in ber.bret nub bret^tgflen 93or(efung gefehlt 

l^aBen, /^ (x^) ben SBerf^ bca Quotienten -^^ für x=:xj auebrücft/ 
fo t(l offenbar 

/t (Xi) «5 (X, — X^) (X, — Xg) (X, — X4) . . . . (Xj -r- X« ) , 

mtb Cinö bemfelben ©ruiibe 

/l(x2) = (Xi-^Xj) (Xj— X3) (Xa — X4) . . . • (x^ — X«). 

S)er SJorauafe^ung gemäß jlimraen bie S^icl^^n ber reellen unter 
ben Sactoren 

Xj— — X3/ Xj ■ X^ / « • • • Xi*— X|n 

be$ erfien $robucte$/ Don meieren allein baa S^'i^^n btefe^ ^robucte^ 

abfängt; bejie^ungdwetfe mit jenen ber %attoxt\\ 

' . ... 

X2 ""^ X3 / X2 -*^ X^ / « • • * Xj —7- X|p 

bed {Wetten ^robucted überein ; "^a^ 3etd)en oon x^ — x^ hingegen i{l 
jenem oon x^ — x, entgegengefe^t : e$ ^aben ba^er/j (x,) unb /»(x») 
Perfc^iebene 3eicf)en> unb beß^alb liegt not^wenöiger Sßeife eine 2Bur* 
jel ber ®(eid)ung/i (x) = o jwifc^en Xj unb Xj. 

©od nun nebjl Xj Oiwi^ nod)eX2 jwifct^en bic ©r^njen a-f-tj unb 
a— CO fallen/ fo befinbet ftc^ "txt ber ®(etc^ung/j (x)3=o ge^6renbe> 
jmfc^eit X, unbXi enthaltene/ SSurjef aud) 5\m(d)en a-f-w unb a — w; 
ba^er muß biefer ®leid)ung wenigjienö burc^ einen SBert^ t)on ber gorm 
a+5, xoo^tx g jwifc^en +" ""^ — :'" f^^^^/ ®^««ä^ geleijlet werben 
fonneu/ b. ^. e$ muß 

. /i (« + S) = o 
fepn. 2)a jebe ber ©roßen f, (a) , /, (a) , f^ (a) > :c, auö ber il^r vor* 

l^erge^enben nac^ bemfelben ©efe^e entfpringt , fo ijl offenbar 

« 

/, (a+l) = /. (a) +A (a) . ? + -jl^/s (a) • $^ + 7^/4 («) • S' + • '• • • 

. . . . + ml""—*. 

JRtmmt man <o fo an/ baß biefer 2(uöbrucf nid)t auf SWuH rebu» 
cirt »erben fanu/ fo wirb/ wenn/(a + co) unb /(a — co) entgegen* 
9«fe0te 3eirf)en erhalten/ nur eine SBurjel ber ©leic^ung /(x)=o/ 
tVmXiii Xi/ jwif4)en a + w unb a* — to liegen. 

©iefer gorberung wirb offenbar entfprocfeen / wenn co fo befc^af* 
fen ijl, baß.ber numertfc^e SBert^ bee erjlen ©liebeö bed ^olpnamd . 



i * 
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ii$ BnmtM ber nutttertfc^en Sßertl^e aller folgenbett ©lieber ttl^eriietgt ; 
benn unter biefer ^(nna^me tfl^ wegen + g<co/ um fi> me^r ber tiii« 
mertfc^e Sert^ ^on/i (d)'dt:5@er al9 bte @umme ber numerifc^enSer« 

t^e ber ®r6peH/,(a).g, 4-/3(a).?^ .p4_/,(a)^gs tc, unb 

l'onttt fann bte afgebratfc^e ®umme ber ^liebet be^ obtgm iSudbrucfea 
für/, (a+S) ni(^t »erfdjwinben* 

SEBenn afcer /(a+w) un.^ /(a — w) wirfltcf^ erttgegengefe^te 
Seichen ^(jben# alfo y jwtfc^en 4-" «nb — co fdüt/ unb jualejc^ tec 
ttumertfc^e SBert^ )?on /, (a) großer i{1; al$ bie @umme ber numertfc^en 

fBert^e ber Orößeii /, (a) r w / 7V/3 (a) . co» ^ — i— /4 (a) . w», :c. 
m w"^" 5 fo t jl wegen 



um fp mej^r /, (a) großer aU bte ®umme tnnerl^alb ben klammern/ 
fpläjltc^ qy< 1- 

3n btefent S^^Ue ifi a(fo bie Stewton'fc^e 2(nn<i^erungdmet§ebe 
onwenbbar. 

Wlan Wirb ba^er bei ber 93e^anblung einer numerifd)en ®(eicl|ung 
na^ 9lewton*d 2(nnä^erung$met^obe/ naci)bem man a feflgefe^t l^atf 
ttoc^ unterfiic^en mdffen / ob ft^ ein SBertl^ für co ou6f7nbtg machen 
Upf ber ben fo eben au6gefproc^enen Sebingungen ©enüge (eifiek 

9Itmmt man co=:2t;/ fo ift bie 93erfct)teben|^eit ber 3eict)en oott 
/(a -J- co) s=3/(a -[- 21;) unb /(a — co) ==/(a — av) eine notl^n?enbige 
Solge bed 0tattftnbend ber Sebingttng^ baß ber numerifc(;e SBert^ M 
erflen ©liebed in 

« , • \ -f- m (at;)«—» 

bte @umme ber num^rifc^en SBertj^e ber übrigen ©lieber übertrip* 
Denn wegen /(a) = — / (a) • v, ergibt ftd[) 

/(a+at;) e=5/, (a) • n + -L/, (a) , (a^)» 4" TT^/a (») ^ (2^)' + - • ? 

. . , . + (av)" 
nnb 

/(.-at,) « - 3/, (a) ..« 4. ±f, (a) . (su)» - -l-/, (a) . (2u)»+ -. . 

1 »Z 1 .2.3 , 

... .4. (— 1)™(2«)"; 
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unter ber Qtmad)ten 93orauareguitg finb aUt ik et\len (Slubet itv ^xoti 
^oli^nottie rechter ^anb ber ©leid^l^eitagetc^eii , \m man nad) Zb^on»' 
berung bed gactord v Uid)t fie^t, bef wettern großer, alö aüe übrigen 
@(teber jufammengenomnten / unb beß^atb iverbeit bie S^tc^en ^on 
/(a + 2ü) unb /(a — 2i;) bur^ jene \>on f^(a) urib -^/j (a) be* 
jlimmt, irorauö ber Oegenfa^ btefer S^ic^en erneuet. 

@obaIb alfo ber numertfd^e SBert^ oon /, (a) großer gefunben 
wirb/ ala bie @umme ber nimierifc^en Sert^e »on /» (a) . av, 

7^/3(3) . (21;)^ 77I73/4W • (2t^)^ .' . . - m(2t;>«-, fo uiu 

terltegt bie 2(nwenbbarfeit ber 9?ew ton*fci)en SWetBobe feinem Sweifel. 

2)a tn biefcm gaße baö 3eicl)en t?on /(a-J-au) mit jenem ^on 
/j(a)T;== — /(a) ubereinjltmmt, fo ^aben /(a -j- 21;) unb/(a) entge» 
gengefe|te 3eic()en/ worauf folgt/ baß bie SBurjel x^ / aufwelcf^e ftd^ 
ber 9?ä^erung$wertl^ a bejie^t/ nic^t nur allein jwtfci)en a-fsuunb 
a — üv, fonbein fogar iwifdjcn a unb a+au enthalten ijl. 

SBenn man fic^ auc^ mittelfr bea oben angegebenen £ennjeicf)ena 
Derfid)ert ^at/ baß ber nac^ bem 97en>ton'fc^eu ^erfabren erl^altene 
neue did^erungdw^rt^ fiir eine SSBurjel einer vorgelegten @(etd^un$ ge- 
nauer if}/ ala ber i^or^erge^enbe ; fo entfielt boc^ nod) immer bie^mge/ 
ob ein britter 97d^erung6\oert^, welcher ai\^ bem fo eben gefunbenen 
nac^ bemfelben 93erfa^ren abgeleitet wirb/ wieber me^r ©enautgfeit 
beji^t / aB jener. Sa wdre ba^er ba^ erwähnte ^enn{eict)en immer 
wieber \?on 97euem ju berücfftd)tigen/ \y>a^ ol^ne Sweifel fel^r Idjlig fal* 
len burfte. Um biefe ^Irbeit, wo moglid), ju erfparen./ wollen wir, 
»orauagefe^tr ta^ eine SBurjel x^ ber ©teidjung /(x)=o jwifd^en a 
unb a-f-w falle/ unb aua einer innerhalb berfelben ©renjen beftnbli* 
d^en 3^1^! ^ n<>ci) ber inewton'fc()en a)?et^obe ein 9?dl^erungawert^ 

b — *p_fur Xj bered^net werbe/ unterfuc^eu/ ob man nid;t we* 

nigfienä in einigen gdllen mit ®ici^erl^eit fci)ließen barf/ ia^ biefer 
ber Sßurjel x^ ndl^er fomtnt/ ala jener« 

®ptl ol^ne Stiücf ftc^t auf Ue B^id)tn ber Sotalwert^e 
fr^ti/ fo mu^ auc^/ nummf(^ Utta^ut, , 

/.(b)>/. (b) + Ä, 

*1 
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»Utf wtQtn /(x,)so/ 

/. (b) > /. (b) - /<'»> -{<''> au«faaen. 

»^ieju wirb erforbert f baß /, (b) unb * 'f einerlei 3«t« 

X| — D 

d)en befi^en / unb ha^ ber nnmerifc^e SOBert^ oon /i (b) mel^r betragt 

Ol« bie ^dlfte bee SBect^ed »on - ^^'^^ Z'^^^^ • ®^<^" '^"" *^^^^ *'''^- 
' btngungen furj baburc^ audbrücfen/ bap man fagt/ bie Seichen oon 
./<!£)ZLg^ „„b ./. (b) _ /Öll-^ 

ntulJen ubereinflimnien. 

©e^en wir nun Xisrsa-j-y; bsssa+ßr »obei y unb ß einer« 
let B^id^^n ^ahctif unb {bifc^en o unb co liegen/ fo ^ab<n mir 

. f(x,) «/(a) +/,(a) • y + ^/,(a) . y- + --^/aCa) • y^ + . ^ . +7"/ 
/(b) =/(a) +/.(a) . ß + ;^/,(») . ß» + 4ä/.(«) . ß'+ • • . . +ß-/ 

/.(b)=:/-.(«)+/,(a)./3 + J-/,(a).ß» + -lj/;(a).ß» + . . . . 

. . . . -f- mß'"-'/ 
«tfo/ ba X, — b=7— ß, unb wenn r eine ganje pojItioe3«^I »orflellt/ 

—^ = y'-' + y^-* ß +y'-' ß» + y-^ ß» + . . . • +yß*— +ß'-' 

•£^^|9f^=/.(a) + jL/,(a)[y+ß] +_l^/3(.)[>»+;ß+ß»34-,C. 

mib a/.(b)--^^^')-^^^> = 

^ x^ — b 

«/.(a) _ -Ly;(a)[y+ß_-4ß] — -i^n(a) [y«+yß+ß»-6ß»] - tC 

1*4 1*2>0 

2)er gactor, welcher bie ©rSße \ ß (a) in ber (&nU 

»tcfefang »on /<''>-/^'') begleitet , ifi 

«nb fein numerifcfeer SBert^ betragt weniger alö r y-» , ober weniger aW 
rß'-«, je nac^bent y ober ß ben größeren SBert^ befi^t; eben fo ifl ber 
tiumertfd^e SBert^ bed 9)?ulttplicator6 bej:felben ®rdße in ber Sntwicfe-- 

lung »on «/, (b) — -iiii^Lii, namlit^ ber ©ert^ ber Summe 
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geringer^ ald hU größere ber3a^Ien ry-* unb arj3»->; co ober über* 
trifft fowo^t 7 aU auc^ /S/ ta^er ijl ber nutnerif^ie Sertj^ beö Soeffi» 

cienteii üon /, (a) in jeber ber beiben Sntwicfelttngen Hei* 

nee aU ar«»-«. 

«ieraue folgt, tag -^^''^ ~{^^^ un» a/.fb) -.illiil:^ 

je»t| baiTelbe Seichen erhalten/ it^enn ber numerird^e SBert^ t)Off/i(a) 
großer ift/ aü bie boppelte Summe ber numerifd||en "SBert^e oon 

unter melc^er 93ebingung alfo andf h — *^ii btm Sßert^e ber SBur* 

jel Xi nd^er liegen ivirb / aU t>. 

S^at man bemnacl^ öud einem Sld^erungamert^e a für bie SBurjel 
Xi ber ©feic^ung /(x)=:o einen anberen a*f-i;=a4 abgeleitet/ »o* 

bei V = — -i— <P/ "wb finbet man 

/;(a)>2[/,(a).2t;+jL/3(a).(2t,)* + -I^/,(0 

+ m (2tj)«-' J ^ 

in fo fern aQe ^ter erfd^einenben ©roßen ))c{itio genommen tDerben; fo 
fommt nid^t nur allein a^ ber SGSurjel x^ nd^er ald a^ fonbern auc^ 

beraub a, neuerbingd entfpringenbeJWd^erungawert^ a^ — ^-i-=aj 

brücft biefe SBurjel genauer aud/ aU ber t?orl^erge^enbe« %iUt a^ 
iipifc^en a unb a-f-^v/ fo bietet biefer Shd^erungöwert^ wieber einen 

genaueren a^, — -—— = a, bar, u. f. », 

2)er ®rab ber ©enauigfeit eined iutd) baa 97ewton'fd)e 93er- 
fa^ren/gen)on neuen 97d^erung$ivert^ea laßt ftd^ oft burc^ bie Semer* 
Fung beurt^eileu; baß menn y ben auf ben oorl^erge^enben 9?d^erungd* 
mxt^ ftd^ bejie^enben Sej^Ier angibt / ber %e^Ut für bie folgenbe fRä^ 
l^erung burd^ qy^ au^gebrucft wirb/ wobei q bie am 2(nfang^biefer 

SJorlefung fejlgefe^te »ebeutung |^at* ginbet man ndmlic^ y < — 

U«b q < ~, fo t|l qy^ < -^ . 



234 



Üh^ ßagrange'e 9Jiet^obe jur nd^erungöweifen 
SSeflimmung ber reellen 2ßurjeln numerifi^er 

®(eid;ungent 



^■C/tefer 



SÄet^obe jufofge »erben bte reellen SBurjeln Jber aufju- 
lofenben numertfc^en ®{eid)un9 burc^ Äettenbrii^e öuögebrurft/ bece« 
Söller fdmmtljdj s= i , unb beren JHenner ganje Sohlen fmb. 

So fep /(x) = o hie gegebene ©Ieirf)ung; unb Xi bie jubercc^* 
nenbe SSBurjel. 0e^t nidn jiatt x in bera^ot9nome/(x) noc^ unb nac^ 
bie ©lieber einer jwecfmdßig gewallten arit^metifcl)en ^rogrefftc»«/ »«b 
beachtet man bie Seichen ber erl^altenen JRefuItate, {o ifl man jeberjeit 
im 0tanbe bie iwei unmittelbar auf einanber folgenben ganjen 3ö^l^« 
anjugebeu/ jwifc^en xoeldje ber ffiert^ von x, fallt. ÜKan ttebme eine 
berfelbeu/ j. 83. t>ie ndcl}{l f feinere ho^ im ®inne ber breije^nten ?Bör« 

lefung, unb fefe x, =3 h^ + — . SS3irb biefer 2(uabrucf in bie 0l«i- 

(IS)Uttg/(x)=:^o flatt X eingeführt/ fo erhalt man jur »ejlimmung M 
®ert^ed üon y^ eine tranaformirte ®leidf)ung Fj(yj)=o, i?on berfel- 
ben Drbnung wie bie gegebene/ beren SBurjcln bie recif)rcfen 2Bcrt^e 
ber jwifc^en ko unb fdmmtlirf^en SBurjeln ber ©(cic^ung /(x) = o be» 
^ie^enben Unterfc^iebe fmb. Siefe Sranaformation wirb nac^ bengor^ 
mein I. ber fieben unb iwanjigften SSorlefung leid)t ooUjogen/ wenn 

. man k^ jJatt bed bort beftnblic^en a fe^t, unb, weil - an bie ©teile uon 

y fommt, um bie ©teic^ung fogleicb georbnet ju erhalten, bie Soeffi« 
cienten in (2) ober in (3) in oerfe^rter Drbnung fc^reibt. 2)a für 

äße SBBert^e oon x, welche iwifc^en ko unb ko+i liegen, — ^pofttit) 

unb fleiirer ale bie gin^eit, folglich jj felbfl pojltio unb großer aB bie 
(Sin^eitfepn muß; fo wirb bie ®le{cf)ung F^ (yi)=:o nurfooiele reelle 
yojttioe bie gin^eit iJberjleigenbe SBurjeln sulaffen , al§ SBurjeln bec 
®Ieic^ung/(x) = o jwifc^en ko unb k„4-i ft^ oorffnben. Um ba^er 
über t>ie ^Öefd^affen^eit ber ©leic^ung Fi(yi) = o nidbt in- Ungewißheit 
ju fepn, ifi eö not^iig, mittelfl einer gehörig flein angenommenen Sif« 
fcrenj jwif^en ben ©liebern ber jlatt x in/(x) ju fubjiituirenben^rO' 
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I 

greffion ia9 3nf erhall 4)on bo (td ko+i d^nau jit imtet\uä)en. SBar^ 
^tep aber no4) titelt gefc^ej^en/ fo ffnnte bte 93etrad^tung ber ©leic^ung 
jFj(yj)=o felbp barüber 3(uff4Iup geben. üBan fu4)e*nun ju einem 
ber SSJert^e uon j^ bie nac()|l f leinere ganje 3a|^I ki / unb tran^fotnitre 

bie ©fetd^nng F^ (yj) ==o burd> bte ©ubjlitution yi=hi -j-— t^ b» 

Ja 

©letc^ung Fi(jrj)=o. 2)tefer Unteren geboren ebenfattd fo Diele re* 
eile ))oftttue bie Sin^eit tlberflefgenbe SBurjeln^ of$ ed SBert^e oon j« 
jtvifc^en kl unb h, + 1 gibt, »ejlimrat man auf biefelbe SBeife för 
7i/ 73^ 7nf tc. bie nd4)jl Heineren gonjen Söj^If n ha/ ^3^ k4/ iCf fo 

f%en bte ©ubjiitutionen y2^==fc2H — r 73=^3-^ — < 74='i4+-^/ ^C« 

y» 74 75 

ouf bie tran^ormtrten ®IeicI)ungen F^ (73) =50/ P4 (74) = o f 
JP, (y^) = 0/ :c. ©obalb einer biefer ©leic^ungeti/ j. SB. Pr (7f ) = o 
innerhalb bed ^nteroaUea oon hn bi6 K 4" > ""^ ^i"^ einzige SBur« 
jel entfprtc^t/ Idpt jebe ber folgenben trondformirten ©leic^ungen 
-fr+i (7r+i) = o, j;.+,(y,+,)=30/ IC. nur eine einzige reelle poptioe 
SBur^eljU/ tx>eld)e großer iji aU i. 

X>ixtd) biefea 93erfa^ren lernt man offenbar nad) unb na<^ bie 
©lieber bed Äettenbruc^eö fennen / toelc^er eine SOBurjel x^ ber ®Iet« 

dj|ung/(x)ÄO barjiellt; benu e6 ijl ben ®Ieicl[|ungen Xjcsko-j — / 

7i 

/a J3 J4 



X, =; ko + 



K + 



<- 1 



ko + 



i» + ^<^' 

2Da mir ^ier immer bie ndd)|} Heineren ganjen SJ^ertj^e ber S93ur« 
ieln ber trandformirten ®Ieic{)ungen genommen ^aben/ fo ftnb bie97en« 
ner kj^ k^^ h^, tc. fdmmtlic^ ))ofttro; ko aber ^at mit x^ bajfelbeSet' 
4en. 9)7an Fann aber auc^ bie ndd^fl größeren ganjen fSBert^e ber er' 
u^d^nten SBurjeln xoa^Un, in meld)em g-ade ftc^ unter ben Kennern 
^iiKi ^3f ic auc^ negatioe oorftnben. Saß '^ieiixtd) ber Vettert- 
brtt4)/ menn man ndmlic^ bie ber Sin^eit gleichen 9?enner ju oermei« 
ben fuc^t/ oft furjer au^faüt, erl^eUet auf ber breijej^nten ^orlefung. 

Z)a ik rebucirten SBertl^e eined ^ett^nbruc^ed oon obiger ^orm 
f\^ ber burc^ benfelben oorgeftellten @roße um fo melpr nd^erny ju je 
fpdteren ©(iebern fte gel^ören ; ba man ferner ben @rab il^rer }(ntid^e^ 
lung bei jcbem einjelueu ^d)titu genau anzugeben oermag ^ «unb fte 
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fid) befannrlic^ and) md) bnrc^ anbete t^ortl^etl^afte Stgenfc^aften m^ 
ffel^Ien : fo ließe btefe {Hal^erungöniet^obe jur 2(ufI6futt9 tiumerifc^ec 
®Uid)nnQen ntc^« gu wunfc^en übrig/ wenn e$ ntc|)t fel^r bef(^n>erli(^ 
n^iSre/ ,bie B^j^Ien k]/ k^/ ks/ :c. nod^ unb nad) aufjufiu^en/ babie 
SSefltmmung jeber einzelnen berfelben bie Sie^aublung einer eigenen 
trandformirten ®(eid[|ung erforbert. 

Der fc^arfpnntge Srftnbe? biefer SWet^obe ^at t^ren ©ebrauc^ 
burd^ Derfc^tebene ^emerfnngen ju erleichtern gefuc^t/ wooon tpir iie 
XDiditiQ^en ^iev anführen woDen. 

l&A IDT 

S# fepen -^~ unb -^•'iwet auf einonber folgenbeSId^erunjl* 

I>lr<— I iSr 

htüd)i für X, / fo t|l (iwölfte ^orlefung) in SSejug auf bie tran^for« 
Wirte ©leic^ung /^r + 1 (yr + = *> 

^*' ~ Nt y,f I + Är-i ' 

^ gattt Xi jwifc^en A unb /x, fo tjl yr+ 1 j«)ifrf)en 

]Vr_, X —- Mr-i , Nr— t U. — Mr-i 

unb ^ 



II 

I 

I 



\ Mr — Nr X r Mr — Nr |J. 

l enthalten. aSeflimmt man t>U Orcnjen 5i unb /* auf bie befanttte SBeife 

^ bergeflaU/ baß bloß Xj allein unb fonfl. feine anbere Surjel ber ©lei« 

4)nn9/(x) = o jwifc^en benfelben liegt; fo fann [\d} jwifc^en obigen 

©renjen für jr + i auc^ nur eiai SBert^ biefer ©roge; ndnilid) ber ju Xi 

gel^orenbe beftnben. ipieburc^ wirb man in ben ®tanl> gefegt/ bie bei- 

/ ben ndd)tlen ganjen 3a^len, innerhalb welcben jrti liegt; mit®icber- 

^ l^ett anjugeben/ ol^ne fel^r oieler S'ubflitutionen ^u benot^igeu/ o^er 

wenn etwa mehrere SBert^e oon jrfi {wifc^en jwei unrntttelbar ouf 

einanber.folgenben ganjen 3a^len erfc^einen^ eiue arit^metifc^e ^ro« 

greffion ju ^ülfe nel^men ju muffen/ beren Differenj Heiner t|i/ atö 

ber fletnße Unterfc^ieb je j\oeierS9ßurie(n ber tranaformirten ®letd)ung 

Der obige ?{uabrucf für 7,4 1 gibt 

Mr— i xMr Mr— I 



1 

w. 

f 



y»+» 



IWr— i XlVIr J^lr— 1 

_, Nr-, ^^ "" Nm _ Nr-, / "^ "^ ^r-, 

Nr * Mr ~ Nr I Mr 

r, - "* \ n; ■" "^ 
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Wr JNr— « 



Nr-, Nt 



fol3li<6 



yr+i = 



(-1) 



N. 



-:(k-.) "• ■ 



%ejctci)nen tt)tr bie übrigen SSßurjeln ber gegebenen ®(et4)Utig 
/(x)=o burc^ Xj, X3, X4, . * . . Xm/ unb bte benfelben correfpou^ 
birenben SSSurjeln ber tranafojrmtrten ©leic^urig Fr^i (yrt i)=o bur(^ 
Vf/ ^3/ V4/ • * • • Viäf fo ^aben tvtir aud bemfelben @runbe: 



V 



— (-1)'-' 



N' 



Nr 



■*^ 



Nr-, 

NT' 



Vlb 



u. f. w. 

^ (— 0'-'. Nr-, 



Nr 



foill 



3|l J-rt . (yr+ .) = Vo y,"V. + V, y— ; + V, y,"-;;:« + . . . + V- , 



yr + i + ^1 4" ^3 -f" •••• + ''••• = — 

• • V. 



V, 






^^\^ yr+ • = — \r ~ ^ — ^3 — . . . . s- 

unb n^enn niiin bie obigen 2(uabru(fe für i^s^ V3/ « . • t)» %\x ^ülfe 
nimmt , 



y»+ 



+ ('a— 



Nr-, 



+ 



(— O'^ r 



n: 



Mr 

n; 



Nr 



Mr 

n; 



"T" • « • • "T" 



Nr 



— Xm 



Scf^rettet man in ber %i(bung ber tran^formirten ©(eid^ungen 
unnnferbrodS^en fort/ «nb berecf)net man \>\z benfelben jugeJ^örtge» 

8B<rtl^e oon — ' /• fo f ann biefer a3rucf> bem Sert^e ber SBurjel x» , 

folgltdii jebe ber 2>ifferensen ^ — x^^ -r^" — x,, :c. ber correfpon- 

'fcirenben Xi— x^, Xj — Xj^, jc» fo na^e gebracl)t iverben/ ald man nujp 
immer »ttt, nnb beß^alb fjl bie ®umme 



'». 
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+ » ■ * Jim A a « A A mX» *mmmmi^mmm0^ 

TW- ^^•••••T^M 



Wr ■" *^ ' Nr ■" ""' N; "~ ""• 

)t)eld)e wir ber Aürje megen bur(^ S, (ejetc^nen wollen/ (et bem uneub« 
liefen SBac^fm oon r fdned unenMtc^en Bune^mend f4^ig/ fonbern an 
bte ©renje 



^— — '— -+• ' ' -4- ♦••♦-!- 

»1 -»^2 *1 *3 



S 



X^ — xw 

gebuitb^n *)* 2lber N, / ba^er au^ N; / fann babel jebe belfeWae 
nod) fo grope Sa^I dberfd^retten ; folglich nimmt/ bei bem unenblic^en 
SBacl;fen von r^ bad U^u @Iteb in bem ^(uabrucfe 

y, + . = - v; + (m- jH— + — ^jr- 
unenblic^ ab/ unb eö wirb jule^t mit jeber beliebigen Scharfe genan 



o 



©obalb ber numerifc{)e 52Sert^ oon *-^ < - geworben tjl/ fo be- 
finbet pc^ jr + 1 tnnerl^alb Un ©renjen 

Vj , . .Nr-, : 1 . V, , , .Nr-. i 

< — 1—^4- (m — 1)' A — unb — — - -4- (m — ii^— — ^ -/ 

Vo ^ ^ ^Nr ~2 "^ Vo ~ ^ ^Nr *' 

unb bie iwifc{)en benfelben enthaltene ganje 3a^( ifl eine ber beiben m^ 
mittelbar auf einanber folgenben ganzen Sagten/ jwtfc^en welchen 
yr+i liegt j fo/ "ba^ man uon 1^,^,(7,4. ,)=o angefangen/ bie ben in 
ber grage flelj^enben SQBurieln aller fucceffioen tran^fornurten ©leic^un« 
gen am meifien jid^ näf)ernben ganzen Säulen o^ne SDIu^e anjugeben 
i>erniag« 

Sinige Jfufmerffamfeit auf ben ®ang ber SHec^nung wirb balb 
lej^ren/ ob man fd^on bei einer tranaformirten ©(eidJiung angelangt 

^ . Mr , 

*) I)er Satt , wenn -^ pfaHtg einer ber Söursefn x^ , x, , . . * xm glei* 

n>uc^e , braucbt |»ter nicbt berucfFtcbttget $u werben , H btefe ®\txifyt\t 
für ein fofgenbeS r aufl;ürt. 2lucb ^at man jur 3l«emitfelüng t>er ratio« 
naien ^ur5eln ^er @(eicbum)eh ein 6efon2)ered iBecfa()ren , mefc^ee ttiott 
bei ieber k^orgeleäten ©feict^ung anwenben wirb , e^e man \>\t incommen* 
furablen ^urjeln t>erfeI6en ju berechnen unfernimmf. Da bie SÖegfcJaffung 
fc^on belPannter ^Bur^eln bie C^fel^^ung felbfl t^erein^^t. 
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fe^r weldSie beit ®Ataud) be6 fo eben erfMrten bequemen ^erfa^rend 
iur 93e)1tmmu»g De^ fraglt^en ganjen 9?a^etung6mert^e6 t^ter bte Sin» 
^tit Übertreffenben SBurjel Qe^lattet. S^at man ndmlic^ bte ganzen 3^(1^' 
len brfi unb k^f ,-{- i gefunben/ jwifc^en tveld^en yrfi liegt/ fo un« 
terfud^e man/ ob bte jwtfc^en 

bejtnbHc^e ganje ^o^Ixnit einer ber erfleren tiberein {liromt/ unb menn 
V\4 ber gall fepn follte/ ob yr + i innerhalb ben leitgenannten ®ren- 
jen entl^alten tfl. gtnbet biefer Um{!anb auc^ ^tatt, fo befi^t bte 
tranaformtrte ®Ietci)ung Ft^ tiyt ft)=^o bie envd^nte Stgenfc^aft. 

V 

Sa TT = y»+« + Vj + ^3 + •••• + ^m 

tji/ fo ^aben wir nac^ ooUbrac^ter ©ubfiitution ber obigen SBertl^e 

^Wl Jrf 1/ ^2/ ^^3/ • • • '^m 



V. Nr-, , (—1)'-« 



J^+TCT + T;r +-. 



Mr 



¥r"^* 



Mr 

Kr 




Mp 

Kr 


■ 
1 


• • 


M,- 
Kr 


-^ Xm 



3fl nun 

bie gegebene ©(eic^ung; fo ergibt jtc^ ftlr jeben SBertj^ von a/ ivte üuh 
ber vier unb breiptgflen 93orIefung er^eUet / 

/i (a) _, 
/(a) 

m am—« + (™ "^ ^) -^i a*^*"* + (m — a) A, a^'—S -["••• + Am— i 

am -[- Aja«n— i-j. A^a*™"** -f~* • '"h-^"**^' a 4" -A*? 

a — X. * a — x^ a — x, • • 



a — Xm 



folglidl) fann man ~y^ P«^^ 



+ IT h sr }-•*• + 



1 



M, ^ JVlr » Mr * ?!l_ 

n; "" ^^ k; " ^» wT ^ ^^ . Nr ""•" 

feiern ^ieburdS^ witi 
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,. + .; ^^y 

olfo/ wenn man ber Aurje wegen 



2% 

Vo 



P 



itiM--*+(ni.i)A,M^-*N,+(in.t»)A,M;r"-*Kj+...+A„_,R 



m — I - r 



„Mb _ -_ + (ro-O ^_ n^ ^^ 

S 1 " 

^emnad) liegt jrt w wenn r^ < - geworben tfi^ iwifd[|en 

Hr ~ » . Nr a ' 

unb man (ebarf bann jut 93e{ltmmttng bergan jen 3a^I/ welche bet 
®r6pe jr-i-i am ndc^fien fommt/ ber trandformtrten ®Iet(f)ung 
JPrf i(yr+i)=3 gar nt4)t/ fo ba$ bte ganje folgenbe Sted)ttutiQ o^ne 
bie Stlbung ber trandformtrten ©letc^ungen t>oaiogen werben fann^ 
welcf)e bie iebeömaligen ^rganjungen betf iu fu(^enben Jtettenbruc^ed 
{tt Surjeln j^aben. 
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@iei&eii. unt) bret^igfle SSorlefung. 

Über bte S3c{iimmnng ber imaginären SBurjeln 
numerifc^er ®teid;ungeu/ unb über bie S3ef)anb< 
lung ber ®leid;ungen mit mef^reren Unbefannten. 



5), 



te imaginären SBurjeln ber ®Iei(^ungen mit rerDen Ctoep» 
\ cienten/ oon m^Ic^en aQein ^ter bie fHebe iß/ ftnb fletd ))^arwetfe oor^ 

i^anben/ iinb an bie gormen p+qv/— i, p— q\/^ gebunben/ 
morin p unb q reelle ©rößen anjeigen. 2)ie SBert^e Don p unb q laf« 
fen fid) in iebem einji^Inen gaDe burcb 2(nnä^erun9 fo genau audmit« 
teln/ a{6 ^3 verlangt wirb/ wie aud folgenben S3etrac^tungen erhellet« 
6ö fe9/(x)=o bie gegebene ©leic^ung. SBan benfe fic^ öie 
. Cluabrate ber X)iffereiijen je {ipeier i^rer Surjeln gebildet/ fo fonnen 
biefe Cluabrate in folgenbe uier (Slajfen abget^eilt iverben : 

i) Cluabrate ber Z)tfferenien jipeier reeOer SBurjeln. S)iefe ftnb 
^ npt^wenbig reed unbNpofm'o. 

2) Cluabt;ate ber X^ifferenjen jnteier {ufantmengef/briger imagf« 

"nirer SOBurjelii/ xm p^q\/*-.i, p — q\/— 1. 0ie baben biegorm 



^(aqV — i)*=a — 4q*/ unb ftnb ba^er jletö reell unb negatt». 

3) Cluabrate ber Diffvreni;eq jweier SÖurjelu/ wo\>on eine reell 
innb bie anbere imaginär ift. '2)iefe ftnb im 2(Ugemetnen imaginär; f}e 
pnnen aber aucb reell unb negatib auffallen / wenn ndmlicb bie reelle 
BBuriel ben reellen Sb^<^ ber imaginären tilgt; jebod) erfc^einen folc^e 
M^uäbrate^ ber jufammengebörigen imaginären SEBurjeln wegen/ im* 
jmer paarweife einanber g,leicb. 

t,4) Cluabrate ber 2)iffefenjen jweier nt^t jufammengeboriger 
traginärec iSurjeln. ®te ftnb im Mgemeinen imaginär/ unb werben 
ur bann reell/ wenn entweber bie reellen ober bie imaginäreu i5t^ 
lianbtbeile ber r>on einanber fubtraf)irten SGBurjeln tibereinfltmmen. 2)er 
trfie Sali erzeugt/ wenn man bte correfponbirenben imaginären 9Bur« 
lein beriicfftcbtiget/ vier reelle negotioe Cluabrate / wovon jwei unb 
fi»ei einanber gleicb ftnb ; im {weilen ^aüc ergeben ftcb aber nur jwei 
leeUe unb poftttoe Cluabrate. 

[ Seitet man ba^er aud ber gegebenen ®Iei<ibnng/(x)as3 eint an^ 
Ufere F(y)=:o ah, Uten SBur^eln bie Cluabrate ber :&t|fereutfn ber 



i 



1 
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SBurjeln ber er|ieren jinb, unb bejlitnmt man, not^igen gaW burc^ 
?fnnä^erun9/ bie reelUn öegatioen SBert^e wn y, welche immer oor^ 
Rauben fepn muffen/ wenn anberd bie.®Ietd)ung/(x)=o imaginäre 
SBurjeln enthält , fo f ommen barunter gewiß t>ie vierfachen Äuabrate 
ber gactoren ui in ben imaginären iBurjeln ber gegebenen ®{eic^ung 

*eftnDlid)en SJabicalö y/— i oor. @inb bie erwähnten SSBert^e von j, 
welche wir — ji/ — jzt — y^t it. nennen wollen, fdmmtlix^ wn etn* 
anber oerfd^ieben/ fo gel^oren ber ®ieic^ung/(x)=o eben fo otefe 
<J^aare corref)>onbirenber imaginärer SBurieln. 9)?an fe^e in biefem 
f^aUe x=iu-|- ¥ ^~\ f wobei bie reeUen ©roßen u/ y no(^ tsnbefantit 

fittb/ fo ge^t /(x) in 9»(u, v) + y'^ • ^(u/ ▼) «ber. Die rceU 
len Functionen 9(u, v), -^(u, v) muffen jebe für jtc^ aHetn oerfc^wta* 

ben/ wenn u + v\/^ ber ©leic^ung /(x)=o wirf liefe ©enuge let- 
flet/ ba^er l^at man bie ©leicfeungen ^(u/ v) = o/ ^(u/ v)= o. 
Diefe muffen/ wenn man jlatt.T nacfe unb nacfe bie befannten Sagten 

ilZi, Ili, -^/ :c. fubjlituirt/ fo \i(x^ in beiben ©leic^ungen nur 

2 2 2 

me^r \>\t Unbefannte u jurücfbleibt; für jebe biefer ^ubjHtutionen eine/ 
aber außer biefer feine anbere/ gemeinfcfeaftlicfee SBurjel bejt^eu : ed 
werben ba^er bie ^olpnome 9(u/ v) unb ^ (u, y) für jeben ber SBec« 
t^e oon y einen gemeinfcfeaftlicfeen Factor julajfeu/ worin u ni^ \\\ ber 
erjlen ^otenj erfcfeeint. ©ucfet man alfo nacfe \>ixi SKegeln ber ^(rit^* 
metif ben größten gemeinfcfeaftlicfeen £)ioifor oon ^(u/ v) unb ^(u, ▼), 
fo gibt biefer, gleid) SiUÜ gefegt/ ben SBert^ oon u/ welcher bem. fpeci- 
ellen in bie ^ecfenung aufgenommenen Sß.ertf^e xt^n y entfpricfet« 

'begreiflich fann man aucfe v unbeflimmt lajfen/ unb mit ben nac^ 
ben ^otenjen oon u georbneten ^olpnomen ^(u/ y) unb -^(u, y) 
nacfe ber ä}?el^obe be^ größten gemeinfcfeaftlicfeeri S^eiterd oerfa^reu/ 
bi^ man auf einen 9te|l fommt/ ber \f'\t @röße u nur in ber erflen Mo- 
tens enthalt. Diefer Äefi, berp?uUe gleicfe gefegt/ gibt fiir jeben SSBert^ 
oon y fogleicfe \>(x^ jugef^orige u* 

^\\\\i aber unter ben reellen negatioen SBurjelu -^fi/ — y^, 
-^ysr IC. ber ©leii^ung F(y)=:o mehrere einanber gleiche uor^an» 
\>m, fo rül^ren biefelbenentweber oon ber ©teicfejieit eben fo oieler ber 
unter 2) angcfü^irtea Oaiabrate ber Sifferenjcn je jweier jufammenge- 
lioriger imaginärer SKorjetn j^er/ in weld^em %Mt bie ©Ictc^ng 
/(k)c=so boppelt fo viele imaginäre SOBurjel» enthalt/ beren imagtnore i 



•• 
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,« 



Sflcnn unb breiflöile Sorlcfung. 

über tte aritl^metifd^en Steigen. 

■ . ■ ■ 

wine fftei^Cf Wetdjc iie StgenfdSiaft f^eft^C/ baß bie ©Heber eü 
ner t'^ter 2)ifferen$rd^en fämmtltd^ etnanber gleich werben/ unb ba^er 
aOe folgenben X)t{fereniret^en t)erfd[)n>tnben / ^eißt eine aritl^mett« 
f 4) e 9{et^e; unb jwar nom m^«" SKange/ ivenn bte m<^ £)tfferenirei^e 
aud gleichen ©ttebern befielt 

Z)te arttl^nielif(i)e d^etl^e t>ont erfien Stange wirb in ber Slemen« 
tut s^at^matit unter bem Stamen artt^mettf^e ^rogrefioti 
betrachtet* 

£)ie Differeniretl^en eiiKr artt|^inetif{f)en Steige , fo wie oud^ tl^re 
fummtrenben 9tet^en/ ftnb offenbar ebenfalls adt^mettfc^e f&ei^ ; hie 
r*« I>iffereniret^e einer arit^metifdE^en Steige uora m*?« 9lan^ gei^ört 
jum (m — ry«n> uub bie r*^ fummireube SRei^e jura (m+ry^^JRange. 

3)?an erj^alt bU allgemeine Sorm t«r ©lieber etaer arit^metif^eis 
«Rei^e 

tocm m*<" Stange/ wenn ntan in ber ^ormel (10) ber oor^ergeJ^enbeu 
SJortefung A"+*Uo = A"»^^Uo = A'»^3uo = :c. = o fe^t» ^ie- 
burc^ wirb 

(16) un « ii,,+ (;;) Auo + g) A»Uo + g) A^uo + • • 

....... + („,l.)^—uo + (y A:r"o. 

Sntwicfelt man bie iSinomialcoefflcienten 
nad^ ben ^otenjeu üon n / fo gel^t bie S^rmel (16) in folgenbe über: 

(17) Ub = A^ + Ain4-.Ain*4-A3n3 4*,,.-|-An»-.in'»— »*f AinH"/ 

at>obef Aoö±u^ t^/ «"b bie übrigen Soefficienten Aj/ A», A3, • . . . 
t ^ . . Am bloß oon ben StfEj^renjen Aa«/ A*Uo/ A^z • . . * A'^Uo 
• 4^dngeii. Sie Formel (17) önbert i^re ©ejialt nicbt, wenn man auc^ 
ei» a^nbereö ©lieb ber arit^metifc^en SReil^e mit bem Seigej: o belegt/ 
b, ff. wenn man a + n llatt n fe^t/ wobei a eine gegebene ganje 3a^I 
iß/ niir wirb bU üvt ber Swfammenfe^ung ber Eoefficienteu Ao/ A,/ 
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^ 



256 

Aft/ A,^ . • • » A|A au$ Uo itnb OkUof A^n^^ A^n^f^T. . . /\"«t 
ux\d)ieUn audfaUen« 3mmer dbn »erben tiefe (S^fftcteuten/ WK'ti 
tet ®ang tiefer Sntit^tcfelungen mit ftcf^ bringt/ Mofe 2(9gre3ate \>0t 
mit numerifc^n Sactoren multtt)lictrten ®ro0en Oq^ Auo/ A^Uq/ 
A'uo/ . . . . A"no fepn, fo bap fic^ biefe ©rö^enburd^ bie Ct)effi* 
cienten A^/ A^^ A,/ A3/ . • « • Am ieberjett/ nac^ber befannten 
2(ufIofungdmetl^cbe mehrerer ®(ei(f)ungen mit mehreren Unbekannten 
vom erflen ®rabe/ berecf)nen'IafTen« «^ieraud folgt/ bap auc^ unige^ 
fe^rt jeber ganje rationale STuabrucf oonber gorm 

bii$ aOgemeine Olieb einer arit^metifc^en Steige eom m^^" Stange b<nr« 
fkUt/ oon welchem ©liebe aud^ immer bie i>erdnberli(^e ^ganje 34( >^ 
t^ren Urfprung nimmt. 

£)a0 ©Heb Am n" ber gormel (17) wiri) einjig unb allein burc^ 
bad ©Irf'eb 

' /a\ A "(" — i)(n — 2) . . . (n — m + t) . 

(m) ^"«0 = -^^ ^ -i^^ A"Uo ^ 

X"*^/ 1.» . 3 m 

ber %otmtl (16) erzeugt/ benn nur biefeö bef!^t m t^en n ab^dngen^e 
Sactoren. Ofenbar ifl 

Am «a 1^ , folglich 

(»8) A^Oo = 1 • 2.3 nv • Am. 

!2Diefer TfuSbrucF gibt und ein Ieicf)te$ Mittel an bie ^anb/ hen 
betrag ber ©lieber ber legten £)ifferenjrei^e einer arit^metifd)en Steige 
ju beflimmeu/ wenn bad allgemeine ©lieb biefer Sddpe aU eine Sunc^ 
tion be6 »feigerd n oor 2fugen liegt. 

2)a A'^Uo oerfd)winbet / wenn Am =? o ifl/ unb oon KuH oer« 
f(f)ieben aii^fa&t/ wenn Am tiid^t gleich Slud ifl^ fo fönnen in (17) et« 
«ige ober alle ber m erfien Soejficient^n Ao / Aj , A^ , A3 / . . .• • -^"'-"* 
fehlen/ o^ne ^a^ biefe Sormel aufhört bad allgemeine ©lieb einer arit^' 
tnetifd^en Steige oom m^^» Stange andjubrucfen. S.d rii^tet jtc^ alf^ ' 
in Stang ber burd) eine ganje rationale Sunction<bed 3eigerd n gege« 
benen artt^metifc^en Steige nac^ bem ©rabe biefer Function. 2(n$ biei 
fer ^^emerfung unb aud bem Umfianbe/ *ici^ A'^Uq ^^^^ ^on Am At| 
l^ängt / ergeben jtc^ fol^enbe <^ä^e : 

1) 2ine®ummen ober bie Unterfd[)iebe ber correfponbirenben @lie-\ 
ber jweier arit^metifd^en Steigen oon oerfd^iebenen Orbnungen {lellea 



•», 
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tim arifj^mitife^e Steige hat, n^.eld^e In SBejug auf fl^ren SKiing unb auf 
i^re Ie|te £)tffereniret^e mit )^er ^o^fren ber betb^n anbern 9^ei(^eti 
tiiereittflimmt. (Stnb ober biefe (met SKei^en von gl^tc^em SKauge/ [9 
kft^t bie neugebilbete SKet^e im 2nigemetnen benfelben SXang/ unb ba^ 
coni}ai>teL ®Iub i^rer le^t^n £)iffer^nirei^e tjl bte ®umme ober bec Uu« 
terfc^ieb ber legten Stfferc njeit ber beiben ariberil« 

2) !£)te ^robucte bei* corref)>onbirenben ®Iteber üici^rerer aritl^^ 
mettfcben Stetigen geben mteber eine arit^nietifd^e SKet^e/ beren Orbf 
nungOjal^I hie (Summe berOrbuung^jal^Ien ber übrigen Steigen tfi« £>ie 
Steige ber m*«« qpiotenjen ber naturlid[)en Sagten / fp ivie jene ber m*?» 
^otenjen ber ©lieber einer aritl^metifd)en ^rogreffion ifl alfo eine aritj^« 
roetifc^c SKeil^ 00m m*«« Stange. Sie lef te ©ifferenj ber SHei^e ber 
mutt ^otenjen ber natürlichen Sal^Ien wixi iutd) bad ^robuct 
i.2.3.4««««m au^gebrucft. 

0e^t man in (17) fiatt n bie (Srofe « +ß^/ ""^ ertl^eilt "man 
ber Ba^I v, tvö^renb a unb ß ungednbert bleiben/ nac^ unbnaii^ bte 
SBertj^e I / 2/ 3/ 4^ • • . .^ fo erj^ält man n)ieber eine aritl^metif^e 
Mei^e oom m^«« Stange / beren le^te 2)ifferen j ju jener ber urfprung« 
Ii((|en Steige in einer einfallen Slelation fielet. 2)er SCu^brucf (17) ge^t 
»imli^ bei ber erwähnten @ubflitution in 

über/ welcb^r/ menn man t|^n nad^ ben fleißenben ^otenjen oon n 
orbnet^ unter ber gorm 

erfdlieint/ unb fobalb man v ql6 ben oerdnberIttf)en Betger ber ©lieber 
einer arit^metifc^en Steige betraci)tet/ offenbar ha^ allgemeine ©lieb Vi' 
m aritl^metifd^en Diei^e r^om m*«^« SRange barflellt. Xie le^te Siffe^ 
r renid ber SKei;^e/ weld[)e ben ^uabrucf (17) jutit allgemeinen ©iiebe 

I ferner ifl bie le^te Siferenj r ber neugebilbeten dteij^e 

c=s i«2«3««*«in« Bin* 

2(ber/ n>ie man an^ b^r obigen ^raneformatiQti feiert ^el^t/ ifl 
I' B,ö5=s:Ä„ß'« I fofgTic^ befielt jwifc^e.n ben legten IDifferenjen beiber 
\ ffiii^ü bie ©leic^ung 
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Cdßt man amiß $(it\it Sorten fepH/ fo toetUn hntäf bte ^üb^itu» 
tjonen tjon a + ß/ '« + aß, a -|- 3ß/ a -f* 4ßf • • • * • fl«tt n aud 
ber urrprungftc^ vorl^anbenen arit^mettfc^en St^^e, ivelc^e fic^ auf bad 
.allgemeine ©lieb (17) bettelet/ 00m ®liebe/ befen 3^id^>^ << t|}/ attge« 
fangen , um ia^ 3nterDaII ß gletc^mett üojt etnanber aBflel^enbe ®(te« 
ber ^eraui^el^oben / welche bemnac^ für ftd^ etne attt^mettfc^ Siei^e 
beffelben 9tangea mte bte frühere / btiben ; wirb* aber flatt ß ein %rud^ 

»on ber 5orm * , beffen JWenner fi etne ganje 3a^I tjl/ gefe^^/ f^ iper^ 

I* - • 

. ben burch bie ^ttbjittuttonen von « + -, «+-/ « + -/ «+-/ • . . . 

ffatt n, jwifd^en je jipei Ofieber ber urfprungticlien Steige/ Dora a^^« 
©liebe angefangen, ;*— i neue ©lieber eingefcl[)aUet/ welche fic^ a« 
bte Dprigen ju einer arit^metifd^en &tei|^e beffelben Stange^ anfd^ließen* 

• 

3ebe Steige , bei weld^ier bie erflen ©lieber ber auji etnanber fol* 
genben ISifferentret^en / Don trgenb einer 3Differenjrei$e angefangen, 
ftd!^ al9 abne^tyejbe/ bei bem in ber Stec^nung beabfic^tigten ©rab^ bet 
©enauigfeit ju oernad^ld^igenbe ©cößen {eigen , fann n<l^ermtgatt>eife 
aU eine arit^metifd|)e Steige betrachtet werben« l&urc^ bad fo eben an« 
gebenfete ^erfa^ren wirb man in ben @canb gefegt, jmifcben bie ©lie^ 
ber berfelben tn Übereinftimmung mit bem in ber Steige ^^rrfc^enben 
. ©efe^e , fo titele neue ©lieber einjufd^alten ober ju int^rpoltren (oergL 
bie britte Siorlef.) , atö man will, toa^ bei bem ©ebranc^e ber gum SBe« 
l^ufe ber ptacti\d)en SERat^ematif dblid^en ^u{f$ti|feln unjäl^ltge SSor-- 
t^eiU gewahrt 

9!)7an fann jebea ©lieb Up einer arit^metifc^en Steij^e vom m^^n 
Stange auc^ unmittelbar burc^ bie m-f-i erfien ©lieber berfelben, n^, 
Ui, Qt, ua, * . . « Um, audbritcfen« 3u biefem Snbe fd^affe man an^ 
ber Sormel (t6) bie ©roßen Auo, A^uo/ A^Uo, H* Uo, u. f w,,mit 
i^filfe ber au^ bent Srd^eren befannten ?ludbrtt(fe 

Aiv, Ä Uj — Uo 

A^Uo Ä u^ -^ (J) W| + Uo 

A»0. = «3 - (J) u, + (^) u. _ «„ 

4*u„ = u, - (j) u, + (4^ «, _ (^) «, + u. 

U. f. Wi 



259 

WM/i f» flnitt matt 

«■=".[•-(;)+(;)-(;)+•••+<-)- (°g ^ 

+ »>[(:), r 0® + ©(Ö--+;->"(^.)(i)] 
.' + "* [(3) - ÖG) + • •• • ■ ■ • •+<-'•)-' (.y&)] 

+»^.'[(»i,)^'(r)(yi ''" "/'"' 

S>k oua jm^i ^ckctoren iufämm^n^efV|fen ©lieber bet inntt^olh 
ber klammern t^efinMt^en Tlu^itide ^of^en fantnitTic^ Die $orm 

(f)G)-. ,• 

«nb iwdt tji ber Unterfd^teb p — 1: für alle ©Heber euied «nb bejtelfcen 
liü$ituiep bemS^^iger bed.au|er|^alb ber klammern fie^enben Saftord 

aCetn e« t jl , wen« ntän jlatt ber ©i^miole Wj / (p) bie in>, 
f|)re(i^«nbeii JSBert^e fejt/ 

/p\ /n\ ,^ P (P— ^)(P— ^) ' * ' t (P— ^+0 n (n-^i)(ii^g) . . . (ii-^p+i) 
v/ \p/ 1 . » .3 • r * * 1 • a • 3 « • ♦« * i *p 

Set Saldier p(p-^i)(p — 2);.«,.(p*— :i*-J-i) brt erjien äSrucf^e^ 
ifletn ^aetor bed97enner$ 1 «s^Si.tip be9 {wetten; folgltd^ J^at man 

na^ ge^Jttä^r stfbucttott 

• . « > • 

/p\/rt\ . ö(n--i)(n— 2) ..... (n — p 4-1) . ^._. 

V*"/ \P/ 1.2 . 3 . . . r . 1 . a . 3 . . . (p— r) . 

n (n^— i)(n — a) . . . (n — ^p+^+i) (n^-p+r) ♦ . . . (n — p+0 ^ 
t > a . 3 .... • (p-^r) 1 « .^ . • . . . r 

b* 1^. e« tjt 

snintnte man auf btefe Sran^formatton 9tucf{td[|t , fo t4{k {td^ bie 

<Blet(^nn0 (16) aud^ f(> barPeO^ri : 

' ' 17 ♦ 
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+"'{")D-C'"')+(vHv)+-+(-)-(-z:)] * 
+-e)D-("r)+ (vHv)+:-+(-').-.(-)] 

w^... •...•.. :.... 

X>ütd) SSergletcftung ber eoefftcienteit ^on k' tn betfte« S^etfen 
btt ihentif(i)cn ©feic^uiig (i +x)»— (i +x) = (i 4.x)* , ob#r md) 
iutil^ mmiUelHt$ Sfic^imSs ergibt ftc^ o^iie iBc^wferigfeit 

«(. (;)-(;r;)-("7">. 

mun iH ■-(;)» — „=_(»-•), f.täl^ 

■-ö + ft)-=(:)-("7') = ("T') 

■-0 + 0-Ö)--(Ö + C7') = -("i') 

u. f. 19. ; 

baper augemem 

Schreibt man nun l^ier nac^ unb nac^ n— 1, 11—2, 0—3, :c. 
flattn, «nbm-^i, m — 2, m — 3, tc. flaftm/ fo fann man bem 
obigen 2fu$brucfe für u« folg^nbe ©eflalt gebend* 

'^-<-o-[(v)---oa-o-.+.(-)«u.. 

♦•••• + <-)-• (»iOCt") — . + (-0- (-) -]. 

©«fiaft 



• • • • 
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<Sa tfl aber 

/n\/n— (r+i)\ ^_ n(n— i)(n*-a),..(n->-r4-i) (a>^r>-i)(n>-r— a)...(n-m) 
Vr/\ m— r / i . a ♦ 3 . • . ^ r * "i ! a . . . . (m - r) 

m (m — I ) . . . . <in — r-{-i) i n (n— i) ^. . . (n — m) 



/m\ 1 n (1 



r n — r i , a . 

I 

n(n — i) (n — m) 



m 



■r- 



m 



2)ec Te^te %actot tfl 9on r unaf^^dngig/ folglich ein getnethfc^aftr 
lid^er S<}ctor ber Oßeber tfed 2(uCbnicfea für xi'n « ^onbert man ben« 
felben oon btefen ©liebem ab/ unb fc^reibt man luglefc^ bie gan^eiSor^ 
mel in tjerfe^rter Drbnung/ fo ^at man '* * 

(.9) „,^n(n-0...(n-^) Fj^^^. (T);"-' + (")"-' 
^ ' 1 . s • , • . m^ Ln-^m n — (m — i) ' n — (m — a) 



' tv« • • • *t* 



n— 1 



.+ 



®e^t man |^ter )• i6. ms±=:4/ fo ßnbet man für bad aDgemetne 
Slieb einer arit^metifc()en Steige Uo/ 'u^/ u^^ n^f tc. be« mevten dtan« 
ge« ben 2(uabrucf 

n(n— i)(a— a)(n-^3)(n-^) r ti< 4u, • 6 a, 4«i :i OoT 

i .2^3.4 Ln— t4 n — 3 * n — a n — i ' n .J . 

2)te ®ummenformeI einer arit^metifc^eti Steige Domm^**. St^inge 
tfl bad allgemeine ©lieb einer aritl^meNfc^en Steige 9Pm (m-f-O^^" 
SKange , wild^e bie SluHe jum 2(nfang$gliebe un^ bie gegebei» 8tei|# 
iur erfien X)ifferenirei^e ^at (Sa ifl ba^er überflufftg Don ber @am« 
miriing ber arit^metifd^en 9iei§en tefonberd ju fpre<^en. 
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.über bte Differenjen ber gunctionem 




^enn man fn einer Function u einer ober and) mehreren ber 
i^t mm ©runbe Iteg^^t^n.peranberlic^eu ©ropen^ ^att ber.benfelbeti 
ux.\ftünQlid) angewtefenfu SBert^e/ nad) uni nad^ünbere SBerl^^ HU 
legt / wotntd) biefe ^wctiou and i^rr m aufauglid)en 3uj!anbe u Ja 

«1/ «2/ «3/ «4/ übfrge^t; fo ^etpen bie ^nfangSglieber ber 

aud ber £>au»trei6e 

^/ ^4i ^ll ?3./ P4/ • • • • 

l^erwrgel^enben ©ifferetiärei^en »orjug^weife bte Sifferenjen ber 
Sitnction «/ itnb merben uad) i^rer ^olge bitrc^ bte ^Benennungen : 
erjie/ jweite/ britte Sifferenj u, f. w. poii einander unterfcf)ieben.^ 

(Beilegt ftdE) bte Sttncii^nL u tlo^ auf eiire ocränberlic^e C^rö^e x^ 
mel(f)e nadi »Pb nac^ in x^^ x^^ xj^ x^^ , . . . 9ecwanbe(t n^itb» tfl 
nomlic^ u=/(x), alfo 

fö jinb bte ©ifferenjeti Au, A*u, A^u/ * • . • ©rpßen, über beren 
eigentliche Ktlttntmq nie ein 3n;etfe{ otnvaUen fonn. 

?CnberiJ »er^^It (tc^ aber hie ©ac^e, wenn ber Function n me^* 
rere von einanbet unabhängige Derdnbcrlic^e Großen' x, 7, z, • • • 
)uge|i6rem ipier fann eine, ober e$ fonnen mehrere bi^fer ®r60en 
anbere SBert^e erhalten. 3n bief^r ^in{tcf)t unterfc^eibet man bie ^at* 
ti eilen Sifferenjen ber S*!nction u oon ben totalen ^Differenzen 
berfelben. £)ie erjleren ftnben (S>tattf tvenn bloß eine beflimmte ber 
tn ber Function u oorfoinnienben oerdnberltdEien ®ri5ßen x, j, z, . . ., 
}• S. b(oß X aDein/ anbere SBert^e annimmt^ wä^renb bie übrigen/ 
j« ^. y f Zf . ^ .f t^re oorigen SBert^e beibel^alten ; bie le^teren ^tn« 
gegen ge^en aud ber ^nberung aQer ber Function u jum ®runbe He- 
genben oerdnberlic^en ©roßen* x, j , z, , . . ^eriDor. 9}?an fonnte/ 
n^enn ed notl^tg wdre, anc() oon foI(f)en {jartiellen £)ifferen{en fprec^en> 
n^elc^e burc^ Vit gleichzeitige ^nberung bfoß einiger ber einer Function 
onge^drenben oerdnberIid)eQ ®roßen erjeugt tt)erben \ ^allein e^ mirb 
ftd) und feine ©elegen^eit bqrbteten/ baoon ®ebrauc^ ju ma^en. S)ad 
Setd^en A o^ne S5eifa( foU immer bte totale X)tfferen{ einer Function 
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anbeufen ; um ixe \iattxelle £)tffetenj einer Function t^or jufleHett / tooU 
lett mir ba^ S^td^en ber geanberten (Sröße unter bd$ X)if erenijeic^en A 
feiiretiben. ' So i{l alfo Aa bie totale ^ unb Au bie auf bie '^uberun^ 

ton X jt(§ Väie^enbe yaVtielle Sifferenj üon u. 

33etrac{)ten mir. erfllid) bIo| Functionen einer Derdnberlic^eu ®roße. 
IDte SBert{>e x/ x, , x,, Xg, . . , . \, melcf)e bie 5SerdnberIicf)e x m 
einer gutittion u==:/(x) erhalt; fteflen für ftd) eine 9?ei^e bar/ unb 
t^eranfalJ^h eigene 2)ijferenirei^en. Ibic ^Infang^glieber biefer iDiffe^ 
tenjrei^en Reißen auf biefelbe SQBeife nacf) ber Drbnurtgbte erfle/ smeite^ 
brJtte Sifferenj u. f. m/ ber t?erdnberltd)en ®r6ße x. 

' 6^ ijl beii Srgebmjyen ber adf)t uhb'br^^ißt9fien SSorlefung jitfotä'e 
^» — ^ + Ax, 

Xj =5 X 4- Ö-ÄX 4- Ä*3C =S (x4- Ax) + (AX +^*^)/ 

a« (x + Ax) + 2(Ax4-4^x) 4- (A^x-f-A^x) 

lt. f. m.; e# entfielet alfo x, aud x/ menn x in x -f- Ax ubergel^t; x^ 
au$ Xj/ wenn x in x + Ax unb jugleic^ Axin Ax + A*x; eben fo 
X3 aua Xj, menn x tu x + Ax, Ax in Ax+A^x, A»x in A*x-f A»x 
uermanbett wirb / u. f. m. 

2)a nun nadf) ber obeit ^ewa^lUn %ejeic^nung nnb nac^ ben 
görmeln ber ermdl^nten 93orIefung 

AuS=30i— ^U/ A^'USSSUj— 2Ui-j-U, A^I1S=U3 Su^ -j- Söi U; 

tt. f. m. tfl/ fo fann man auc^ jebea folgenbe ®(ieb ber Steige 

, U/ Au, A^u/ A^u/ • • 4 . . . 

oud bem oor^ergel^enben ableiten < menn man in bem le^terejt (Stiebe 
«beralU+Ax flatt x; Ax+A*x jiatt Ax, A^x+A^x jiatt A»x 
u. f. m. fe^t/ unb biefea @Iieb ^on im iuvd) biefe @)Ub(iitiit40,uen et« 
^altenen 9tefuttate fubtra^irt. 

Dffeiibar fommen in A'u = A' ^/(x) feine ^o^eren ©ifferewjen 
von x/ aU bie r<^/ oer. Sfl^u»/ tn fo fern 9 aB Sunctiondjeic^en 
" gebraucht mirb/ 

A'a s=s 9(x, Ax/ A*x, • . • « A'x)/ 

fo ftnbet man alfo: 

(ao) A'+»u=39(x4-Ax, Ax-4-A*x, A*x4-A«x, ,.. A'^x-f A'+«x) 

~ 9(x/ Ax, A*x, /. . * A'x). 
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Sunctton mit einer verdnberlid^en (äto^e, auf bte iBere<^tiung ber ei- 
tlen Differenj einer Function mit mehreren üeränberlic^en ®ro|en w 
bucirt/ benn bie ©ro^en x, Ax/ A^x^ A^x^ ic. t^er^alten ^d) ^ier 
wie oon einanber inbepenbente )?erdnberlid)e ©rößen/ beten £)i{ferenien 
Ax, A*x, A^x, A*x, IC, finb. 

ü)^an fantt A*x = A^ x = A^x s= jc. == o annehmen. 3n bte* 
fem^alle bilben bieSBert^e x/ 1^1/ x^/ x^^ « • • • ber mänbe^Iic^en 
©rcpe X eine arit^metifc^e ^rogreffion 

X, x-j-Ax, x-^rsAx/ x-|- 3 Ax/ . • • ,• rf 

iilnb man ^at bei ber ^fbleitung »on A'^*/W ««^ A'/(x) bloß x aft 
Derdnbertic^ / l^ingegen Ax a(6 conflant ju be^anbeln/ moburc^bie 
{Rechnung fleta blop eine i^erdnberli^f (^roße betrif t. . . 

Die a3erecl)nung ber totölen Differenjen. b^r §unctionen„ «teurem 
Derdnberltc^en ©rögen lä^ fid^ «tif jene ber partieOieii £)ifferifRiea (u* 
riirffü^ren. , 

S$ fep u eine Sunation {Weier oerdnbtrlic^er ©rpßen x unb j^ 
ndmlid^ 

9Ran er^a(t/ wenn man x^ =:: x r^i^x ^attxf unb gleic^jeitig 
y, fc=3y-^ A7 jlattf fe^t/ offenbar benfelben gednberteit äBettl^ wn 
«/ welcher fle^ ergibt, wenn mqn juerfl x in x4* Ax/ unb ji^W«^ 
7 in y + Ay übergeben laßt. Surd) bif 2(nberung t»on x ^jerioanbelt 
ftc^ u in u -f Au, unb biefe ©rope wirb burc^ t>U "Änberung uon y 

in u + Au -|- 4 (»1 + Au) ^erwanbel^ Sa aber offenbar i'ebe in* 

berung efned ©anjen bwr algebraifc^en ®umme ber i^iiberungen fetner 
Sl^ei(e g!etcf> fepn muß , fo l^at man 

A (u -[- A u) = A u -|t A Au , 

Jgjiebnrc^ ergibt ftc^ für ben SD8ert| , weiden bie gunctian u bei 
ber gleici)iettigen ?Inberung oon 1^ unb y annimmt/ ber Äuöbriicf 

u 4- Au 4- Au + AAu, 

unb fomtt i<i ik totale ©ifferenj 00« u felb^/^ndmlic^ 

(21) Au =r Au -|- Au ^ AAu» 

« , y y * 



überaeBen Iftffe«/ fo BdUeman , 

Ao CBS Z^a 4* Au 4* AAa . . r 

. -, . , ^ . . . * 7 « » y • . • 

gefunben/ woraud erneuet/ bap . ^ 

(22) ÄAu = AAu 

X y 7 X ' 

t|l. 97immt man alfx> i^on einciS Sunctton ^tnte» ^tnanber (tt^ei i)ar^t>Qf 
Differenjen / bte eine in 93eiug auf bte oerinberlid^e ®r6f e x i bte an« 
bere in 93eiug auf bie* t^etan'berlic^e ©rö^e y^ fo gelangt man fietd {U 
beinfelben SftejiBltate/ itt weiter Orbnung man aut^ immer biefe jivet 
Operationen auf einanber folgen lagi. 

2)er^urie wegen pflegt man bije Orofe A Au ald eine jweite !Dif4 

ferenj t)on u ju betraci^ten / unb burc^ bad 'itx^txi t^ a DoriufieQen. 

3(ud bem l^iet (äefagte^t folgt fogleic^/ baß für eine Function u 
brmoirdnbetlic^er ©roSen x/ 7^ 2 

AAAu :£=^ AAAu =^ AAAu ss AAAa sa AAAu sss^AAAvi 
*y». ..»»7 y*?f. .y»«» «»y * t ^ . 

fe^nmuß. ®tm AAA«.mirb A^u gefc^rieben. 2(^nli(^e ®(^(ü)Ti^ 

«y « «/y^« 

gelten für Snnctionen mehrerer oeranberltd^er ®rof en« 

Unterfud^en mir nun bie totale 2)ifferenj einer Function u breier 

oeidnberlic^er ©rofen x^ 7/ z. !Z)urc6 gleic^ieitige ^eranberung Don 

X unb7 g^^(/ bem oben aSemtefenen {ufjofge/ a in 

a -|r Au + Am -f- A^u 
» y */y 

üter. @e^t man noc^ z-}r Az flcitt z/ fo nimmt u ben SBertl^ 

u -f. Au -j-T Au -|* A^u -|- A [a 4~ 4^4" A« + A^^^j 4»* 
* y «/y » » y «<y 

2(Qein ed ifl au« bem oben angeführten ©rnnbe 
A[u + Aa-|rAu + A»u] t=; Au + A*u + A*tt + A» tti 

■ % y ' x/y % \x,% ^ j,% x,j,% 

bal^er mirb q^ inbem man gleichzeitig x-fAx fiatt x/ 74- A 7 fiatl j, 
unb«-f-Az fiatt z fejt/ in 

u -j- Au 4- Aa + All + A*u -4- A^,tt + A»^ + A'u 

X y » x/ y «/ B y/ « «/ y* » 

umgen^anbelt /t morauö ber SBert^ ber totalen 2)iffereni oon u^ nämlic^ 

(23) Au CS Au + Au ?f Au + A*u + A^u + A»u + A»tt 

» y ■ x/y «/■ y#» «/y/« 

folgt 



». 
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» 

SÄait wirb trt bieftjm 3(ttdbrucFe lei^t baa in ber »ifbuiig ber to- 
talen JDifferenj etiler gunction teliebig vieUt vcranbeirTid^et (Srofcn 
l^errfc^enbe Oefe^ wfa^tnt^mn, 

2)te l^ier gefunbenen 2fuabrucfe I^ffen fic^ fe^r einfad^ f^tnbolifc^ 
barfleUen. S$ tfl ndmlicf) für etrte gungtion a {tv^ier veränberltd^er 
Orößeii x/ y: 

(34) Att « [(, +Ä) (r+Ä)^i] u; 



(««) 



Au SB [(i + A) (> + A)(i4.A) - i] a 



y 



wenn man hu aWuIttpItcatjonaregeln für ^otenjen mit einer in bie2(u» 
gen follenben aWpbijTcation auf bie Differ^nsseid^en übertragt. ' 

3>a'bte jweite Djfferenj A*« aua ber erflen An; ferner bie britte 
A^u au^ ber jmetten A^u^ unb al%eme<n bie r^^ X>i^erehi A^a aua 
bet (r-2r4)t«n ^'-» u ^ntjle^t/, wenn man Au an bie®telU t»n n tre* 
ten laft/ fo ^at nmn# in fo fern j. ». ü tjon- brei tJerdnberK^en ®ra* 
fenx/ y/ z ab^dngt, bief^inb^if^en gormeW: 

(26) A^tt = E(i+A)(i+A)Ct4,A)-Tr,i]»u 

A3u '^ [0+A)(i^A)(i+A)_,]3u 

» y « 

tt. fi »M 

«nb allgemein A'u es? [(i^A) (i+A) (i-fA) — 1]' u, meldte 

Stefultate fxd) Uid)t auf gunctianen mehrerer t^eranberlic^er ©roßen 
anabe^nen laffem 

Um biefe gcirmeln auf befonbere gaffe aniuwenben , fep >rfHtc| 

« ^ier t|i Au c^ (x + A x) y -^ xy ö= y A X, unb au^ bemfeU 

ien ©rnnbe Au==5xAy «nb A»uc=s Ax* Ay, folgliclii 
7 »// 

(27) A(xy) es yi^x + xAy + Ax Ay^ 

2(uf biefelbe 2frt flnbet man für v «=;? xy «5 

(28) . A(xya) =^ 

sss ysAx + xzAy + xyAz + z Ax Ay 4. yAxAz 4^ xAy Az + AxAy Ajs 

«. f» w. 
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SBür ^<Aen ^ter^ tnbem wir t?a» einer tjuncttori ntel^terer Derdiiu 
inUd)ev ©roßen x, j/ «; • • . Jpradjeit/ t)tefe..93erunbei^jcl&en (jl^ 
wn etnanber ganjlt^ unabhängig betrocl;tet< fo, ia^ hie ^(nberung et* 
«er berfelben auf bie liirigen ©regen feinen SinflUf ausübt > alfo iie 
^ifferenjen 4^/ ^7t ^^f • • • • nac^ belieben -angenommen wer)p 
ben fonnen* Sdre aber y eine giinction »on Xf fo ivurb^ 47 burc^ 
Ax befttmmt^ unb ^ortefomit auf winfürlt^ ju frpn* 2)a je^bod) bie 
ZtitetnuQ einer gunctipft b WMefuUafber^ Änberungen tl^rer Deranber^ 
liefen »cjlanbt^eile tfl/ fo fann bk »ilbung^lweife ber Sifferenj einer 
gunction uon x unb j an^ x, j , Ax, ^y oon jener ntc^t oerfc^ieben 
fepn/ wel^e Statt ffnben'imirbe, wenn Jtvifc^en x und y gar fetne 
ffierbinbung befiunbe. (Sin ©Teic^eS gilt, wenn bie ber gunction jum 
©tunbe liegenben oeranber{fd)en ©rogen X, y, z, . . . . Functionen 
geiDijfer anderer t?on einanber inbepenbenter ©röpen v, w, • . . ftnb. 
ee Wnnen bemnat^ bie obigen jur a5ered;nung ber Siffeifenien ^ou 
Functionen niedrerer ve(rdnb?rlici^^r ©roße.n aufg^jlellten goruaefn felbft 
bei ber Sntwicf^fung ber 2)iffereni einer gunction mit einer 53erdnb^rf 
liefen 97u^en »erfd^affeu/ wenn man einjelne S3ei!anbt^eite biefer Func- 
tion, fte mocjen burc^ 2(bbitipn ob^r burcfe SWuUipKc^tipn in biefefbe 
tierflod^ten fepn, wie abgefonberte oerdnbetIic()e ©roßen b^^anbelt. 

SBir wollen i\xxa 23efcblujye unferer Ssorlefung no4^ bie Sijferen* 
Jen einiger ^duftg oorfommenber einfad^er Functionen einer oeranber« 
liefen ©roße nac^ ber aua bem Segrife einer X)iffereni ftc^ ergebenbett 

Formel 

A/(x)«/(x+Ax)-/(x) 

auffucf^en. ga ifl 

(29) Ä . X" =3 (x + Ax)ifl — . X« *), 

alfo/ wenn ber Exponent m eine ganje ))ofttioe[3<)^I t^orjleHt: 

(3o) A . x^s? inx"-»43i^ ^ m(in— 1) ^^_^ ^^^ ^ ^ ♦ . . * •.}- Ax"* 



*) ^a A in Ax fein Factor ij!, fontijern Ax aU ein 6efonbere§ ©pm^ot tu 
ner ©rofe &etpac>fet »erben mug, fo jetgt Ax» bie m^c «potenj \>on Ax 
on , unb ifl mit (Ax)« greidi>6el>eutcnb« Um bajer bie Diffecenj ber mttxt 
^ofens t>on x au«5ubrfcf en , treibt xadxi A (x» ) ^ p^ec filrjer A . x« . 
(Sin ?)unct na* bem X)ifferen5en5ei(Jen A foüf tS&er^öiipt bAauf aufmert 
fam machen ^ bap flc^ btefed Seichen auf ^Ue unmittelbar barauf fotgenben 
burc^ tSO^uüipUcaüon mit etnanber )»erbiinbenen (trogen be^ie^t. 
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93ei berfelbett SSebeutung i^on m tfl 



1 



A • X» 



(Si) A.x-»« 1 

3eigt a 0tne unoerdnberltc^e ®rof e on / fo iß 

(3fl) . A • ai^ c=3 a^ + Ax _ ^x _ ^x ^^Ax _ ^j. 

IJerner ftrib^t matt für iebed ^pflem 

x+Ax 



tog. (i + ^;^). 



(33J A.iog'.^=/o^<(x+Ax) — Zo^,X=sr/(?^. 

(Sine leichte Stec^nung ^ibt 

(34) A 5m, X = 51/1. (x 7^ Ax) -^ *m, x = 2 «/i, 7 Ax cos. (x -(- 7 Ax) 
A COS. X =3 CO*, (x -|- Ax) — COS. X «s— 3«7i.7 Ax5m,(x 4" 7 Ax)» 

Snimmt man bie auf manitt folgenbeii ^iffetenjen einer danjeii 
rationalen gunctipn ber ^erdnberltc^en @röpe x/ ndmlic^ 

in fo fern man Ax at$ conflant be^anbeft/ fo ftnbet man/ ba biefe 
Function 00m m*<tt Orabe i(i/ 



unb 



A">a=i«2«3..«. m.Am.Ax"* 

A"»t» U =?: A^t* tt C=3 A'"^^ U B=5 JC. 5= O. 
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Über bie Gummen ber ^unctionem 




u ^abeft btd je^t bie Functionen al9 gegebene/ unb t^^re 
Z)tfferenien ola ju fu4)enbe ©rdßen betradbtet ; mon fann ober au^ 
umgefel^rt/ n^enn bte X)tferenj einer Function gegeben t{l/ bte }(ujftn« 
tung ber Snnctton felbft jum ®egenflant)e einer 2(ufgabe machen. 

£)ie Function/ aud it)eld[)er eine gegebene Z)ifferenj entfprtngt/ 
^etf t bie @ u m m e biefer IDifferenj/ unb wirb burc^ t)ad berfelben Dorge^ 
fefte Seichen es angebeutet* 2)iefem gem<Sß/ flellt ^/(y) eine gunc* 
tion Don x oor/ beren SJifferertj ==/(x) ifi. 

S$ Qxht Orögen / beren 2)ijferenjen gleich S7uH jinb* 2)erglei4)ert 
fwb erjHic^ Vit befldnbigen Oropen / welche i^rer Stotur nac^ jebe 93er* 
Anbetung / alfo auct^ Ik Z)ifferen{ au^fd^Iiepen. 3(aein ed laJTen ftc^ 
fiberbie^ noc^ unjd^Iige Functionen au^ftnbig nia(I)en / beten 2)ifferen« 
(en (ei jebem SBertj^e ber oeränt)erlid)en ©tfipeit oetfci))oinben. 0olc^e 

Sunctionen jlnb sin. — — , cos.-—-, yAx — xAy u. b. gl./ weI4>e 

ejfenbat benfelben Sert^ beÄe^oIten / wenn x in x-f-Ax/ ytny-j-Ay 
tibetgel^t/ unb uberj^aupt olle Functionen / ivelc^e man aud berlei®t$- 
fen loie immer jufammenfe^t. 

<Sihb nun jioei Functionen bloß um eine ©roße ))on einanber 
untetfc^ieben / auf beren SGBett^ bie oorgenommene Umwanblung ber 
»etdnberlic^en ©roßen x, y, . . , in x-|-Ax, y + ^J/ • • • • '^^' 
nen Sin^uß audiibt/ fo faOen bie 2)iferenjen biefer Functionen genau 
gieicb ^^* ^teraud folgt/ baß ber Wücffct)Iuß oon ber 2)ijferetti auf 
bie (Summe immer ^a^ ©eprdge ber Unbeflimmt^eit an ftc^ trdgt/ unb 
man an^ ber erfleren nur jenen S^eil ber festeren mit ©ewiß^eit anju« 
geben tjernrag / weld)er bei ben mit Un tjerdnberlid^en ©rJßen oorge- 
itommenen ^nberungen gleichfalls eine ^nberung erteibet. <^at man 
biefen oerdnberlic^en Z^eil ber <^ttmme beflimtnt/ fo wirb man i^m/ 
um bie Cumme ber oorgelegten £)ifferen{ ooüfldnbig ju erhalten / noc^ 
eine .unbeflimmte Function oon ber oben ermahnten «efc^affen^eit ju-- 
fe^eu/ beren 9!atur ben befonberen Umßdnben ber ju löfenben 2(ufgabe 
gemdß/ audiumitteln ij}* 

(Srt^eilt man ben oerdnberli^en ©roßen / wd^renb man bie g^' 
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funbetie ^umm^ ju im Speien t^enii^t/ wegen n>elc^r fiegefuc^t 
ivurbe^ Moß foI4)e SBertpe^ in ^ejug auf tveic^e bte in bet ©umtne 
entl^oUene unbeptmmte ©roße fletö benfelben SEerfl^ beibe()dU; fo föim 
Wön biefc ÖJrßge ol^ eine befidnbige betrad)te«. Sie wirb gewS^nlit^ 
bie m i 11 f u r l i d) e S n f! a n t e genannt unb burd) bte Splbe Cons/. 
bejeid^uefi .Sft ölfo j. ?Ö, >iF(x) =/(x), fo iji unter ber angegebe- 
nen a$efc^rinf«ng im .2(IIgenieinen ^f(^) === F(x) + Con«^. 2)iefe 
Sonflante wirb befümnit/ wenn man ben SBertj^ fennt / weld^en iic 
©umme -^/(x) fitr irgenb einen SEBert^ ber oerdnberIi4)en x erjiaft. 
SBirb i-.aj. für x=^',\^/(x)=b, fo ^at man h=F(a)'^Const.i 
«Ifo ConsUz=zh — F{üi), unbbA6er^y(x)==:JF(x)— P(a)4-b. 

, SBir wollen nun bie ©ummen einiger ber einföld)jlen Functionen 
fennen lernen / wnb ju biefeni 6hbe mit ben Functionen ein^r Dcrdnber* 
lic^n ©rope ben 'jfnfang mad}en, £)er unbefHininite tj^etl jeber ®umme 
foD ßeta M eine Sonflante betracf)tet werben. 

9dei ber 2(uffud)ung ber Summen ijl bie feemerfung m^lii), i^f 
bie ®umme einer aud mehreren 2:^eilen befle^enben ^t^nction erholten 
wirb/ wenn molt bie Summen ber einjelnen Steile fuc^tV unb biefet* 
ben üt>i>itt 2lud) uberjeiigt man ft^ Ieid)t^ t>a^ ein befldnbiger Factor 
efiner Function ein Factor i^rer Summe fe|)n muf. 

€$ ijl b^m S3^griffe einer Summe gemdß 

^Ax szr X *J- Consti' 

2)a aber Ax t)on x nidE)t ab^dngt/ fo Jdnn man, in fo fern man 
Moß X al$ oerdnberli^ dnftel^t/ A x ^ i ftdtt ^Ax f(^reiben. S^entttac^ ifl 



^1 



= -1-4. 

Ax ^^ 



ConsU 



Ax ' 

ober/ wenn mart/ wafl offenbar ertaubt ifl, Cotiä«. flött ■ feft: 

2\ =5-^-1- ConsU 

Ax * 

^tebutd^ i^ man im^tanbe/ bie Sitmme üeber befidnbigen ©rope 
A anzugeben. 9Ran ^at ndmlic^ 

(35) -^A c: A-2'i =5 i^ + Con««. 

F^J^n^*^ ^P A . X* t=2xAx -j- Ax«^/ folglich 

X* -}- Co/i*t. t= 2 A x-2'x + A X* -2*1 ^ b. 1^. 

(36) :Sx =s -^ — - + ConsL 

^ -^ aAx 2 ' 



2T1 

Huf hU^lbt m. rt#l j!# <i«« A . X*. «= 3^» A X + 3 r A X» + A X» 

u« fi it)^; U)eld)e Formeln wir jeboc^/ ba jTe und ju dner befbi^eren 
SSorUfung 0tojf bartieten / J^wr nicl)t weiter ^jerfolgen wellen, 

Stetr ^aben in ber tjor^erge^etiben 93t>rlef«ng A . a^ = a* (a^^ -^ i) 

(38) JS'a« = --^ [- Co/is£i 

3fud ber ©lei^inig Alog.x fa Zo^. f i -j j tx^alt iüan 

S)?an fann iebe beflanbtge ®rö^e af^ ben Cogorttl^mua einer an« 
fceren Sonjiauten in jebem beliebigen ©pjleme betrad)ten, ®e^t man 
2)a|^er in ber /enteren ©leid^ung log. Cfiatt Contt,, fo ^at man 

(39) ^log. (^1 +^^^ lifg, Cx. 
^ ®ie gormeltt 

A sm. X =: s äi/i, | Ax . cos. (x -j- f Ax) 
Aco&x s=3 — a«/i,^Ax . 5i/i.(x 4" f ^^) 

gebeil ^ 

cos 1c 
^ >i/t. (x 4- - Ax) eris -— --^-^ — l*--— 4* Consta 

a 

-2* CO*, (x + ^ A x) = — r^^: 1-. ConsLi 

ober, wenn man, *aa j^ter offenbar erlaubt ijl, «~^Ax (latt r 

(Ao) 2 sin.x =aa f. ix — ■ . ConsU 

^. ^ ^ ^^ Jm. (x — tAx) , ^ 

(AI) ScoSiX =±= — -^t — -^; — - 4- Con*f* 

'^^ ^ a^i/t. -iAx ' 



äSep hen (Bummtix besiegt man bie förponettfert tramec öuf bie ©rögen 
unter bein eummenjelt^en , ba^ec ifl Sa« einerlei mit 2(a«), ni^t aber 
mit (2a)«. 
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" iTk 0unttnen Ut ^mcticntn laff^ti f[£^ Ui Ut ^nrnmimni Ut 
Steigen mit 93ort^etl ^ermenben. 

CEd ifl ^/(x) eine Function bet 93erditbetrt^eit x , ber<n 2)iffe' 
tei|$ VI %ejug auf bief« 93erdnberlt4)e ^f(x) ifl ^ ba^er muf 

(42) -S/Cx + A x) -^ -2/(1) =^ /(x) , folglich 

(43) -Sy(x+Äx)-=/(x)4-^/(y) fe^n. 

©eft raati inbiefer ©letci^unj x— A? -latt x/ (d lergtbt (idj> 

-2/(x) «/(X--AX) + -^/(x — Ax), 

woraud auf btefrlbe litt 

^/(x— Ax) =/(x— 2Ax) + -^/(x — 2Ax) 
-:?/(x — 2Ak)=/(x — 3Ax) + -^/(x — 3Ax) 

U. (• w. 

folgt. €^itbflttutrt man fiatt ber @ummen bt> gletc^geUenben 2(ua« 
brncfe/ fo »trb 

(44) -S-ZCx) =/(x - Ax) +/(x - 2Ax) +/(x - 3AX) + 

+/(x — nAx) + -2/(x — nA]^). 

SSSirb -^/(x) fD befltmmt/ baf -2'/(x— nAx) oerfc^winb^t, wad 
immer mit ^ulfe ber wiDfurlid^en Son|!ante gefc^e^en fann/ fo ^atmw 

(43) ^/(x) =3:/(x — Ax) +/(x— 2Ax) +/(x — 3Ax) + 

4./(x— nAx), 

weld^e ®Iet4)ung bte Summe ber Steige 

/(x— Ax), /(x— 2Ax), /(X--.3AX), . , . ./(x — DAX) 

barfleüt. 9)?an fann il^r nod[^ oerfd^iebene anbere ©eftalleii geben. ®e|t 
man j. %. x-f-nAx ^att x, unb fd^reibt man i^ire ©liebet in-^^erfe^r« 
ter Orbnung, fo wirb 

(46) -2'/(x+iiAx)===/(x)4./(x + Ax)+/(x+2Ax) + 

+/[x + (n— OAx], 

wobei bie @umme ^/(x -j- dAx) fo ju beflimmen ifl, baß f[e für 
11=0 oerfc^minbet , bamit ndmlic^ ;?/(x):s= o werbe^ 

Sin befonberer S<(U ber (enteren ^oxmeU t^ner n&mlid), wenn 
x=:i unb Ax=sz 1 ij}, oerbient eine nähere Betrachtung« 2}ann 
l^at man 

(47) ^/(n+i) =i;=/(i) +/(2) +/(3) + +/(n), 

wobei -;r/(n+i) fo bejiimmt -werben muß, t>a^ -5/(1) = o wirb. 
2(b^r /(n) fiellt ta^ aUgemetne, ober bem unbeflimmten Seiger aentfpre« 



273 

menformel berfelben fJdei^e. ^p.)Vte wir ^ür gefunb^n ^ab^tt; baß 
-2y(n + *) fihifn=ö ierfc^wfrtben muß, wenit^biV ju fumnwwnbe 
^avt^U ha Steige, mit bem ©liebe/ beffen S^iS^r i tfl/ anheben foK/ 
ebeit fo loft jlc^ and) leicht geigen, baß -2'/(n-j-i) fiit nssk — i 
gletc^ ffluü wetten muß, wenn babiirc^ bie ®untme 

ott^gubrikf^n i% SSim vergftetc^ ^emit/ ipa6 In ber bdtten S^otle« 
(ung liber biefen ®egen|lanb Qe^Qt würbe* 

' €^ fe^ g; »% bie geomettifc^e f^rogtefftort 

a/ aq, aq*^> aq*/ aq*/ . k . * Äq*— * 

gu fninirttren* ®e^en wir /(n) = äq*»-», fo J^aben wir 

/(n + i) =* a q«i uuD ' ^f(n -f- 1) s±:» a -S^q*^ * 

Sie •Formel (38) gibt, wenn man bafelbjl n jlatt x/ q jiatt a^ 
unb bie Sin^eit jlatt Ax fe^t. 



I « 



^q« es =-L^ 4- Const.» 
* q — 1 • 

' . q~^ ■ 
äia -2'/(ii + 1) für nssoben 893ert^ ÖluH er^tt^ii firtT/ f^ |^at 
man/ wenn man in biefer (Sleic^nng n.^erfd^winben laßt, 

H' V a 

O ÄS r— *^ — f- ConsU , " alfo Constt c= — .^ 

q— 1 ' '^ * q — 1 

welc^6 dtefuUat mit ber befannten (Sumtnenformi^I ber geometrifc^^lit 
^voQte^i^n ubereinflimmt. 

®^Q bie 0umm^ einer 9j!ei^e oon ^tnuffen gefunban« werben> 
beren 9SoQtn in artt^mi^tifc^er ^rogreffion fortfcf)teiten / nämtic^ 

«n. x^ sin,(x -|- Äx) -}- sin. (x -j- 2 A'x) 4^.^.4 + sin. [x -j- (o — * ) ^ '^J/ 

fo faun man oon ber SorlMel (46) @ebrdud^ m<K^en. @e|t man .^a^ 
felbjl /(x) = «/i.x, fo wirb bte ju fuc^enbe Summe burd^ ben ?fuö* 
brucf -2'5J7i.(x+nÄx) angegeben, wenn berfelbefür n = ö oerfc^win» 
bet. 9Sermöge (40) ijl, wenn man x-^nAx flött x fe^t/ 
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©« btefe ®üntme fiir 0=0 ijeVfc^winben fiff^ fo l^at iwan 



2 5in. i. il X 
, 5m. "j- n A X . sin, [x -(- 7 (n — 1)' A x] 



^A :^ ^("+y) 



Weld^ee SRffuttat tdit ber gorwl (tro)* bf^t iWonitgjlen.SSorrefuna ei* 
nerlei ijl* .■!.-. / . • . . . 

SSBir »offen nun \>U ®«mmeii bef fififa<#en Stinctioneit jiDetfr 
»erÄnberlfc^er ©rpgen x unb y fennen lernen* 

e$ i|i Ä (x + 7) = Ai -f iy, folglich / 

^(Ax + 47) ^ x^'^ y + Const. 

€5ie^'t nlon Ax unb Ay aia befianbige ©roßen on/ fo fann man 
^(Ax + Ay) = (Ax + Äy)-5'i fej^en, ba^er ^at mpn 

x + y '' ' ' - 

^^ ~ Ax + Ay ^ Co/z*^, uüb für jebe bejliSnbtge ©tope A 

A(x + y) 

.^ . A h ConsL 

Ax-J-Ay * 

gerner tjl A(x*+y) =3 axAx 4- Ax^ + Ay, folglich 

fi^x^x 4- (Ax^^ + Ay) -2*1 0=5 X* 4-.y +• Corat 

unb , 

(48) ^x=c '',ty-<^;;+^y)^- ^c3„^, 

3(uf biefelbe ?Irt finbet man / oon A (x+y») au^gel^enb ^ 

, . 2dy » 

8egt man aber bte ©lefc^ungen 
A(t» + y) =5 3x»Ax 4- 3xAx» -f- Ax' -f Ay 

A(x*y) sss 3xyAx + yAxV4- x*Ay + 2xAxAy + Ax^Af 

u. b. gL 
iuW ©runbe, fo er^dtt man bte SEßert^e oon -S^x^, :sxy u. b. gl 
e« tft ferner A^. xy = AxAy. 9?tnimr thari beiberfeitS We 

Gummen in^ejug auf x, tnbem man^bie 93er(JnberItc^feit von y nidit 
beac^ti^t, wa^ burc^ bad Beteten ^ angebeutet »erben foB^Jo 

$atmon 

AxAyJS'i i= Ä (xy 4. ConsU), 
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Utxai)M xouthe f bälget ijl jktt ber Sonßonte eiire unhßimitUe ^unc« 
tm i)on 7 ju fe^en, iie voiv iixxd) 9(7) ariietden wollen^ unb fomit 
^at man 3 



y 



®ummirt man nttn noc^ tn ^ejug auf f, fo ergti^t fic^ 

ttoptei^(x) etne unbefltmmte Sunctt0n o()n x anjetgt. 
S}ieta\i$ folgt 

(49) -2^ 1 c ^-iL-- + y (y) + ^ (x)/^ 

»mn man rtdimltd^ ^(y) unb ^(x) jlatt " ^ -^ unb fc^reibt^ 

)9a$ n)^gen btr Unuerdnberlic^fett oon Ax unb Ay^ unb megen ber 
Unteflimmt^ett ber burc^ f unb '^ angebeuteten Suuctionen erlaubt tjl. 
2(uf biefelbe 2(rt folgt an^ 

A* . x*y ä= flxAxAy + Ax*Ay 

U. f. f* 

(Enbnd[^ bemerfen xoit no(^ / baß 
(5i) -2/(x,y) ==s/(x — Ax,y — Ay) ^./(x — aAx, y— 2 Ay) 

+ /(x — 3Ax, y — 3Ay) -{-•••♦* 

-["/C*"^**^^/ y*— »Ay) + '^/(5t— nAx, y— nAy) 

ttob 

(5a) -2^/(x,y) «/(x-Ax, y— Ay) + /(x— Ax, y — aAy) 

•'^ +/(x— Ax, y--.3Ay) + .*.+/(x-.Ax, y^nAy) 

+ -2'/(x— Ax, y— nAy) 
r 
-f./(x— 2Ax, y— Ay) +/(x — 2Ax, y — 2Ay) 

4-/(»— 2Ax, y— 3Ay) + . • • 4-/(x— a Ax , y— -n Ay) 

-[--?/(x— aAx, y— nAy) 

+f(x—mAx, y — Ay) +/(x — »Ax, y— «Ay) 
+/(x— mAx, y — 3Ay) + * . • +/(x — m Ax, y — nAy) 

^-^/(x— mAx, y— n Ay) 

+ :s*/(x— mAx, y— nAy) 

t8 ♦ 



"7 



276 

iß« Tni'ttfltte btcfei? ^rnteln folgt aud. ber Gleichung 

unb bte le^tere aud 

^fi^n) — -^'/(x — Ax,y) = -2'/(x~Ax,y), 

tnbem matt jebe btefet ©letc^tingen auf biein benfrlben erfc^eftienben 
(Summen fortu^äl^renb dwmx(ttt. 

2)te ©letc^ung (62) btent {ur (Summirüng ber !Dop)>eIreJ^en. 
Sa^ bte Functionen breter utib meisteret oerdnberlid^er (Stoßen ju a^n« 
liefen ißetrac^tungen ^Seranlaffung geben fonnen/ bebarf feiner Srin« 
jterung. 
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3n)ci unb »lersiöjte 5>orIefung. 

über bie ^o^eten Sifferenjen unb über bie (Sunts! 

mirung ber ^^otenjen einer \>eränberlic^en ®rofe 

mit ganjen ppfit.i^en ©jcponenten. 



v^d fep bte r*« ©tffer^nj ber ^otenj i"» %n entwicfeln / wenn m 
eine ganje pofithe 3(^hl bebeutet/ unb £^% ala tqnflont betrachtet wirb. 
2>iefelbe ijl baö erjle ®Iteb ber r*«" Differenjrei^e fiir bie ^auptrei^e 

x«*, (x+Ax)«, (x-j-sAx)™, (x4-3Ax)", . . . • (x + rAx)", . . . • 

folglich 

(53) A*. xm =1 (x-f rAi)« — ^[) [x+(r— i)Ax]m + /^^ [x4.(r^a)Ax]n« -^ 

-j- ( — l)'xro. 

Snttotcfelt man bie ^otenjen ber l&inonte/ unb nimmt man. bie 
mit gTei<{;namtgen ^otenjen von x oerfe^enen ©lieber {ufammen, fo 
ergibt ^t^ 

A. . ,« = [^, -, (0 + (0 ~ (0 + \. (-«)'] X- 

+[r- (^) (r-.) + (3(»-«)- (3)(r-3)+..^-.)' . o](;")i»- Ax 
+p-(y)(r--)»+(;;)(r^»)»-(3)(r-3)M-"+(-«)'.»']I(r)*"-^»* 

-|.rrm— Q^r— 0"! 4- ^^^(r— s)«^^ (^) (r— 3)« +...+(— i)r . o" J Ax« . 

2)ad erfle &H^^U$fe^ 2fuabrurfed ijl mit (i — 0' x»« gleii^be-- 
beutenb/ unb beß^otb so; benn r ijl eine ^an^e pofttioe \)0i\ o oer^ 
fc^iebene 3a^L Z)ad allgemeine ®Iieb beffelben aber j^at bie S^rnt 

[j^ - ([) (r~i)^ + (;) (r-2)w - g) (r«3)w + . . . . 

.... + (_,)'. ow] (;;;)x«-wAxw, 

unb Jatm , ba bte ©rope innerhalb ber klammern offenbar i^^ er jte 

©lieb ber r*«« Sifferenjrei^e für bie ^au))trei^e 

> 

ow, iw, 2w, 3^/ . • . • (f — a)^< (r— •0'''/ !"'/•••• 
ijl/ burd^ 



X' 
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artgebeutet iperben, 2(u$ ber neun unb bretßigflen ^orlffung er^eüet; 
baf 4"" (o^) perfc^wmbet / fo lange w fletner ifl M v/ unb ba$ biefe 
©rJJe für .w=r bem ^robucte i\2.3v-(r — i)r glet^ forarat. 
Sd ^anbeft fid^ alfo nur noc^ um eine l^equeme 9}?l^t^pbe ^ bte SB^rt^e 
»on A'(o'+«)/ A'(o'+«), A'(o't3), .... ju berec^neiir Jji^jtt 
btenen fofgfiibe SB^tr^K^tufigcHf 

Gonbert man in ber Soritiel 

Af (9w) :?? fw ^ (1;) (r-i)w -I- (J) (r:^2)w -. g) (r^3)w +,.,... 

+ (•" »)'o^ 

99n ben^otenjen rw/(r-ri)''( (r— 2)^, (r— 3)^, • • • • ^f«?" 
Sactor ab / um ^a$ {ugej^ortge ©Iteb wirfltc^ bamtt ju muUipflctren/ 
fp ergibt fic^j 

«r J^rw-, _([)(r- ,)w~, +(;;)(r.a)w-..-.g)(r.3)w-f +...+(-|)»ow-. J 
+ ([) (r-O«^' -^ » Q (rr2)w^ + 3 (0 (r.3)w^« _ ... ^ (-.,),-. ow-i . 

Hifx bem 93t[bt|ng9g«fe|e ber Sinomtalcoefftctenten gu Solge i{( 
mein p (^) a;? e |^'*"~ *) / baj^er ^at man 

A» (OW) SS 

f 

(54) A' (o^) = r [A' (0^-0 + A'-' (o'^^Olt 

2)tefe etnfacfie (Sletc^ung mac^t ed mogltd^^ bte SBerl^e von 
A* (o^) für alle Jfbjlufungen ber Säulen r unb w jlufenwetfe ju Jf 
red)neu/ unb tn eine Sabelle infammen ju jlellen, wpoon f6Igenbef 
@((|ema ben 2Cnfang enthalt : 
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1 »• 


o» 


o' - 


o» 


o« 


0« 


A> 1 1 


1 


•I 


1 


1 


1 


A' 


o 


2 


6 


i4 3o 


« 62 


A» 


a 


O 


6 


36 


i5o 


540 


A« 1 o 


O 


o 


24 


240 


i56o . 


A' 1 o 


O 


o 


o 


120 


1800 


A« 1 o 


O 


o o 


Q . 


', 720 



u. f. w. 



u. f. »♦ 

3ebe 3a^r in btefer SabeBe wirb er|^aUen / weiin man bte j*^ir in 
^orijontdler Stic^eung bor^erge^enbe ju ber biefer le^Uren in Derticalec 
dttc^tutig oor^ergej^enben abbirt / unb bie ® untme mit bem 3^iä^^ ^^^ 
«^ortjontal-SoIumne/ in welche bie ju fuc^enb« 3«^! f <>ntm^n foQ/ mub 
tipitctrt« ?Iu^ bem uni^ermib^rlic^en ©ange b^r 9tecf)nung/ burc^ welche 
biefe Sabede entfielt/ fonnte man auc^^ menn man ed nid!)( bereite 
WJjfte, folgern, baß A^^ (o*) fdr w^i^ gWd^ JWuH/ «nb fwr w=r 
bem ^robucte i.2,3,...(r— i)r gleidj^ wirb. 

SBir l^aben fomit 

(55) A» . xm = A'(o») , /^) x«-» Ax» H^ A' (or+i) . (^Tj) x«--"-» Ai»+i 
-^ A» (o«:t*) . ( JL ) xm— r— » A x»+« -|- . . . . -|- A» (o«) . A X« . 

g«r r=3m gibt biefe gormel 
A" . x»" t= A"(o™) • Ax»"= 1.2.3... (m — i)m . Ax", 
unb für r>ni, A'.x»s=ao/ waö wir bereite früher gefunben 
^aben. 

Sie 3<»l^r^" t)on ber gorm Av(o^) foramen \^t\ anafptifc^en Un* 
t^rfuc^un^en l^dujig oor^ unb (eifl^n babei wefentli^e ÜDtenfle. 3" ^n* 
ger 93erbinDung mit i^nen jlei^en 'tixz S^^kn oon ber Soriw.A'^ (*'*)♦ 
Offenbar ijl A' (1^)= A«^ (o^) -|- A'+»(o*); aber »ermpg (54) 

l^aben wir A«^ (o^) 4- A'+' (o'') = 'j^'^ , folglid^ - 

Ai^^-i (owti) '■ • 



(56) 



A' (iw) = 



r+i 



♦ »I 
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SBenben wit und nun ju bet 93e|ltmmun<9 Don Zx«. 
g6 tjl A • x"'+» = (x + Ax)"»*-» -;- x"H«5 folgfi^/ wenn m 
tm danje pofttt^e 3a^[ )>orjletIt: 

. . i . -|- Axn> + > . • 

. 9limm^ man betberfeitd bte Gummen in ißejug auf t>U oerdnber« 
nd^0 @r6^e x/ n>a^renb nian ^x al^ t^efldhbt^ betrachtete fo ergibt ftc^ 

(57) xmf« =r (™tO ^^^^'^ + ("l"*) ^^'^^^'"""' + ("^ 3"*) ^»'2:xm-« + .... 

. . . . + Ax"»+«2i ;, 

nh^ wegen ' • 

("f) -5 «■ + " ("f ) = =±^ (?) ' ("f ) = =1^ (T) 

tt. f. m. 

.... ^T"-; f Ax"»Sl, 

^if ^ulf^ btefer (Steigung Idßf fic^ 2x™ berechnen, wenn bte 
liiebrigeten Gummen 2x"— ", 2x"»-», Sx«-^/ . . , . bereite ge* 

funbfin linb* 9^«" ijl 2 1 = 77 + Con^t. / folglich erl^dlt ttiiiQ 

2 X c=3 ,—-— Z\x2 1 tsa — ^ — - 4r Con^t^ 

St» « r^ — 1 . 2Ax2x — 5 Ax»2l 

5ax a 5 ■ ' 

o A X 2 • 6 ' 

2x> ca -— . — ^ -4 ; h ConsU 

4^< 2 • 4 

' 5Ax y ^ 3 5o ^ ^^* 

U. f. W. 

2>ad S3ilbungagefe^ btefer }(udbrucfo wirb erft^tlicl^ ^ wenn man 
in ber gormel (68), nac^ unb nac^ m — it m — a^ m — 3, ♦ . . 
flate m fc^reibt^ unb bie ^ieburc^^ erhaltenen 2(udbru(fe fogleic^ in eben 
biefelbe gormel fubflituirt. Um in biefed ©efc^dft Orbnung {u brtn* 
gen / fann man ftc^ ber Sliminationömet^obe burc^ unbefiimmte Sfßul« 
tiplicatoren bebienen. 



Ser ®Uiä)un^ (57) ju ^olge t{{ ndfmlic^ 

• - I 

@e^t man ^ter aDgmetn m-^r flatt m/ loobet r f (einer gebaut 
tDttb ald m ^ fo {^a( man 

(6,) . = 1 (^,),-*4x.-. _ (f) . ;;J^(;)4X- S." 

0e^t man l^t^r md) unb nac^ rssi, 2/ 3/ 4/ • . « fo (^at 
man nebfi ber ^otnxel (58) noc^ bie @Ietc^ungen 

«==*-- (?) • i (T) ^-s^"^' - 4 (T) ^«*2x-. 



>in- 



• 4 • • 



• • • . • 



u* f. m* 

{07an mutttpßctre btefe ©letc^ungetf nad^ ber Steige mit bfn oor 
ber i^anb noc^ unbeflimmten Sagten A^, A^, A^,f A4/ « « * • abbire 
fie fobann jn ber ©leid^ung (58) / unb f^^e 



202 

(6i) I + (J) A. =, o 

u, f. w./^unb ottgemein 

« + (0 A, + Q A, + g) A, +. .. + (,!,) A,-. =0, 

fo ^at man 

(6a) ISx« e» 

• + ^4 • J (3) ^"-^ A^' + •••• + A„x4x»-«. 

£)fe^e(t^e ber Saluten Ai/ A^^ A3 werben aua beti ®lei<^im' 
gen (61)/ ba ^e fdmmtlidE) Dorn erflen ®rabe jtnb/ unb jebe folgenbe 
nur eine unbefanni/e ©röf e me^r ent^ait <)Id bje noc^floor^erge^enbe^ 
Uidjt berechnet. Solgenbe ^£etraci(|tungen werben babet bienlic^ fepn. 

^an bel^anble W ®Ief^ungen (61) wie bie ©Heber einer Steige/ 
beren Sifertnjrei^en ju fud[|en flwb/ fo werben "jur föilbung berw^*" 

» + (O.A. + Q A, + g) A, + . . . + (^1,) A,_. = o 

iie ii(icf)f!en w baranf fofgenben ©leic^ungeu , wou^n 

» + fr) A. + et") A. + (^1*^) A3 + .... + et::) A.-. 

+ fr)A^ + + (4t-.) A,.w-. =. p 

bie le^te tjl/ in 2(nfprtic^ genoinmen. £)a bie berfetben t^orangei^enben 
w ®Ieic()ungen weniger ©lieber entj^alten / fo fe^e man benfelbeh tU 
fe^Ienben Bc^W^ Ar/ Ar+i/ A,f,, . . * . • mit ber Slalh mnUifli* 
civt jU/ fo bap alle w-f-i ®Ieicf)ungen au^ gleid) i:tie( ©liebern befie' 
l^en. (Stent man nun bie erfle biefer ©leid^ungen unter ber Sorni 

• + (0 A. + (l) A, + g) A3 + . . . + (^i:,) A,^, 



3 



-fr oAr -f" oAr;f i -|- 0Ar + « -]-•.... + pArfw— i = 9 

t)or/ wobei bie Seiger ober ben 9?uQen ber Unterfc^eibung widen ge^ 
braud^t werben^ fo iji i^re w^^lDijfer^i 
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I • t W 

+ Ar A^ O + Alf, A^o4-*.*.4"^'l»->^^^ + *««* + '^r+w— I A^O.S=SO. 

* 

2)te Sifferenjen fcejte^eii fw^ ^ier auf ^ie i?eranberlic()e r unHx 
ber 93orau$fe|ung A r =s i . 

Sinn tjl Ü6er^aui)t A © = ff) - (k) =^ (k^.)/ f^^d«* 
A* (J) = A (hl,) = (il,) 5 A» (J) = (^J:;^), «nb aDäemiri 

lyorauö erj^eOet/ bap A"^ (^) oerfc^mtnbet/ foi)aIb w>li ifl. -getnet 

t 
^at man/ tt^eil ber obigen 93eiet^nun3 gemd^ A^o ba$ erfTe ®(teb bar 

•w*«" 2)iffereniret^e eine« S^auftui^^ vor jiellt / mld)e vfät t fflnUen ^n» 

fängt / unb beren f olgenbe ©lieber 

/ r + t \ /r + t+*\ /r + t + !»\ / r + w \ 

finb, 

^•^ = (4t-r.) - (r) CiTz;) + (r) CtT-?) - • • • • 

' I)|rucft tnan A^ (^) nöc^ b^r gorntel (6) mt6/ fp l^at man, mit 
S3eru(f ftdE)tigung be$ oben gefunbenen äBert|^e$ biefer®roße/ bieCSIeic^ung 

<64)Cr)-(^)('•+^•)+(^)("*■rV'•••+(->'(0=t-^v)r 

®e^t man "^kt k=r+t— i , fp ergibt fi^/ ba ber erße S^eil 
biefer ®Ieid)ung/ megen bem ^erfd^minben j^er ^tnomialcoejficii^q' 
ten mit negatioen S^tgern nur bi6 ^u bem @Iiebe' 

. / w wr+t-A / ^ ^ 

fpr^gef^lt werben fann, bie ©teid^ung 

/ r + w \ /w\ /r + w— 1\ , /w\ /r + w — aX 

^ (r + t— j— w) = (w — t+i/ ' 

^-o = (,_■;+,) + (-ow-«(^_T+.)- 



• « • • 



• • 4 • • 
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fflad) ge^driger ^ertScFn^tl^nn^ Mtfer 9t«fuUa(e f nbet man für 
bte w<* Stiffereitj/ auf ivelcf^e bie le^te itt ©Uidfun^en (6 t) fü^rt/ 
folgenden 2(u«b|;t((( ; 

(65) A,+ (:)a^. + (:) A,+.+ß) A,+,4.... + (^;_,)a,_. 

+ [(„l,)-(-0'(^!L,)] Ah. + . . , . . . 

+ [(0 + (7)] A'+— «^ «»• 

2)iefe ©Fekl^iing gibt ben 955ert^ uon A,+w-i/ twitti oUe oorj^er» 
gej^enben SBert^e von A,fw--« angefangen bia A^r befant^. flnb. 

6dfe9t»(65) rc^pwcsan, alfo r+w-r-i=an-r-i. Sann 
Fontmen bafelbft bloß jene ber ©roßen A^/. A^^ A3/ . • • oor/ bereo 
Setger ungerabe jtnb/ unb jwifc^en bte (Srenjen n unb an — 1 fallen. 
2ä^t man' nsasa feph, fo fnbef man 3Aj=ao ober A3 = o; ba^er 
mujfen/ wie man leicht fte^t^ )venn man nac^ unb nac^ nee 3/ 4/ $m-« 
annimmt/ aUe Salden/ t0eld)e burd[^ A mit ungeraben unb bie (Sin^eit 
überjleigenben S^ig^t-n Dorgetlellt ttjerben/' oerfc^winben. 

@efet man in (65) wesn unb rsisn^-i/ alfo r+w — isssn^ 
unb ^ernac^ tndbefonber^ nc=: i/ 3/ 3/ . . . « fo erhält m^n ein 
@pftem von ©letd^ungen / ivelc^ed mit Suste^ung ber ©letdSfung 

1 + (^j Aj = o jur SÖerec^nung ber SBerr^e von A^, A^, Aß/ :c. 
bequemer tjl/ ald ber Snbegriff ber ®Ieid)ungen (61). 

» 

Die Soejficienten A^, A4, A^ :c. ,^^ißen bie 35ernouIIt- 
fdSien Säulen. SEBir wollen fte mit Bj, B^, B3, :c. bejeic^nen. 

%et bem ®ebraucl[)e ber ©leid^ung (65) unter ber?Inna^me w!=n 
unb r7=;n-|-i ifi {u uiiterfcl[)eiben / ob 41 gerabe ober nngerabe tjl. 

Sni erjlen gaU^ fep ns=2p, fo ergibt ftd)/ ba mati/ wenn /* eine 

flanje pojitioe Sa^l tjl, im JlUgemetnen (^J!L ) flatt (p)fc$reibenbarf: 

(66) • B, + [(?) + CP+')] B,4. + [(y) + ('P+')] Bh. 

+ [CD +(•"*?')] B,t3 + ,...+ [4P+«]B.,-o. 
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3m iwetten 5«ne («9 n 9=3 ap — 1 ^ fo folgt 

(67) [» + (?)] Bp + li^n + (?)] «'+• 

X>k ®kid)un^en (66) unb (67) geben für paai^ 2/ 3/ • • • • 

(68) Bi+ SB^ÄO 

B2+t4B3+ 984=10 

B3 + a^B4 4. tee, + aBB<, SS o 



6Ba+ 7^5 = 

7B,-i-3oB4+iiB5=:o 

^84 + 7785 +0»B5+iöB7ÄO 



1 

2 



2)a^ I + öAi t=s o, Älfo A| aa — 1 {jl; femeünacf) (65) (fut 

wssi/ r2==2) Ai4-3Äi£=o, olfo Aj 
fo er^4It man (uiö ben ^btc^uugen (68) 



B| = g gefmiben toirb^ 



B 



'%* 






B7 



o 



d?a4 i&eru(fft(i^ttgund aller biefer <Srget)ntffe nimmt bte ^oiml 
(62) fülaenbe ^sflalt an : 

(69) ' . * 2x"» =s 

(m-l-i)Ax 2 ' 2\»/ . ' 4\^/ 

-j-Bs'i /^) X»-"S AX* + ..... 4. G)7Mt. 

S)ad ber (£on{!ante ootl^erge^enl^e ©lieb entj^dlt x ober x^^ ]> 
nad[)bem m gerate ober unger abe ifi. 

2)aß biefe gormel auf bi« ©ummirung ber JReil^e ber ni<?«^o« 
tenjen ber natürlichen 3a^(en/ folglich auc^ auf bie ®ummirung jeber 
artt^metif^en fX^i^e^ angemeldet werben fann/ t^ fthr fic^ flar. 
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S)rei unb t>xtt^\^fc SJcricfung. 

.. übet t>a6 X>iff«rentiren t>(r Functionen. 

i^d^t man bie einer beliebigen Function /(x) jum ©ruube lie« 
genbc )>erdnberli(^e @r6pe x in x-f-Ax übergeben/ unb t^eiU man Uc 
l^ierait^ entf))rt.ngenbe X)ifferenj ber Sun^tion / ndmltc^ 

bttVc^ bie Z)ifferenj Ax bet \)erdnbet(id)en @rope/ fo o|^aUman im 
2((Igemeinen eine Function i^on x unb Ax jum Quotienten ^ n)eI4ie wir 
bütcf)Xx, Ä x) ijorjlederi wollen/ fo baß 

(l) ■ -^^ ■ s= — — ! 1 — :i_LZ =z ä(x/ Ax) 

^ '^ Ax Ax . 

iff. SSerfe^t man nnn in biefet gi^nctton 9 (x, Ax) bie tjon x oollig 
unabj^dngige ®t6$t Ax in ben Suftanb be* unenblic^en ?Ibnel^niend/ fo 
fann babei bie genannte Function nic^t bei jebem SQSert^e oon x unenb* 
tid) |t)acf)fen ober unenblicf^ abnehmen , fdnbern eö ifl bieß ^6cf)flen0 in 
»ejug auf ifolirte SBert^e oon x moglicf^, iergeftatt, baß ftc^ feinnoc^ 
fo f(eine< SnteroaU ber SJert^e uon x angeben l&$t f innerl^alb bejfeti 
9(x/ Ax) bei bem unenblicf) Hein Serben 4>on Ax, foruid^renb un« 
tnilii) groß ober unenbli(^ flein ivurbe. 

SBie au^ tmm^r hie gunction /(x) befcl)affen feyn mtJg / fo Mße 
fii) in jebem SBert^e do« x, fi'ir ipeld)en/(x) einen angebbaren SBert^ 
annimmt, j. 83. ju bem SSBert^ xs=a ein anberer xssb finben, fo 
baß/(b) ebenfalls eine angebbare ©rojje ifl,' unb/(x),. tnbem x Don 
a bi$ b ^ntd) alle benfbaren 3tt)ifcl)enflnfen übergebt, ftetd wdc^ji ober 

fietd abnimmt/ df^ b^er Audti^nt '^ - s in SSeii^fiutd <t»t i^ i^^i <tuf 
einanbey folgenbe SSJert^e t>on x bajfelbe Seichen erj^dtt. 

SWan nel^me Ax = ^-^^, wobei n eine ganje poptio.eSa^I «n« 
{eigt , unb gebe ber oerdnberlid^en @r5ße x md) unb nad) bie SBertj^e 
af a-f-Ax, a-J-nAx, ä+3^*' • i • # « + (""^0^*/j 

fo ge^t ber iClHotient "^ - babei in 
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A» ' Ax ' ^ ~Ti~ ^ 

• • • i • « • * * • ' 1 ' ■ ■ ' ' 

A X 

ittWr. 2)i> @tsmme aller ,ttefer n Sert^e bed genannten jQuotten« 

^ /(ä + n A «) ~/(a) _, ^ /(b) -/(a) 

i* . . \ ;Ax ' ""^ * b — a 

fprg^i^^ famt nf^( jeber iet^elbtn gröf er ober tUinet fe|)n ala tie 9(Htg 
U^immU @rgpe -^ ^^^"^ . Sa man ju bemfelben SÄefuItate ge^- 
UnQtf wie gtof man ftc^ audE; immer bte Sd^ n, ober loie fletn man 

' ■* ■ " ^ ' • b — a * ■ 

^^.iu^ immer bte S)tffereni Ax es — ^_ benfen^ unb i^te.nal^e. im- 
mer b an a liegen mag< fo ifl bie ot)en ati6gef))roc^ene 95e]^'auptutt9 
tewiefen. 

• ^Utdyn^ folgt/ bap ber Äuotient -üii bei bem !une«bfic^en 3(1^* 

ne^meoi oon Ax an eine ©renje gebunben ifi/ toelc^e im Mgemeinen 
oon X abfangt/ b. ^« ald eine Function oon x erf^etnt. d3e5eict)nen 
i^ir biefe Function burd^ /i (x), fo j^aben )oir in '«Öejug auf bad unenb^ 
Itd^ nein äBerben oon Ax bie ®Ieict)ung v 

, 2(hc^ f{e{;t ttidtif baß A/W b^i bem unenblfd)ett ^(bne^men oon 
Äx felbfl unenblicf) fletn mx\>, loeil fon{!/i(x) jeber^eit unenblic^ loac^« 
fen müßte/ gegen bad fo eben 93e)viefene. 

(Sine t!)ifferenj/ toeld^e im 3wfiaiibe beö anenblicf)cn ?Ibnepraertd 
betrautet wirb/ l^elßt ein iDifferenjiat/ unb wirb burd; ffiertau* 
fc^nng bea SJuc^^aben^ A mit t£ tejeic^Aet. . . 

9}?an fann ba^er bie(SIeic^ung (2) mxt SEBeglapng bed3^td|en$ 
lim, and} fo fd^rciben i 

(3)' iZ^^^^.Cx). 

^er^luotient ^ » i^itx^t ber S)ifferenitaiquotient ber 

CLf X 

Sunetion /(x), ?(m« bem Tludbrucfe beffelben (3) folgt burdii aRuItt« 
pUcation mit<ixbte2)tffe»en{ta(glekd[^ung 

(4) ^/W=/i(«)-rf3K/ 
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welche im ©runbe Mcf ftiie «bgefttrtte iHii^UOmQ Ut atxi (i) ettt^ 
fpviuQenUn ©leic^ung 

(5) Um. A/(*) =* '*^' [? (^ / A 5^) • Ä *} 

X)ie ©letd^ung (4) / tidmüd) bett 2(u$brucf bed £)t{ferenjta(a für 
eine gegebene Function fnben^ ^etpt biefe Function btfferenitren. 

Sa^t jlc^ bie 2)ifferenj einer Function /(x) in eine nac|| ben fttu 
genben ^oten^en t?on Asc f or^ifd^rei^enb; / bei bem unenblidlien )(l;i9«^' 

mm von Ax conoergirenbe Steige 

A/(x) =; ü,Ax + ü,Ax* 4- UaAx» + . . .;, , V.: 

fluflofen, worin Ü,, U^, U3, . . . . gunctionen Dort x anjefgen/ fb* 
ifl ber Soefficient ber etflen ^tenj i>on Ax/ ndmltc^ IJi^ ber Atfft». 
renjiatqu()tient/ unb. bie ©leit^ung , . ^ 

d/(x)=sü,dx 

bie 2)ifferenitargleic^nng in S3ejug auf bie vorgelegte S^inctton. Ztnn 
ea ifl 

fofgli^f/ wenn Ax unenblid; flein wirb: 

As 

j 

2[ud bem ©efagten ergibt ftd^ uon felbfl ettt altg^meinea 9^erf4^< 
ren/ baa 2)iffereniia[ jeber Function eiaier veranberlict)en ©roge ju 
finben. 

SWan fud^e ndmlic^ entweber aua bera3efct)affenl^eit ber gegeberten 
gunctton/(x) unmittelbar bie ©renje ju bejlinimen/ weld^er jlcl) ber 

Quotient /^ ' ^^^ >m 'unenblic^eti abnehmen oon Ax 

4>^ne €nbe nä^extf unb multipticire biefe ©renje mit £{x; ober man 
entwicfIe/(x+Ax) — /(x) nacl> ben^otenjen oon Äx, unb be^alt^/ 
nacf)bem man Ax mit dx t>ertaufc^t ^atf bloß jene ©lieber ber Snt^ 
xoicfelung bei > in welchen d x in ber erjlen ^otenj erfc^etnt« 

Cbfd)on ber ?(nit)enbung ber einen ober ber anberen gornt biefed 
93erfa^renabet allen gunttionen einer oeränberlid^en ©roße feine @d^tvie- 
rigfeit im Sßegc fle^t/ fo iftea boc^ ber 93e<)uemlid^ett ber 9lei^uit0 
iuträgli^/ bie Z)iffereniiafien iber einfacf^jieit Sunctioi;en ein für aUe 
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8RaI iu entxoid^tn / unb aup Un babei et^aUenen Stefuttaten eben fa 
Dtele brfonbere Z)tffereiiitatton^regeIn {u abflra^irett. 

(S^e wir aber jur ?iudetnanberfe(ung btefer befonberen Ste^tla 
fortfd^retten / woütn wir folgcnUn aU^emmen ®a^ eripdfen , bur(^ 
we(c|^en nic^t nur Mein bie 21nwenbung berfelben auf bie Snnctioneit 
mjfglid^ wirb/ fonbern auc^ für bie ^ibleirung ber erwähnten Stegcin 
felbfi ein Sort^etf erwdd^il. 

£ad 2>tfereniia( einer Function mehrerer verdnberlic^er ©rcfen/ 
^ttforuttter wir bie ©renje verflel^en/ berftc^ hit totale IDifferenj ber«^ 
felben bei htm unenbtit^en ?fbne^nien ber 2)ifferenien bert^erdnberlic^en 
(Sti$m unenblic^ nd^ert/ ifl ber ®umnte ber f)artieDen Z)iffereniialien 
jÜUid), welche entfielen/ wenn man in ber urfprunglic^en Sunctiott 
nad^ ber Steige jebe ber oerdnberlic^en ©rpßen um eine unenblic^ ab* 
ne^menbe 2)iferenj variiren l&^U wd^renb man aUe. übrigen t^erdnber« 
liefen @rofen a(a conftant betrachtet. 

Itm tini^ i^ktf toie aucf^ in ber %olQtf einer bequemen SSejeic^nung 
ju bebieneu/ woDen wir feftfe^en/ ba^ unter du, wenn u eine Func- 
tion mehrerer oerdnberlic^er ©röfen x/ 7/ z/ . . * . tfi/ fletd ha^ 
vpQfldnbi^e 2)i{fer'eniial von u in iSejug auf bie 93erdiiberlid)feit fdmmt« 
lieber variabler ©ropen x, j, z, . . . oerflanben werbe $ ^ingegfn 

foOein Z)tferen{taIquotient/ wU—-, immer itn ))artiellen 2)iffere)i« 

{ialquotienten audbrucfen , welcher ftc^ ergibt / wenn in ber Function 
u blop X in x-j-^x übergebt/ unb bie übrigen ®r5ßen 7/ z/ . , • • 
angednbert bleiben; fo/ baf ed/ fobalb mehrere oerdnberU(^e®roßen tn 

J 'S. 

Sßetrac^tung fommeu/ nid^t erlaubt i{l ^— <f x s= lio (u fe|en/ mtl 

d X 

je^ z,- dx bloß baa in SBejug auf x genommene partielle 2>iffereniial 

ton u oorfleUt/ we(4e6 wir übrigen^ auc^z bie oier^igfle ^orlefung 
iot 2(ugen ^abenb/ burd^ </a oorfleKen tonnten/ wenn wir nicf)t bc« 

furd^teteu/ und ^ieburd|^ oon bet beinahe allgemein angenommenen 93e« 
iet($nitng6weife ju fe^r ju entfernen. 

Z)er oben aufgefieOte 0a^ wirb burc^ bie ®leid||ung 

£2ii <£u du. 

(6) du =s --r-dx + •-— d7 + ---rfz + 

^ '^ dx ' ^7 ^ ' tf » * 

«uagebruA. Um i^n ju beweifen / betradl^ten wir ber Xurje falber 
b{oß «ine Sttnction breier oerdnberlid^er ©rifen 



aQQ ' 

9i(f( diu unjS 
9ber 

Äu =s/(x+;Äx, y + Ay, z-f-Az) — /(x, y + Aj, z + Az) 
+ f{^f 7 + ^Jr a + Az) — /(i, y, zrf Az) 

b. 1^. in ben S^td^^n ber Dieritgßen ^orlefuug : 

Au = A/(ic, y + Ay, z + Az> + A/(x, y, z+Az).+ A/(x,.y, «). 

2&$t man nun Ax/ Aj/ Az uuenblic^ ot)ncl^nuit/ fo nähern 
f[d[> bie Functionen /(x, y^-Ay/ z + Az) wnb/(x, y/z-^l^e) 
D^ne gnb? b^r gunction* u> unb bie obige ©leic^ung perwanbelt jtc^ in 

, da du . du. , 

<i u S5S -~ £/x + -— rfy 4- — dz. 
«X * _dy '' ^ dz 

2fuf 4^nlicl)e ?(rt it>irb ber0a^*auc^ fiir gutictione« mel^rmr 
9erdnberli(^er ©ropen target^an. 

£)a biefer @a^ gilt/ bie ber Function jum 63mnbe liegenben ®ri» 
fen mögen t>on etnanber unob^dngig fejjn, ober tn ipa6 tmm«r für ei* 
nein Sufammenj^ange fielen; fo er(^dU tn«n ba6 Sifereniial einet 
giinction , weld^e flc^ tn tnel^rere ^axt^'xtu abtjieilen U^i, biefe ?ar* 
t^ten mögen nun Steile fepn, oua loelcfeen bie gunction burc^ 2(bl>ition/ 
ober gactoren, <sud loeftljen biefelbe fcurd) SDcuIu'pIication gebilbet wirb/ 
ibenn mdn bie J^artietten. S)iffereniialien ber gunction abbirt/ ju bencn 
man gelangt, tnbem man nac^ ber SKei^e jebe biefer. 9>art^ien für fi(i 
«Hern aU oetanbeHicIi betrad&tet* 

m 

aJefle^t alfo eine gunction u au$ mehreren Steilen P, Q, R/.... 
fo ifi du ä! dP + dQ + dR ^ . . ; , . ji^obei man, wenn einer 
biefer S^ile unoerdnberlidgi wdre, fein 2)iffereniial =?o ju fe^en j^dtte. 

^a^ Sifferenjial einea 9>robucte^ oerdnberli^er gactoren x, 

7,z, * *.. tflberanoc^ ass yz...dx+xz...dy4.x7...dz+.*./ 

alfo inebefonbere 

(7) «^ * iy « ydx 4- xify 

d . xyz as: yzdx + T^zdj -[* xydz 

U. f. »• 

Sil us=x», fo l^at man, m m^ m^ immer fdr eine Sa^I t^ 
beuten 2 
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Auc3 (x-f Ax)«* — ;l-== mx"*--»Äx ^ L_ix«-» Ax*,^- u.f 

alfo \* ' ^ 

>(8) d 4 X" 5= mx^-'dx. 

93ef6)tberd $4ufi0 ^orfommenbe ft^edeDe SdUe btefer Sarnti^I ftnb : 

(9) rf . X* =s ftxrfi, ii. x^ sa 3x»dx/ d.x* =±s 4x3dx, jc. 
. 1. dt , i . a</x i M^ 



i2x .- 1 dTL 






ay'x v^x ai/x 



/ K« 



3ijl ein 93ru(^ *^ ^ ~ i^ bifferenjiren / f4 ftnbet matt m^tn 

(,0) d.! = £i + xd:«£-^~JL^«L£iZlL£2. 

V / y y I y y ya yl 

2)te ^ier aufg^fieUten S<)>^niela reichen l^tii/ bad SDtfferengial jeber 
iltgebratfc^fn Function einer ober mehrerer oetdnberltd^er ©rößen ansu« 
geben. SBenben wir und nun ju ben einfac^jlen ber nn^ befannteil 
tranäcenbenten^^Suncdonen. 

a^ ijl Ä , a» == a« (a^— i)^ ater 

a^^ =.= I + Ax . U + lii.:iil* + ,c./ 
fplgli((f A • a« sa a* Ax • la ^ tc«/ ünb ba^er 

Segen ^e <= i ^at man tndbefonbere 

(la) d ♦, e* sa e« dx* 

SBtr fdnneo nun aud^ eine ^otenj y* / beren ©ritnbia^t unb df* 
)>onent veränberlic^e ©ripen ftnb/ biferenjiren. (Sd ifi namlt^ i^er« 
m(se(6)/ (8) unb (ii) . 

(i3) d . y« =3 xy*-«djr 4- J*^x^y* 

Äuft ÄZx - j(i + —^ « ^ ^ i i^ + IC. fpfgf 

04) dU==^. 

» 

S3ir l^abett 

£ksin,x ss: flji/i«^Axc<>t.(x-)-^Ax)i 

^9 * 



29% 

folflltc^/ tiüä) btt ^t^^Qi^ Ut ®tmi$n, Ui Um unenbltc^eit Him^mtn 
ton A X : 

(i5) d sin. X CSS cos.x * dx. 

@c|>retbt man j^ier ^n — x jlott x, fo »irb wegen 

(i6) <f 6*0«. X es < — 9m. X • </x. 

IDa Ig*. X BS —1- tjl, fo fnbet man nac| (io> 

cos» x 

y \ , ^ COS. X dsin, x — */«. x i;f cof. x cos, x* 4- W/i. x' , 
<i7) dtg.x^ss , — =, H dx 

cos, X* tOS»'X^ 

dT 

8=s =• sss dx * sec.x'^ f 

cos,x^ 

ttnb ^teraud bur(^ 9}ertauf(||ung 9on xmitjie — x: 

(i8) d cot, X = : — - =5 — dx. cosec. xk 

' sin, X* 

Serner iß sec^x = — i» , alfo 

COJ. X ' 

(^ ^\ j d cos, X sin, x , dx 

19) d . secx si — -——r; = -— - — — = ig, X. sec.x . dx, 

cos, X* cos, x^ ° ' 

folglich auc|^ 

(«-."k j - cos.x • dx 
30> d coÄßc.x =5 , ^— ssi _ coUx . cosec. X, dx. 

sm, X* . — ' 

2)le ^öm^ln (i5) wnb (17) geben 

, d sin, X . , dte,x 

©eft man in ber erjleren ©leic^ung «^x=z, unb in ber Ie|» 
tereh tg.x^z, fo erj^aft man bie gormein 

(ai) dArc.8in,z c= /^"^ . , (22) dArc.ig.z as -^, 

eben fo ergibt jtc^ an^ (16) «nb (18) 
(23) d Are. COS. z z=z ^_, (24) ^i^rc.coe. 2 ss 1^; 

enblic^ an0 (19) unb (20) wegen 

dx ^ ^^^* ^ ■ ^ CO J(?C. X 

scc, X Vsecx^ — I 
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QSier unb »^ierjigjlc ©orlefung- 

über bie ^o^ertn 2)ifferen5ialicn ber ^f««^ 



tionem 



^wenft man fic^ bte ^^ren l^ifferenjen ber )^er4nberlt(|ien ®r5' 
feil/ t0tld)e in ben ^d^eren Z^iffereajeti einer 'junctton^erfc^etnen/ in 
ben3u^anb bed unenb(t4)en 2(bne^mena oerfe^t/ b. ^« iit 2)tf eren)tiilieit 
urtoanbelt; fo er^dft man bte ^oj^eren £)tfferenitatien btefer 
Sunctton. f&eietcl()net man bte ^ol^eren Z)tfferen jtalten einer t>erdnberlid^en 
Ütife auf d^nlic^e Tlrt, l»ie bie ^ö^eren SDiferenjen / jet)oc^ mit 93er« 
taufc^un^ bed S3uc^ftabend A gegen cf/ fo f nbet man/ ttyiebie®td< 
^ung (so) ber t^terjigflen 93orIefung jeigt/ bie l^i^eren :StfereniiaIien 
einer S^nction oon t, ivenn man baö erfle !Z)ffferen{iaI bfrfeKen nac^ 
bim in ber oor^erge^nben QSorlefung ert^eilten 9Sorf€f)r{fren ^interein« 
«nber btfferenjirt , in fo fern man d*x al« baö I)ifereniial oon dz, 
d^x aU bad X)iffereniial r>on d'^x/ n. f. xo. betrachtet. (Sin ©leic^e^ 
gilt auc^ oon ben ^ö^eren £)ifereniiaIieN ber Functionen mel^rerer oer« 
4nberTid^er ©rdfeh / wo(ei aber bie^i^eren'X)t{fereniiaIien aller biefer 
^erdirberKd^n in S5etra^tung fommem 

Sd fep fiJr eine guncttoit /(x) einer oerdnberlic^en fflrof e x , 

dJ{x)=Mx) .dx 
dA(x)=:M%) .dx 

dMx) =/s(x> .dx 

dA{x}=A(^) • <*« 

M.' f. 19. f 

fo erkürt f (^ : 

(27) d'^t) ÄS d[f,(x).dx] = dMx).dx +/,(%). il^x 
t=/,(x).dx»-f/,(x),d»x 
d\fCx) = d EA (x) . dx» + /. (x) . d' x] 

= d/,(x).dx» + 3/»(x).dx d»x4-d/,(x).d»X 4./.(x).d»X 

s=/,(x).dx» + 3/»(x).dxd»x 4./,(x).d3x 
d*f(x) =./^(x).dx* + 6/,(x).dx»d'x + 3/,(x).d^x» 
+ A/iW-'i.xd'x +/.(x).d*x 

n. f. w. 
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^itvavti folgt 



u. f. ». 

I>« /t (x) / /i (») / /a (x) / /♦ (x) / u. f. w. i^rera Urfprunae ae* 
mS$ beftimmte ^uncHonen Ut ux&nUt\\^tn ®rpße x ftit^/ fp rta^ern 
fi(^ bte £luottentett 

^/(^) ^^/(O ^r/'c^) ., • 

offenbar nur bann bei bem unenbli^ fletn f$erben b^r X)ifferen)ialien 
4^f d}:Lf d^x, d'^y;, xt. beflimmUn t^on x ab^^ngenben ©renjeit/ 
I9en|t bte Quotienten 

ttnter benfelbfii Umfidlnben weber unenbltc^ iv^id^fen/ noc^ unenMi^ ab' 
Itei^men. 9!)?an muß bal^er bei bem Übergange uon ben ^o^eren £)ife« 
reiijen ber S«nction/(x) auf bie carrefponbirenben ©ifferenjialien ber^ 

felben no^ t^prau$fe^en ^ baß i|n ?(Pgenieinen ber Cluotient -p^ / m* 

bei r eine ganje pofttioe 3a^I bebeutet/ eine 9ionig befümmte ©renfe 
julaffe. 2)eß^alb betraci^tet ntan oud^ bad r<^ Z)ifferen{ial einer i^erdn« 
berlicben ®r6ße unb bie x^^ ^ottni i^red erflen S)iferenjial$ ali ^iffe« 
reniiaI-®roßen oon einerlei Orbnung/ unb nennt jte (.ufam« 
tnenge^orige 2)iffereniialien. X)er ^luotient^ ivelc^n m 
l^ö^erea 2)iffereniial einer t>eranberlicben ®r6ße burc^ ein nkbrigereA 
tDiffereQjial^berfelben ^tt^zxit barbietet/ ..nim^^bei bem unenblic^ flein 
SBerben beiber 2)tfferenjialiett unenblic^ ab; ber Ouotient aherrUrelc^er 
oud ber IDiuiftott eined ntebrigeren ^CifterentiaB burd^ ein ^ö^ere^ ent' 
fprtngt/ n^dicbfl babei unenblid^« Z)affe(bc gilt aud^ t)on ben Z)ifferett> 
{ialien einer Function in iSejug auf bie Z^ifferei^jic^Iien ^iner ber i\^t {tn» 
@runbe Itegenben verdnberli4)en @rößen. 

2)ie ©renken/ welchen ftd^ bie Auplienteni 



% 



I 



295 



fftx ii»x d^x 

TT^^ d^' 7T^' }^' 



bei ber umnilid^en'Uhnci^me Ut £)jfferen{tal{en unenhlidf nS^ettif tt^er« 
ben fetneömeged bucc^ bie iSefd^affen^ett ber ju btfferenjtrenben Sunc 
tton/(x) fefigefe^t/ fonbern jte fangen bloß t>on ben »ejte^ungen aV 
meiere unter ben oecfc^tebenen iSifferenjen ber ))eränberlt(^en (Srope x 
mii^reiib t^rer unenbd'c^en ^Serfletnerung @tatt ftnben. (S$ bleiben 
bemnacf) bte ;Drferenjtalquoderiten berSunction/(x)/ namlic^ 

^/(^) £/(52 ^V(t) .^ 

\o lange unbejitmmt/ hi$ über bie ^ebeutung ber CluoHenten 

d^x d^x d^x 

5T^' 71»' </x4' ^^* 
gehörig uerfugt werben t|}. 

2)fe Ünbejltmmt^eit ber festeren £luoh'enten/ nnb fomtt aud^ jene 

becerjiereh/ wirb aufgehoben/ wenn man ^-7 irgenb einer gunctton 

Wtt X, ). ». ber Function ^(x) gleich fejt. 2)enti^ieburc^ wirb 

<Z»x =: 9(x) . rfx*/ 
alfo ci»x = d^(x) . dx* + ^9i^)* rfxd*K; 

unb wenn man df (x) ss j>i (x) « <2x fepn Id|t : 

d^x /VI / \ «^* 

_«9,(x) + 29(x),^ ^ 

£)a$ auf bemfe(ben Sege fortgerec^net werben fanu/ iji für ftc^ f(ar« 
95ei ben mannigfaltigen 2lnwenbungen ber :^tffereniialrec^nung 

d^x 

tt^irb bie Function r weld)er ber Cluotient j-^ gleich fe^n fod / fafi 

burc^ge^enba baburd^ gegeben / bap man bad {weite 2)iffereniial / unb 
ba^er auc^ alle ^o^eren 2)ijferenjtalten einer Function t>on x gleich) SRuS 
annimmt / ober wa^ baffelbe j^eipt/ bap man bad erfle 2)iffereni)at bte« 
fer Function ald eine conflante @rdpe betrad^tet. (Sd fep ndmlic^ % 
bie erwähnte gunctton , ferner 

dt sis ^(x) . dx unb rf*t =a 0/ fd Wirb/ 
o = d^(x) • dx 4- ^(x) . rf»x; 

•ber, wenn man d^(x) a ^^(x) . dx fejt: 

o = ^j (x) . iix* -^ ^(x) . d»xr 



folglidji 



dx^ 4>(x) 



«00 

3n bfefem galTe tfl alfo Ui otig« 9(1) »— ^. Sie 

f^icflic^e SGBal^I bed conßant ju fe^enben IDtferenjtaM irä^t fe^r «iet 
lut Stnfac^l^eit unb Setc^ttgf ett ber Sted^nung bei/ wie^ wir tn ber golje 
fej^n werben. 

SBicb bad erße Z)ifferenjtal ber t^erdnberlic^en @ripe x felbf}/ auf 
wel^e pd) bie (u btjferenjirenbe Suncttcn /(x) bejte^t/. für eine be« 
fldnbtge ®ri$fe erfl^rt/ fi> ^at man d^xr=so, d^xsssof d^x=^Of 
tf. f. m.; folglich r tpenn man bieDbige SBetet^nung betbel^dU: 

(39) ' d*/(x)=/,(x) . dx* 

c£VW=/4(x).<£x* 

u. f. w. 

iZ)ie l^i^eren unter biefer ^orau^fe^ung genommenen !4Dtf erenjta« 
Iten ber Functionen befofgen merfwurbige ^ilbungdgefe^^e. S6 würbe 
und ^ter ju weit fuhren , wenn wir nn^ bamtt befd)dftigeh wotIteR/ 
auf SMttel ^inguweifen / biefe ©efe^e ju entbedPen. Sa^er begnüge» 
wir una ^ter einige ber einfac^flen Srge1mi|fe bed fortgefe{^len Z)tfereii< 
jirena anjufü^irett* 

(£a fep y=x»/ n eine ganje po jittw 3ö!^I uub d*x = o/ fo ftn» 
bet man 

(3o) dj = nx«-«i{x 

d^y ^=z n(ii— ^i)x"^Mx* 
d^y == n (n — 1 ) (n — 2) x»— ^ d x' 
d* jr c= n (n ^ 1 ) (n~2) (n— 3) x"-4 d x* 
U« f. W./ 

unb allgemein 

d*^ jr = n (n-«^i) (n — 2) (n — 3) .... (n — r-f-i) x»~' rfx' . 

SBirb r e=a Q / fo ^at man 

rf»y s=; n (n-— t) (n~2) (n~3) . • • . 3 . 2 . 1 , rfx» , 

folglid^ rf»+»y 5=8 0/ d"^'»y = 0, u. f, w.; )»a$ fc^on baraud erjfel« 

let/ baß A^^-»/ 5=5 i^«^•7 ea icl c=5 o tjl, 

' - 3fi y = ^r; = ~/ fo N wan 



n dx 



(3t) dy - ~ 



X»+ » 



/ 



rfXy 5-3 ^ 



L 



i 



J 



2»7 
^3» — n(n+i)(a+a)<fi» 

lU f. W.r 

. (— i)» . n (n+i ) (n+2) . . . (n+r — i) d x» 
d^j s=s ^ , . ^ , ^\ i, ' ^j . ^ i . 

2(irt 7 sss «TL X ef l^dtt matt ^ * 

(3a) dj.:szcoB.x.dxp d^jss — 'Hrux^ds^*, d^jess^^cas.x.dx^^ 

d*y ssisin^x . dx^f d^ y as; CifS^x . dx^ f %C* 

SBirb aü9 y T=nf(x), mt oucfi aud beit attf etttotibet fotgetibett 
IDifferenjialquottetttett bet ^amtilen 7 ttttb x irgenb ettt ottolptifc^er 
](ndbrticf U gebtlbet^ fo w^lt berfel^/ wtrtttan aud 9}etf))telen Ux^i 
fielet/ im 3(%emetnen t>erfc^teb(ne 93ebeututisen / )e ttac^bettt btefed 

cbfc ienef erfle Stffercniial, conflont gefegt »trb/ ober -^ biefen ober 
jenen Sßert^ annimmt. 

ginbee man, tn fo fern j-5 s=s ? (x> #f U =3 J^W/ f^ Wf* 

ftc^ bet|t3(udb(udPetJ jeberjett einefolc^ejorm gebett^ baj er au^/ wenti 

~ a "^ (x) angenommen wirb, bad »orige Stefultat üeaF(x) bar* 

hxtitu 9Ran fe^e ju btjefem Snbe in bem 2(u6brucFe U flau ber Z)tfe< 
reniialie» oon y i^re burd^ bie gormein (27) angegebenen Sert^e / fo 
\cii man einen 2(udbrncf t>or ftd^/ ittmetc^em bloß bie Suncttonen 
f{x), /,(x), /,(x), /3(x)r /4(x)/ tc- unb bie 2>iffereniiaBeii 

dx, d»x, d^x, d*x, :c. erfd^etnen. 8dßt man bafelbjl ^^ « 9» (x) 

fepnv fo rebuctrt er fic^ auf einen Woß/(x) , /* (x) , /i(x) , /s (x) , tc* 
unb bie burc^ t>\t X)ifferen{iattott oon 9 (t) erzeugten ®rö$e» entfaften^ 
ben 2(u$brucr/ beffen SBert^ e= jP (x) tfl. SRun ^at man 

(33) /,(x) = .— ^ t« ^ 



££t <ix <3ix»v 



^/S ^/iW .*<^* dxd^y^d yd^x 



^/ N <^/iU) </x^^y — 3rf«*xrf*y + 3rfydf»x*-*-rfxrfyii»* 

/sC^) = -77- = 7 — 3Ii ^ 



n 
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dx 
<d±^ d*j — edt,'^ d*x d^j — idx^ d*y d^x+iSdxd^ x^ d^j} 

— 4. + io<^T££yrf^x££»x — %5dyd^\^--d\'^dyd'*j. > 

_ 

«• f. W* / 

wel^e Formeln für jeben SBert^ von 'j^befU^en; folglich erj^ältmait/ 

»e«n man ntittelfl berfelbeii ik ^mttmen fx(x)f f^{x)f f^{x), 
/4(x)/ ic! aud bem iuU^t grfunbenen ^(ndbrncf e' tt>egf4iafft/ einen 2(ud' 
brucf./ beffen Sert^ = F(x) i|l^ tnan mag jit^tfc^en d^x imb dx^ 
feine/ ober it^ad immer für ei^e beliebige 9te(ation/ {• 99. bte oben an^ 

geführte ^=:+(x)rfejtfe&e». 

4 

^etrac^ten wiv nun bte ^o^eren 2>t{feren{talten einer Sunedon a 
iweier t>on etnanber unabhängiger oeranberlid^er ©roßen x unb j» 
SBir ^aben 

€f a SS «--^ dx 4* 'T^ ^T/ 
tfx * dj •' 

wobei bte partiellen SJtjfferenjtalijiiottenten ^-z T" ^'^ 2ftlgemetnen 
gunctionen i)On ^ unb y ftnb« ®e^en ivtr ber Aiirje tvegen 

(34) dtt s;« pdx -|* qrfy. 

^'eraud folgt ci*u =i dpdx 4- pd*x + ^qrfy + q*'*?'* 



S7un ifl 


dp ==> 


<2x 


4x 


+ 


dp 
dy ' 


» 


unb 


dqrz: 


Ix 


dx 


+ 


4S- 
3y' 




aber ^ = 

dy 


d 


dl 
dy 


1 

c 
■/ 


dl ~ 


du 
dx 



onb wie wir bereit« in ber oieriigfien ^orlefung bemerft J^aben , 

AAa SS AAn/ 

ivenn man bei ber$6e|iimmung ber gi»eittn (»artieOen Z)iffereni bie bur(b 
tie erfie l^erbeigefil^rCe ©rope Ax ober Ay. (il6 iinoerdnberlic^ be^ 
trachtet y alfo aud^ 



l 



«99 

Au A« 

A . i_ A , 7 

' Ax 'Ar 

Ay • Ax 

Mdlic^/ wenn man von ben £)tfferienien auf bte Z)ijfereniiaIUn äbet^ 



t » « 



dx dj 

dj dx ' 

b B ^ ea £2 
^ 4y . ^x 

S^ fep bec Jturje wegen 

/fp s <fp dt{ dq 

f» $«ten wir 1 

1 

dp «ES rdx 4* •dy./ äq sEs sdz «f- tdj/ 

bfljer 

(35) d»u *=3 rdx» + atdxdy + ^^J* + prf*x + ?[^*y« 

@oa btefer 2(udbrucF bie nit^tge ä3eflimmt|^eit befi^en/ fo muß 
frtPcj^f imtfc()en d*x unb dx», wieauc^ jwifd^en d»y unb dy» eine 
®Ietc^ung gegeben fepn« X)a dx unb dj gar nicf)t Don etnanbec ab' 
l^ingen, (o fann man fomol^I d^x ald and) d^j ^Uid) dluU fe^en. Un- 
Ut biefer 83oraMdf^^ung ^at man ben einfacheren 2(uabrucF: 

(36) d^n s=9 rdx» -l« asdxdy + tdy». 

SBan i)pe9t Jfterd au^ j-^ flatt r, ^^^^ Pdtt •, unb 

2p i^Af t t {u fc^retben / weld^e SBejetc^nungen na^ ben bei ben S)if' 

ferenjen gebraud^ten gebilbet ftnb $ unb ft^ an^ bem ®ange b^r obigen 
^{(d^nung leicht rechtfertigen laffen j ba^er ifl ftir d» x: =s o unb 
, d^jfss^o auc^ 

(3,) d»u =^ — dx» + a i^ dxdy + — dy^ 
Unter benfelben 93oraudfe^ungen ffnbet man 
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(3,) ,..^Slä^^('\-Si-.,^,, 



4hVi 



d^n 









d^VL 






unb — ; — — uber^auj)t burc^ 



dv^ 



dv^ dy 



dy 

i^orgefleHt werben. 

2(uf d^nlt(^e fiktfe oerfd^rt man mit Suncttt n^n bttiet unb me^ 
rerer oerdnberltc^er ®rpf en. 



A rt 
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Ober ben ®ebrau4> b.er ^Differenjialre^nuttg bei 

ber SSiejltmmung ber unter bet gorm ^ erfd^etiten» 

ben, mit aitc^ ber groften unb lletnfl^n Jffiert^e 

ber gunctioneiU' . 



@.i 



ß in $6eiug auf bad unenbIU(ie 2(biie$inien von Ax 

Ax ÄX ' 

ober , wenn wir -^^ s= /, (x) fe Jen : 

t 

Sben fo ifl für eine anbere Function berfelben i^eranberlic^en ©rope 
unter berfetben 93orau$feJung 

Wenn ber ©ifferenjialquotient — t — ■ burc^ F^ (x) bejeic^net wirb. 

A X 

Tiü$ {i) unb (2) folgt 

/qx ,. /(^ + Ax)-/(x) _ /»(x) 

9}el^men wir nun on, bnf bie gunctionen/(x) unb F(x) für bie 
@ubf}ttutton X = Xo oerfc^wtnben / fo gibt und bie ®Iei4|ung (S)/ 
Wenn wir bafelbji Xo jlatt x^d^reibettr wegen /(xo)c=so unb JJ'(xo)=sq 



/•(Xo + Axo) Jp;(Xo) 

2(ber ofenbar ijl bei bem unenblic^ Hein SSerben joon Ax« 

i^(Xo + AXo) iF(Xo)' 

folglich I^Äben wir, in fp ferne ber »rui^ 4^ i^^ ^^^ yarticuWren 
SBert^ =5 X. We gprm j erholt : - , 

(4) ■ /(^o) _ /'(^) 
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SBetiti nun tie ®tifin /i(xo)/ -^1(^0) nl^t judletc^ perf^mm.- 
im, \o wixi intd) Wefe ®Ietd>«ng ^er SBert^ M fi3rud[ied j^ fuc ' 

& 88S Xo ouf eine vtnixoeiienti^e Htt att^gebtifcf f. S)a$ 93erfc^wmbett 
ein^r ier gunctionen/t W/ -Fi(x) furxÄXo legi (er ^vnntntMer 

IBr{c^afen^eit be« IBrnt^e« ^i^ fem ^tnberntf tn ^en SBjeg. 3(i 
/, (x.) SS3 o unb J^, (xo) »on o i?erfdS)i^ben, fo tfl au(^ ^^r^ ä=s o. 
3P hingegen Fj (xo) »a o unb /(xo) »ön o tjerfc^ieben / fo »irb ber 
iSSert^ bei 93ruc^ed ^;^ für xssx» unenbCtd^/ b. $• btefer Üßruc^ 

fann burc^ fortwdl^renbe 2{nndl^erung Jbea üßertl^ed ber 9eränbec(tcl^en 
®roge X an bte ftjre @tb$e Xq größer gemacht tverbeii/ al9 jebe belie« 
btge noc^ fo grope ®röpe* 

• Serben Uc Functionen f^ (x) / F^ (x) burc^ bte ®ubflittttton 
xssxo ebenfaQi auf ^luU rebucirt/ fo gibt hU ©rei^yung (4) über bte 

i&ebeutung bei SSruc^ei y~ feinen 2{uffc^Iuß. 2(ber bann t|i eben 

biefer ®(et^ung gem4p/ n^enn wir 

fe^en : 

f4IIt ba^er wentgjleni eine ber ®r6 Jen /. (x^), F^(x«) oon o verfemt eben 
aui/.fo n?trb und auc^ ber 3Sert^ bei in Srage fie^enben ^uc^ei 
gegeben / b. $• ei t jl 

I Ol ■ ' ' ■ SS Ml»! III • 

3m 2(ag«tn«men fep für aUe ^ttt^t ber ganjen pofttioM B«^l » 

— j^^ «/-(x) unb — 2f7— = •*•(*) i 

fern» ne|^men wir an/ baß für x ts x« fämrotH^e ®ti$m 

/(3Co)/ /l (Xo) / /l (Xo) / /»(Jto)/ .... ./x-. (Xo) 
f(Xo)<| f.(Xo), J-tCXo), F3(Xo)/ .^.-.(X.) 

gleid^ 9}uQ werben , fo (efie^t bie ©tet^un^ 
(6) -^^ = :i^^* , 
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«tO» Wff^ britdPf/ i^cnnjt (xo) unb JP» (to) nl^t juglei^ öetfi^)i>fn« 

bell/ ben untet bergorm - erfc^emenben S5ßm^ bed «Bruche« ~^ 

mit ^wui(i)etiUt a5e(iimtii({)dt' aua. 

.Stimmt (il\o eine gebrochene Sutiction eivet t)eränberlic{)en ©rope/ 

für etnjeit Aefcnbereit ®ef t$ biefer festeren / bie %^vm - o«/ fo bif eren« 

jire man ben 3<J^Ier tvte ou^ ben 9?entter betfelben/ tnbem hion ta^ 
£)^erenjtal ber SS^eiranberli^en aU conflant betrachtet/, gleit^ oft unb 
fo lange J^tnter einanberv bi6 man auf 2$ifferenitaIcoeffictenten fpmpU^ 
wH^t ftlr ben ertim^iten SEBertl^ ber ijerünberlic^en ©rope uidjt betbe 
terfcfewinben. 2)er Ouotient ber 585ert^e/ welche biefe Soeffictente« 
bäbet erhalten/ jetgt ben SSßert^ bed vorgelegten f&tixd)(^ tn S^ejug auf 
bfe i^oi^gcnommene ^pectofliftruiig ber ueranberlic^en @r6ße an. 

®^ gibt gdlle/ in iveli^en l^it fucceifi\?en ©ifferenjialcoefficienten bed 
S&^Ierd unb9?enner^ einer gebro^enen Function für einen |)arti(u(aren 
SBert^ Ut verdnberlic^cn ®r6pe anfänglich gleicl) JRutl, unb fpdter unenb* 
lid) u^erbeu/ unb beß^alb tit '2(nn>enbung obiger Siegel ju feinem !KefuItate 
fü^rr. liDannfud^emanauöbem vorgelegten ii6ruci)e einen anberen abju« 
leiten/ au$ bejfen SBert^e jener bea erfleren erfcf)(ojfen loerbenfanu/ unb 
bet von biefem ^inbernijfe frei ifl. So wirb man j. »./ wenn ber SßBert^ be* 

fBrui?ea Ji für x = i na^ ber obigen Kegel ju bejiimmert 

lodre/ bemfelben bie gorm y \Z*u 9^^^"' ""^ ^^" SSBert^ be^ 
fi5rucl>e$ ■ ^^ ' für x=si eben biefer 9?cgel gemdß auömittetn. 3» 

biefem ^rucl)e jeigt \id) (x — i)» aU gemeinfc^aftlidfeer gactor U^B^^ 
Ier6 unb 92enner$/ ioef>megen beibe für xsssi oerfc^toinben. ^acb2(b« ^ 
fonberung biefeö gactor6 bleibt im Sd^Ier nocl^ pet gactor x — i ju* 
rücf/ unb bep^alb i|lt berSBertl^ bed iBrucbed =;=o^ ivenn x=si gefe|t 
ivirb/ ivadman aud) burc^ hen ©ebrauc^ ber S^ifferen^ialrec^uung jtn« 
bet/ burd^ beren ^ülfe man oft fc^neller jum Siele gelangt/ ald burc^ 
bad 2(uffuc^en ber gemeinfc^aftlic^en gactoren / loegen weld^en Sdj^Ier 
unb 9?enner dner gebroc^nen gunction ju^leicf) oerf(i)toinben. 

6d gibt mej^rere unbeflimmte Kec^nungöformen / welcfje fic^ auf 

bie ©eflalt - bringen laffeit/ j, 83. - — - / * : - u. b. gl. SSßir wer- 



•A 
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ben biirc^ iaB fo elnrn (defugfe gleic^faM in Uli C^tatib gefegt/ dbct 
i^rrn eigentlichen @tnn ju urt^eilen. 

^ie ®xttnc, n^elc^er ftd^ eine Sunclion bei ber unenblic^en Tli* 
nal^me einer borin erfcf)einenben Derdlnberltc^en ®r6ße o^ne Snbe na« 
^ert/ Idpt ft(^ offenbar al6 ber SBBert^ betroc^ten/ meldten biefe Sunc« 
lion annimmt/ ipenn man bie genannte 93erdnbetltc(>e so fe^i. 

@o iß/ wenn Ax in ben 3uflaab bea unenbli^en 3ibpe6menft 
verfemt wirb, Km. *^^'^"^^^^ — /W gj^^^^jj, SBert^e bed S5rtt(|e» 

^ '"*" ^^^ ^ für Ax = o. ;Da aber unter biefer 2(nna^m#ber 

fBru^ in - übergebt/ fo ftntet man ber obigen 9tegel gemä$ feinen 

fSJertl^^ menn man ba6 in t^e^ug auf Ax genommene Sifercniial oon 
/(x*-{- Ax) — f(iL) bur(^ i^Ax t^eilt/ unb i« bem Ouottrnten Ax=o 
fe^t. X)a/<x) fein Ax enthält/ fo ifl ber eriva^nie Quotient bem par« 
tieUen :Si|fereniiaIquotienten- 

QUi^. U^t man ^^^ = /, (x) ober 

fepn ^ fo ifi < wenn man j^ler x •}- A x flatt x f^reiSt : 

d/(x + Äx) «/.(x + Ax) . d(x + Äx) 

= /i(x+Ax) . dx -f /,(x+Ax).</Ax; 

alfo in fo fern man Mop A x aU oeränberlic^ betrachtet : 

<£5±Ül2=V.(x + Ax). 
<Se^t man nun Ax « o/ fo ^at man 

wit ei audf bie SRatur ber 2>ad)e mit ftc^ bringt, 

Unterfu((;en wir nun/ in meld^em S^^d^ ber.£luotient 

/(x + Ax)-/(x) 
Ax« ' 

iDobei n eine ganje ))ofttioe 3a^I bebentet/ bei bem unenblidb fleinSBerf 
ben 9on Ax eine i^on ffluU oerfc^'ebene angebbare (Srenje juMf t Sd 
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für Ax es o tfl/ fo ]^aben iptr ..na^ gej^origer 2(nwent>ung Ut obtgen 
Kegel 

oorauögefe^t / baf man im {metten 2:^eile bet ©leic^ung o flatt Ax 
f^reibt. SP/i(x) ^on fUnü verfc^teben, unb n>i, fo wirb Uxfßvnd) 

• ']. ^X-» fiii^ Axsso unenbUt^ gro^^ l^ingeg^n nimmt biffier S3ru<^ 

biegorm - an/ wenn x einen SBBert^ erj^dlt, filnveld[)en /;i (x) i?er* 

fc^ttrinbet. (£$ fep x« ein fold^er SSBert^ Don x/ alfo/i (xo)iäo/ fo {tu^' 
bell D^if/ )9eit je^t wie'^n bie obige Ülegel angewenbet werben fann/ 

/.-^ /(^o-t"AXo)>^/(Xo) _ /,(Xo + Axo) 
Uni* ' ■■■■■■<■■ II I II» mm ZS3 ' * * ■ ■ " ■ > /. 



Ax; a(n-i)Ax;-» 



ivoSeiiitt {Weiten Sl^eile ber ©leic^nng A'Xo'i= o gefegt WetMn-muf/ 
onbtt'e $ortn bet Function /t burc^ bte 93ebingun3 

dMx)^f^(x) . dx 



Ax" 



km ttnenblic^en ^btttl^tnen von Ax unenbltc^ ivrf^fenb» ®rSf ^ ^ wo« 

ft«Bm(^t/»(Xo)ä=:o «fl. 

©c^f« »tt nun 

d/i (x) =/3(i) • dx, df,(x) ==:Mxy , dx; «. 

, unb laffert wtrauc^ - •. .. 

<)«tF^iuinben / fo erj^^lten wir bur<^ fortg^fe^te 2(nwettbung Ut obigett 
%er 

Ax; ■: , n(n.i)(n-5i)Ax--3 a(n.i)(n.3)(awa)Ax^-4 

/n (Xq 4: A Xq) 

n(n-i).«..3.a.i 

tbobet no«^ uberaQ Axo ?s3.o ^u fe^en ifl. SSBir l^aben fomit 

A x** 1 . 2 ♦ S * . . • . n. . 
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ffitrb auA) fa (xo)"o, fo tjl bte ju fu(%enbe ©renje c=o;.fant 
<Atv fn (xo) Von o »erfct^ieben auö / fo jeigt fid^ ebenfaW 

al< eine ntd^t t^etfc^nptnbenbe angebbare ©rJpe* 
S^ l&$t alfo ber Auotient 

/(x + Ax)--/(x) 
Ax» 

ffir aOe ietie SS^üt^e Don x bei benf itn^nbltc^ Hein SBerbon ber Stfe- 
tren$ Ax eine oon 97ua oerfct)iebene ntc()t unenblic^'ivac^fenbe @renje 
{U/ für meiere bte Sui^cttohen 

/^(x) s= .-^, /^(x) Ä — — -/i . . . . /ä~. (x) m — j— :- 

^lei^ ffluU »erben / /« (x) =s -^"^^ ^ . aber von o oerfdS^ieben m^ 

faBt, tt»b biefe ©renie ipt s=as — y z^^ - , iii fo fern x atu^.^ier 

bie erwd^nten SBett^c erpdlt* 

SDBenn eine 5unctron/(x)/ «xi^renb ftc^ feie i^r jum ®runbc lie* 
aenbe oerdnberlic^e @rö6e x {leta in einem unb bemfelben <Sinne ins 
bert/ b. 1^. entweber junitnterbroc^en fort mdc^fl/ ober ununterbroc^n 
flrt abnimmt^ au^ kern du^lanbe bed SBoc^fend in jenen be6 2lbne^ 
men^ übergebt ^ fo gibt e^ notj^ioenbig einen Sßert^ berQ3erätiberti%.n/ 
j. 33. x = Xor für n>elct)en /(x) groger wirb, old bie SSert^e/ welche 
biefe Function atinimntt/ wenn man x noc^ um etwa^ oergr£pert ober 
terf (eine'rt / b. $, für xöd(i)en, n^enn nur Axo ^e^orig flein angenoin« 
tpen unb fobann nac^ ®efaUeu verringert wirb/ foivo^I 

/(^ö) > /(xo + Axo) ata and) /(x^) :> /(x« — Axo) 
©tcitt pnbet, SOfon fagt in biefem galle, bie gHrttt{ofi/(x) Werbe fut 
X = Xo ein ® r i g t e a ober ein 9)? a r i m u m< ® e^t aber bie S^tn^^^^i^ 
/(x) Ci\x^ bent Snflanbe bed 21bneMen$ itt. jenen bed Sßac^fenö übeiy 
fo gibt e# einen SEBert^ yon x, j. 83. x=Xö/ für weisen / bei ge^o« 
riger j({etn|^eit bei^ £)iffereni Ax^ unb bei allen no^ Heineren ^ert^cii 
berfelben/ fowo^l 

/(Xo) < /(to + ÄXo) «fa%u4 /(Xo) < /(Xo — AXo) 

ift, unb für biefen SSBert^ oon x wirb bie gunciioft ein ÄleinP^* 
ober ein aWinimuw. 
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tm Suflänbe bed SRinimumd f (einer/ alö i'ebec ber itnmittelbar <iii fle 
^renjen^en / burc^ eine geringe SOertne^rting ober ^Serminberüng ber 
vertinberlic^en (Sroßf l^erbeigefn^rten 97ac^banDert^e. 

2)6 eine Function bei bem S^i^tfcf^reifen ber oerdnberlic^eh &v6fi^ 
mehrere 9Ka(e au^ bem SBac^fen in ^a^ 2lbne^hten unb umgef e^rt dber^ 
gefeit fann / fo ftnb aud^ me^^t-e gropte unb f leinfle SBertf^e berfeiben 
inS^lic^. Hhtt jebed )t)ieber^o(te SGBad)fen fe^t ein vorhergegangene^ 
abnehmen uttb umgefe^rt voräuO; ba^et i^irb/ winn man f4mmtlicf)e 
Sert^e ber Function nad) ben in einerlei ®inn foctg^fe|ten 2(nberun« 
gen ber verdubertic^en &tö$e orbnet / fietd ein Maximum mit einem 
9)?inimunt äbwec^feln. Um md)t jü befldnbigen tinrerfct)eibungen iwi* 
fehlen )>of[ttoert unb negativen @rögten unb ^leinflen genot^igt ju fei^n/ 
n^oUen itnr bie ^ejie^ungen »ivac^fen« unb ^^abne^menc — »großer« 
unb »fieiner« in bem f($on in ber breijebnten ^orlefung gebrauchten 
ttlgebraifc^en ^tffne nehmen/ fo baß tni 3ufdi^men^ange mit aQen 
übrigen 93erdnberuttgen bie hegätioen 99?imma a(6 üTIaxinia/ unb bie 
üegatio^n ^axima al^ 9)?tnima auftreten. 

(S$ Surfte faum not^ig fet)n ju bemerf^n / bd0 ^ier bloß bdii Uh 
relativen größten unb tieinflen Sert^en ber guncttonen hit 9tebe 
tfi. 0inb alte relativen ^axima unb Minima einer Function befannr^ 
fo fann aud benfelben (eid}t i^r abfoluted äRa^imum unb 9)?inimum/ 
foioo^f iii ärit^metifc^er/ alö duc^ in algebraif4)er äjebeutung an^t* 
fcffieben n^rben^ 

2)a ber frdj^er gebrauchtet! ^ejetc^ttung genidp fiir hM uneubltc^if 
Tlbne^nun von 4t 

hm. ^ ^^ =/, (x) = ^^g— , 

iü^tt aui) / wenn man bad 3etdlien von A r dnbert / 

• ». 

6. 5. r/;n. /lli£l>-:^ « + /. (X) 

A X "^ 

tjl, feerl^artenbieS)ijferenieft/(x+Ax)— /(x) unb/(x— Ax)— /(x) 
bei ben fleitijlen SBert^en von Ax/ fobalb /i(x) einen he^immten, von 
ber Viuü^ verfc^iebeneti SBert^ beft^t f geiviß ent^egengefe^te B^iäftnj^ 
unb €6 ftnbet Weber ein ©r^pte^ noc^ ein ^leinfled ber S^tnclion /(x) 
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®tattß fonbern btefi? guncfion nmmt bei bem SBßac^fnt von x {u obet 
abr je mä)Um /i(x) felbjl jwjitiü ober negotio erfc^emt 6a geben 
i^emnad) nur iette ^ertl^e uon x ein äRajciraiim ober ein Snitiimum bei 
guuction /(x) , für iveI4)e ber Sifferrniialqwotient f^ (x) oerfc^winbet 
ober unenblid^ wirb/ b, {)• für »eld)e/ nac^ ^ef^^tijgung ber bak« öD««* 

falld entjle^enben gorm - , bie SnuII« bfcf imS^^'er ober bloß im Ken-- 

rier btefeö Cluotienten ijorfommt. Um ba^er biefe SSSert^e oon x ju er« 

l^iilten/ mu^ man bie Oleic^ungen /^(x) a» o, -rr— ca o auflofen. 

SBetd^e t^rer SEBuräeln aber auf ein 3[)?arimum/ welcf)e aitf ein 3J?int.- 
wum ber gunci^ron /(x), unb welcf>e auf feinea oon beiben fuhren/ 
ntuß'nacf) ben Seichen entfc^iebert ^Derben, ioeIrf)e bie Sifferenjeu 
/(x+Ax) — /(x) unt> /(x — Ax) — j(x) 1)et bem unenbfic^en 2(M-- 
wen oon Ax in SÖejug auf biefe SBurjefn an ftc^ tragen. ' 

Sie ©efd)atfenl^eiit ber Function */'(x) , wenn \lait x eine Surjef 
ber ©Ieicl)ung /i (x) c= o gefegt wirb/ Idpt fic^ furj auf fol9e«be2ff^ 
linterfud)en. SMan fubftituire biefe Sßurjel fiatt x in bie fpl^enbett 

:Öiffmtiitorquot(entcij/,(x) == ^4^/ /a W = ^^~^, tc ««man 

üuf einen fomnit, welcher babei nic^t oerfc^winbet. €t fep /« (x)/ fo 
fitib wegen 

-. /(X 4- A X) — /(X) /n (X) 

/tm, " ^ ^ ^ — ^-^ = — ^^---i^ , worauf 

Ax>^ I . 2 .O. . « . B 



lim* 



/(X±AX)V-/(X) _, (+ l)n/n (X) 



Axn 1.2.Ö..».n 

folgt, bie Seichen ber 2)ifferen$enJ'(x4-Ax)— /(x) «nb/(x-^ Ax>-/(x) 
bei ben Heinjien SSBert^en oon Ax, ungleich ober gleid) , je nai)tm n 
eine ungerabe ober eine gerajbe 3a&l ifi. Sm erjlen galle gibt bie er-- 
Wiä^nte SSButjel fein 2)?ajiimum ober SRinimum ber t^orgelegtea §«»<> 
tionj im jweiten gaUe bietet jte aber ein a)?a^-fmum bar, wenn/nW 
negatio, unb ein aWiniraum, wenn/u(x) pofttio erfd)eint. 

2)ie 58e|iimmung ber bei einer gmictio4i u mel^rerer t>on einanber 
«nabj^öngiger t?erdnberlicber ©roßen x, .y , z, - . ^ , '2>tatt ftnbenbe» 
9D?QA'ima unb SSKiniraa läp fiä) auf bie.fo eb^n oorgetragenen Üel^reö j«^ 
riicffü^ren. * . 

giir )ene2iBer(^ß oon x, 7,. z, ,vwer%. u «=/(«, y, z,*.-) 

in einem SWa^imum ober iu einem aSß'inimum machen , mup U b^ß 
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Ax/ Af/ Az/ .... intjetflerr.gaBe ♦ . . , ^ 

/(x+Ax, y+Ay.y z-f A^r. ... </(v, y/Z/ • • • .)^ 

«nb im j»»eiten UaKe ...,...,. 

/(x + Ax, y + Ayr z + Az, . . . .) >/(s/ y, z, . . . ,) 

fcpn. 2}?an fanh/ tn fo fern \/^/ v, s, , . . . vetinietU^i ®tö' 

fe|8in, toot>ürd[) jt\l^bt>»orIfeäenbe2fttfgab^baraufrrtiu:tr^^ x, jf z, ...^ 



• •- » » 



' *• / 



fdt ;ias3b em S!J?(i>?imttm oter ein 9!Rtntmum »?rb> '«elcf)e SOBertl^e W« 
©roßeii ^/'v, 5, . * . . auc^ immer j^dbeit mögen. 3« biefem Snbe 

wuß efjlHc^ -^; (^) ==5 • — r~-. fur;;i = o enfmebcr verfc()minben , ober 

««eiib[tcfe.jiuter;itt^tt. iB.rtr<td^ten- iiMr blog beu e/Jieu biefer gdlle aW 
ben anri^duftgfleu porfomraÄnben. . 

Dfenbar ^af man . * 

^ '^ dl. ^ ^ dy * dx, * 

Welche ©roße nur bann fiir jebeö g, v, 5, . . . gUtc^ KuH ivirb, 

Wemi bie ©leic^ungen ~s=iOf ^i=o, ^=o, ic. <S,tatt pn^ 

ben. ^ieraud ergeben ftd) ^ ba hie favtklUn S)tffereniiatqtiottenten 

^/ ~, TT'. • • • tmJIDgemetnen alagunctionen oonx, y, «, .... 

erfd)einen, 2Bettl^e für x, y, z, . . . •/ unter weld^en bie jur 2(uf* 
lofung ber 2Cufgabe bienli(i)en gemtg oor^anben jtnb. Um biefe le^teren 
l^eraua ju ftnben , muß man bie ^o^eren £)ifferen;iaIquonenten F^(p)f 
^3 (o) / K. auf bie oben erflärte t£Beife beru(lftcf)ngen. 

63 fep j. iß. u=s/(x, y)/ fo ifi, wenn r, s, t bie in ber mer 
unb Dteriig(}en 93orIe^ng gebraud^ten 33ebeutungen ^aben / 

Pj(o) = rga 4- 2s|v + tv» = r ^14.-1;)* + A — fZ^i,*. 

©inb alfo r unb t — * — für bieSGBert^e i>on x unb y, fiir wefcf)*^ 
bie t)artiellen Sifferenjialquotienten -r^=: p/ unb — ss q oerfd)tt>itt-i 
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bell/ imUid) negaitoe Qtiftn, fo mirb Ftio) fAr jebea | unb v ttega< 
ti)}< unb fi geben bie ermahnten SBat^e bec 93artablen ein Sffarimnm 

Don u; ftnb unter benfelben Umfidnben p unb t — - juglcjc^ f)ofttiV/ 

fo \oivb Fi (o) für jebed ^ unb v ))of!ttUf unb e^ ftnbet ein SRtnimum 

t)ph u ©tott; ^aben r unb % — — »erfc^teb^ne 3eic^en/ fo fällt fi(o) 

für geiotjje SSertl^e oon $ unb v pcfitWf für onbere <iber negatto mh 

unb beß^alb Fann oon feinem SDIarimum ober SO^inimum ber Sunctio» o 

gl 
bie Webe fepp; ergibt jid^ t — r-sss q/ fo befpmm^ f'a(o) ß^t* >«• 

3eid)en oon r/ aufgenommen n>enn $ unb v fo geit)d^Tt loerbeit/ baf 
r^ -^ SV, folgltcf^ auc^ F2(o) Derfc^minbet/ unb ed beffnbet fic^ n ini 
3ußanbe bed 9!)7{i;imuma pber SRtnimumi» / wenn ber er(if bd biefec 
7(nt^a^t^e oon | unb v iiic^t oerfc^winbenb^ unter beq Z)iferengia(4U0' 
tienten F3(o)/P^(o), jc. einen gerobew 3^ig«r fu^rt, i^nO mit r ju* 
gleidl) negotii) ober pofttio erfd)eint. 3n bemSatU/ wenn r, 8/ t g(eic^ 
92uII loetbeu/ alfo JF*s(q) für jebtd § unb v oerfc^inbet/ mu^ man 
ebenfaUd auf i^s(o)/ ^4(0)^ tc. übergeben* 



s 
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5)i. 



Sßertl^ea einer in - übergej^enben Function «Drgetragene 10?et^obe Id^t 

ftd^ ^uä) auf bie Sntmtcfelung bea 2fuabrueFea/(x -}- Ax) in eine nac^ ben 
fleigeitbe» gjatenjen ber SJifferenj Ax georbnete Steige anwenben. ©enn 
ba in asejug auf baa unetiblic^ flein SBerben oon Ax 

iff / fo bepe^t offenbar -^^'"^ a^ ä"* i^^^^ Steilen / wo»on et« 

^'^'^/i W »^n Ax gar ntc^t abl^dngt/ whb ber jweite/ welchem wir bie 
gorm <o, Ax geben it^oBen / bei bem unenblicf)en 2(bne^men öon Ax 
nnenbfic^ fUin toitb. ga ifi bemnac^ 

Jj = Ji W + «»>iAx 

SBirb Ax mieber in ben Suflanb Ut unenblid^en 2(bnel^mena t>er« 
f^^t / fo M^tvt ftc^ 6>i o^ne Snbe einer ®ren je/ welche man burd) ben 
Sert|^ fennen lernt/ ben btefe ®r6pe für Axb^ annimmt. ,?Iber 
tier JBruc^ 

/(x + Ax)-^/(x)-/ , (X) . Ax 

i m 11 ■ I * I r I 

gel^t unter biefer JCnna^me in ^ über ; ein &leid)e^ gefc^ie^t mit bem 

Auotienl-on jmifc^en ben in ^ejug auf Ax genommenen I&iferenjianen 
feinea Ba^Ux^ unb SHennera/ ndm(ic^ mit 

/, (x + Ax)-./, (x)^ 

TKT ' 

mm muß bal^er ben Saldier unb snenner biefea (enteren %ruc^ea noc^ 
ein ^al in ^inftd^t auf A x bifferenjiren / unb in bem Stefultate 

' ^^^''t^^ ^*^ ©«ffereni Ax gleich OJuU fejen, woburc^ flc^ t/z W 
ala bec S93ert|^ \>on <o, für A x ss o ergibt. Die Sorm ber mit /. be- 
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^tt^tttUn Function wirb i\xt6) bie ®I<i(^ung ■ -^'f t= /, (x) U- 

fitmmt/ tt)te mir e$ tu ben früheren ^orlefungen^ beren üßeieif^nungen 
n^tr ^ter bnrc^ge^enbd treittl^alten / get^an l^ab^n. Se tfi alfö bei bem 
unenblic^en 2(bne^tnen t)on Ax 

weswegen man auf aj^nlic^'e Seife wie oorl^in 

/(x + Ax) - /(x) ^ ^/jx) > Ax _■; ' . jj • ;'; ' ' * 



Ober /(- + A^) -/W -/.(-) > ^x -^ f/.cx) , Ax^ '^'^ 

fe^en fann. " : * 

^ür Axsao nimmt coj^ bie 55orm - an; bajfelbe ftnbet iü beh 

Stefultaten 0tatt/ welche jtdE) ergeben, ivenn man ben Satter unb ben 
9?enner btefed 3fu6brucfe6 jwei 9)?ar*uap^' efn.anber in /Bejug auf Ax 
bifferenjirt. Srjl eine btitu Sijferenjiatictii m^ilft un$ iubernffier*- 
t^e ocm CO, unter ber gemad^ten SScgrauafe^itng« 

€r i|l =-~T /a (x)/ unb beß^alb, ^abe» wir 

Ax» a.8*"'' ' ' 

£)ad ®efe^ / na^ weld^em biefe Sted^nung fortfc^reitet / f4llt 6e« 
rett6 in bte ^ugen. 3m 2(agemeinen ftnbet man 

/(x+Ax) --/(x)-/.(x). Ax~7;/i(x). Ax^— ....- rS^^^in-i/ "--' ^*^ ' ^*"""* 

Axn 

= — 5 V r*/« (x) + w« . Ax. 

V a. 3. . . .{n — i)n «^ ^ ^ » 

©uc^t man aud biefer ®Ieic§ung /(x-f-Ax), fo ^at man bte tw« 
ter bem SJamen beö Sa^^Ior'fc^en Cel^rfa^e^ befonnte formet: 

/(x+Ax)=:/(x)+/,(x).Ax+^/,(x),Ax^ + ^/3W.4'^^+^C. 

fKimmt bie Srgdnjung conAx"+» ber Slei^e re^^f^r .^anb be* 
®Ieic^^eitaieiclS)en$.unenbIid^ab/ wenn n iinenblidS) grop )t^irb/ fo lä$t 
jtd> /(x + A*) ^"^^ ^^^ unenbltcl)e 9Jei^ 
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JW 4/,(x) . Ax+'liA'Cx) .Äx^ +^/3(x) . Ax> +«. 

barjiellen. ®a tfl bemnad^' ^o^fl wichtig > ben »cfrag btefer Srgdn^ 
jimg tir jeteitt ettijriti'en gdfie freurefetlert ju fönneit/ woju föläenbe»^* 

< ■ « i t •• . . «CVS ^ 

tjen bcf.JDtfferenj Ax mtU i>nem uon Ji (x) übeif|?in.jlimnit, olfo^ tm2fll« 
steinen' /(x^ ittner^alb^wijTer^ wenn auc^ dnianber fe§r naJ^e Ite* 
genber ©renjen bei bei^ ^ac^fen ^m x wä(;^)l ober abnnnmt/ ii? tia^ 
bem ber2>ifferenjtaIquotie;it/i(x) j)ojttm ober negatto tjl, wie wh ü» 
uitp in ber oor^ergel^enben SSorlefung bemerFt l^abem ' 

, ^^VriJHÖ folgt, bog 'bfe'güncttön/(x)/ wenn x jiufenwetfe »ort 
Xo in Xo-f- Axo übergebt, ftc^ forfwÄ^renb in bemfelben ober tm erntge* 
gengefe^t^ ®Jttne wU x'ötoberfy fe nä(ijbemyi(x), innerhalb beffeU 
tenSirtert^alleö ber S58er% bte */ ^eta pofttio ober fleta negatto bleibt, 
»etrac^teniolr nun bi^ J5ttiw*ton ><«) :r^/(x+z)T- A«?»/ vcforn 
A eine bejianbige (Srofe unb n. eine ganje px)fttioe ^1^1 bebeutet/ «nb 
nehmen wir i^r^n ej?jlen.auf i^ifl^>jn,ber^oIgenben£)iffei;eniviIq^ 
in S&emg auf bie oeränbMic^^ ©roße z ; fo baben wir 

P.(z) = -^51^ « /. (X + z) _ (n- i)n Az-V 

^^(z) v_i:Äl!> «/,(x + a) ;- <ii — 2):(n-:-i)nA' «»-»•/ 



^ Z 

• • ••• •'•♦ • ,^ .•••«•••*««•« 

^Z , .- 

« ■ • .- . — ■• t 

i?.(z) „ifj^nH -=-/„(x-}.i) _ ,V3.3...(n-i)nA. 

€* fe9^/(i) fo tref#<»ffeit> ba^ bi« a>ifff£enjiat<|uoti«itett/, (tJ/ 

/t(x), tc- bia j!»-.(x) fuf x=Xo o^rfd^it^b^n, fb mtim faitimiß^^e 

^ Sunctionen i^i(«)/ JPj(Ä),.tc. bi# fni-, (25) »für 3b?;bxp unb zs^o 

oMf a^^^. rjö>«^iri. . . 



* . • V « 
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meinten mir nun an ^ A fei) im oX^tixal^tn ßbm ber netnfle 
Äert^, beffen ber dixotitni ^ f'^'^ - „ ■ WS ^ff/ U>a^cwb bte SJer« 
anUvlid^t x burc^ ade benfbaccn Su^tT^Kitßiifen i^on x« in.Xo.4«AXö 

# 

übergebt ^ wobei mir/ um einen beflimmleii S<^K 9or '4ii$ei|. gu §$benf 
Ax« eine ))ofitit>^ ®ri$e fe^n laffen/ fo t(l/ wenn ^ter unb in ber^^olge 
ftetd X ssa Xo gefegt wirb / J*. (z) für aOe SBertbe ber oeir4nber(t(bea 
(Sroße z oon o angefangen bii( 4x0 ))ofittV2 ed nxic^fl a(fo jP»-.. (z) un« 
ler be;ife(ben Umfldnben ununterbrochen. 3lber F^^i (z) verfd^minbet 
für ssc=0| D^b^r ifl f*,,., (z) fär alle |nner^(ilb ben ©renken o unb 
Axo liegenben 2&ertbe oon z eine ))ofitit>e (Sroße. 2(u6 bemfelben ®run(e 
fmb auc^ We ^oberen 2)ffferenjiofquotifnten J'^-^(z), Jn-3(z)/ ...' 
. '. . -P»(z), Fj(z) von zi=o bid ae=»Axi po|rttoe ÄrUferj/ wor^ 
äuä jjc^enblic^ f<i)lte$en U^t, baß bie Function ' "\ ^' 

-P(z)«i/(x + i5) — A*«, 

toenn x=:xo tfi| unbz oot| o angefangen bii Ax» fortf(|)reitel 1 nn« 
unterbrocf)en mdcbft. 

SBtcb nun ber erße SOBert^ ber $uncti0n |*(z)/ nämn4 

von bem lebten SSBert^e berfelben Sunction/ nümlic^ von 

F(AXo) c=«/(Xo + Ax.) ^ A Axi; 

äl>g(iod(ti t fo ntiiß ein ))ofttto<r 9tefl Metben ; b. ^. e6 ffl 

eine fofiti\>e ®roße* ' \ " 

?<if ^iff^Ibe^ ^r^ fann m^n iei^eii'/ baf menn A ben-^r^f^en 

aBertVoo^jlellt , Wfl%r bem Quotienten - -^"^^^ — fu? aB[e SBert^ 
t*8*t)on Xo ii« x,*f 4x, iit S^eil »tw>fc/;. . 

O 

eftHi negativ« ®r6fe ifl. ®inb/ilfp bt^ aii0 ber 8wnetion/(0 entfprin* 
getben Sifferenjialqnotienten 

fli^ö)f /i(Xo)/ /a(5fo)/ • • .♦ • /n— I (Xo) 

fammtli€^ gleii^ StuQ/ fo faat/ tva« auc^ Axo immer fät ^'n^ })ofitive 



f 
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< V 



Ax*» 



Q 



/. (') 



m(Atn Un arößten mi tlmpn SBe«^/ welchen ■-. ' ^ ^ — wn 

x=sx„ angefangen WÄ x=Xo-f-Axo erl^dU. 

®e^/n W/ beiWeferfflerdnbernng bedx/ au« Jebf m 3«flanbe 
m^en Häd[)|}fofgenben burdE^ aUe^ benff^iüren Si^ifc^enflufen übet/ fo 

fann t?tan ben Cluottenten f^^^f^^^^'^f^^^^ offenbar ald einen ber 
SBert^e betraddten / welchen bie Function ' 

/n (tp + e A tp) 

onnjmmt, inbem e »on berSnuDe jur (gtnl^ett bwrc^ aUe mJglt^en 3wt* 
Wenpüfen fvttfd)veiUU fpJit letcftter 9!J?u^e gelangt man ju bemfelben 
Slefultate, wenn Axo ^inen negativen SBert^ beft^t; eö befielt bem* 
na^f wenn Ö eine pofittue/ bte Stn^ett nic^t uberfieigenbe Sa^t ««• 
jeigi/ unter ber obea auögefprod^enen 93orau6fe^ung 

/,(tp) =/,(Xo) =/3(Xo) « tC, 0=3/.-..(Xo) = O 

We ©letd^ung , 

.. . /(T6 4^Axpy-^/(xo) _ /, (xq 4- SAxp) 

> -^ ^^n 1 . a • 3 • • • • n 



2fua biefer f Wcliung folgen fogIei4> bie tn ber oorberge^enben 
©orlefirng auf einem anberen SESege gewonnenen Srgebntffe. Saffen 
tt>ir ndmltcf^ in berfelben Axp in ben Suji^nb bed unenblic^en 2(bne^» 
mcn« übergeben , fo wirb 

Tim. •! ' = tinu — ; — .. • 

A -tt • - I «'2 « O • • • u ' .> t 

«nb \»enn <w(^/(Xo) unb F(xo) gUi^ SHuß flnb: 

/(«o) __ /» (»o) . 
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• 

@e^en \m in ber ©letd^tmg (t) Zo^^o; nc^mfti m'r fernet att/ 
e8 fep /(o).=ro, unb fc^teiben wfr F ff att/,' ü^b Ak (latt Axo/' fo 
erbauen ivir , 



ft« I • »» 



i^oTAitögsfe^t/ baS fptt^o^J:bt>Suqctv>n F(Ax)f «I^ au(^ i^e n — i 
aiif4n9lt*ein©tfffrenjiaf!quott'eiTt«nF,(Ax)> -Fi(Ax)/ k. W^ f«-,(Ax> 
für A X 1= o ^erfc^winbc^n# . . - . 

' 35te ©leic^tiiig (2) fii^rt tinö fogteic^ ju'c ÖSefiimniung be8 SRejteS 
ber S a 9 ( c'fc^en Steige. 2)ejin fe^^t ivic^, ' ^ 

==/(x+Ax) -y^x) -/,(x)^X- J-/,(x).Ax» - -i-/3(x).Ax» -.... 



• . • 4» • 



1.2.5«.. (n— 1) ^ ^ -^ 

fo l^aben wir burd) fortgcfe^fe^ 2)tff*?rcnitren*tiV25eiU9 auf Ax: 

J='. (Ax) =/, (x+Ax) -^/. (x)~/, (x) . Ar L/3 W • Ax», — . . . , 

1 .2 

I . a .3.. .(n— a) ^. '■ ,,. 

i^z(Ax)=K/;(x+Ax)-^/,<x)— /,(x).Ax— .... . . 

-JL, — 5. /„_. (x) . A th-»' 

1.3.3... (0—3) ^ ' 



• • • • 



• • • • ^ 



. t, *' 



' • 1 • < 



^„».(AX) =/a-.(x + Ax) — /n-.(x) 

:Fn(Aoc).aö/„(x + Ax)- -.* 

a« tiutt'l^ter bi4 Functionen F(A\), Fi(Ax), JFi(Ax), F^(Ax) tc. 
tB#=jr^-^, (A x) wrfltt^ tfö^ Axu«x)' i>ljcfd)wiqbcu, fo «oim bte ©let- 
^ung (2) angemenbeitaperben. . ^ie gibt; ba F„ (6Ax) in unfeceni 
gatte =/a(x + flAx7.t^l: 
/(x+Ax) — /(x) _/i(x),Ax -^ A./,(^) • Ax* — IC 

"" ..a.3...(n-,ri-^"-'>^^ • "■ . ~ , i.«.3.-.n. ' *' "• 
/(x+Ax) =/(x) +/.(x) . Ax +-La(x) : Ax» + -4-/3(x) . Ax» + :c. 



t % 
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xot^ti ö em ganje jJofiHbe, ^fe gtn^ett nJc^'t 'il^ertreffenbc Sö^l anjeigt. 
Ca tft älfp bfe grgarTittirg ber SaplTöyfd^en Stetj^e auf eine lei^t ju 
keurt^effenbe gorm jurörf^efu^rt Worten. 

©fe S:at)Iot'fd)e götmel fann jur Sntwitfelung ber ^öncifionen 
in Sfet^en gebraucht werben, wenn \>\z I)ijferenjtattonöregeIh 'biefer 
Sunctienen unabhängig uon genannter SntwicFelung bewtefen worbeit 
finb. ' 

Snocft-^bienKdjer ift ^feju oft bieSO? c/t I a u r t n'fd^e 5p>?wrf/ welche 
man feiert aud berSa^IoVfrfien erl^dlt, wenn man in berfelben x=o 
fe^t> u«b^ fobanrt 'ber Sinfad^^ett wegen ben fBud^flaben i jlatt Ax 
fc^retbf. @ie ijl ' 

i I /n*^^ (O) . X«^-» , /o (ö X) . X« 

' , 1 . 2 , ö . • • (n — i) '. 1 . « . 3 . . • n '• 

Sßir l^aben j. %. in ber brei - unb mx unb vieriigfien ^Sorlefung 

unabhängig i?on ber gntwicfelung in d^^ei^en bewtefen / baß für 

/(x) =s «71. X bie ®fetc|)yfigen /, (x) c= cos.x,: /» (x) = — a/i, x, 

/3(x)= — cos.x, /^(K)=sin.x, u, f. w. Statt pnben. dp ijl alfo 

/(0) = 0, /i(0)i=l,Vi(o) = 0, /3(Q) = — 1, /4(0)c=:0,,:C., 

baber 



1.2, '6 * 1.2.3.4*5 • i . a .3. . . (an-l-i) 

t ...-■■■. .II. ■ . . « 

I . a .3. .. . (an-|- 2) 

wobei bie Sonoergenj ber Steige für jeben SBert^ oon x an^ ber gorm 
ber Srganjung fogleid) in bie 2Iugen fdtit. 

alle in bem 53or^erge^enben vorgetragenen @cf)Iüjfe fe^en ijor* 
auö / ia^ tie oerdnberlic^e ©roße x feineit yarticulären SBert^. er^aIte/_ 
für welc^en'entweber Die gunction/(x) felb|i, ober bieSifferenjialquo* 
tienten /i(x), A(x),/3(x), jc. oon irgenb einer ®teUe angefangen 
unenblic^ werben. Sritt biefer gall ein/ fo wirb/(x+ Ax), obfc^on 
biefer ©roge ein befiimmter, angebbarer SGBertl^ juFommt, burc^ unbe» 
fitntmte ©roßen bargejiellt/ woraua ju erfe^en ijl, t>a^ bie gntwicfe* 
lung.ber gunction /(x 4. Ax) .in eine nac^ ben jletgenben ^otenjen 
t>on Ax mit ganzen })ojitioen SA'ponenten fortfcf)reitenbe Steil^e unmög- 
lid) ijl, fonbern bafiir eine anbete gorm gewallt werben nniß, wooon 
ntan ftc^ iuxd) einfac()e S&eifpiele Ui^t überzeugt. 



f i^9^^^^^^ 
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X)te SapUr'ft^e gormel laßt fi(^ m^ auf ^unaionen me^cercr 
Deraut>erltci)er ©roßen ubertragerf. 93etrac^ten u>ir t^Ioß eine Function 
iweiet i>erdnt>erltc^er ©roßen us=/(x, y)/ «nb entwicfelit wir 
/(i^-j-Ax/ y + Ay) nac^ ben jleigenben ^otenjen döh x unb y. 
^e^en ivtr y Dor ber^anb ald befidnbig aii/ fo ^ibt und Ue Saplor'« 
f(^e S^i^niel^ wenn mir bei allen ^^ifferen^tationen dx M conflant be« 
^anbeln : 

•^ ^ * V ^ dx ' <ix* i.i * ^x* i.a.^ ' 

SajTen wir nun ^ier y in y-f Ay übergeben/ unb wenbei^ wir bie 
Sapt offene Sormel auf jebt'd ei;ijelne ©lieb biefed 2(udbru<fed an, in» 
bem wir tie in ber Dier unb i^ier^igflen iQorlefung gebrauchten iSeieic^- 
nungen beibehalten f woburd) {. 18« 

an bie 6teDe 9on ^-r f^tn>n^/ fo ^<^^^n wirt 

/(x + Ax/ y + Ay) = u + || Ax + ^^Ay 

■ a.3L^x5 * dt^dy ^* dxdy^ ^ ' dy^ ' J 

+ iC. 

Z)ie numerifc^en £oeffi(!ien(en ber (^lieber ber Tlud^rficfe inner« 
^alb ber klammern fiimmen mit ben Siriomialcoeftetenten uberein. 



Mm^Jimälammk^ 



^**'-i ^t : 



s 
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über Sagtange'ö Umfel^run^dformeL 



© 



$ ffp umF(y) unb 7 «/ [z + x^(y)], 
tvobei 1^/ // 9 wie immer geformte Sunctionen/ uni x/ x 9oit eitran« 
ber unabhängige oeränberlid^e ©roßen aiijeigen. SRan foDn bur^^ eine 
tmc^ ben* fhigenben ^otenjen oon x fortfct)reitenbe SKei^e au^brtttfen/ 
in weld)tt alfo bie Scefficienten biefer ^otenjen Functionen von z ot' 
lein ftnb. 

Sejetcfinen wir bie für x==:o ^tatt finbenben^SBert^e ber Siffe« 
teniiaI(|uottenten 

"37' 7;^' dl?' "• »•"^• 

burc^ Ü, / Cj f üa , u. f* w. 
unb ben SBert^ ber Function u unter berfelben ^oroudfe^ung burc^ U^ 
fo i{l nac^ S!}?aclaurin'$ Sormel 



' ' 1.2' 1 , 2 .O ^* 



Sd fommt alfp barauf an/ U/ U|/ U^/ U3/ • • . • burc^ z 
bariufielletu 

Z)a 7 für xs^o in/(ss) übergebt/ fb ^at man irfllic^ 

SRan bifferenjire tiun Ut $$unction vir=f(j), unb erhalte 
l^ieburc^ 

dff «±3 F^(j)dy, 

fp ergibt jt(^ / weil y eine Function oon x unb t , a(fo 

du :;= P.(y) ^ dx + F.(y) £l dx, 
worauf 6U j^artitUen Z)t{ferenst<iI<)uottent(n 

K = '■ » 3^ "»' ^ = "• « ^ f""- 

2Bie man leicl^t pjel^t, pnbet unter benfelben folgenbe ©leic^iung 

, . dvL dy du dy 

^'^ 27 • J^ --" "51 - TT^ ' 
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Sa bei bem Sifferenjiren von j =/[« + x? (y)] Ut Hutitni 

«+.«?.(j) fi«^ >^«> ^«n« «tnielne i?er*nfcetliti[)e @rofe'ml^4It, fo 
tann man 

ober/ wenn man d(p (y) = p, (y) rfy fepu Idßt, 

dy « /i [a + «9 (y)] • [^2 + fiy) dx + xy, (y) dy] 
fejen. * 2(uö btefer ©letdiiing folgt ^ . ^ v 

äy =3 /iCg + ^?(y)3>?(y) # I /i[g+x9(y)] \ ,^ 
»-^vi(y)./x[z + x?(y)] "^ i-xyay)./x[2+^?(y)j ' 
bö^^r ^at man 

dy — /iCg + 3t9(y)] . y(y) . 

dx 1 — xyi(y) ./i[z + i9(y)] 

JDte ©let^ungen (i) unb (2) geben 

gut x^o »trJ> ^ = fAzi, , 

■ fo»^=^2^.r/(z)]./.(z), 

. So läßt ftc^ »rara«r^m eine gunctton »on y ienfen / beten ^<-" 
renjtal = y (y) . F, (y) . dy « y (y).du jjl. »ejett^nen wir tiefe 
gunctton but(^ Uj , fo ^6en wie 

fo^Itc^ wegen (3) 

du - du| 



ttnb ^maxxi 



dx dz 



j d^x j dtti 

d^n dz dx 



•«MMtaMfwdb 



dx2 ^x • da • 

■ « 

aber ber ®retd)ung (3) liegt Wog i)te aSorauafe^ung , böp u eine 
gnnctiön t>on j tjl, jum Orwnbe, pjtne bie gorm biefer ganctia» 



(4) 
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nd^er anjugebcn. ^it erwähnte (Slei^un^ I4f|t ft^ bo^er ouc^ auf iie 
Function Uj onwenbeti/ nnb eö tfl fomtt 

« ■ ■ ■ ■■ ' • II« ■ » I I ■ H I II II ^ 

Z)tefe®Ietc^iing Derl^tlft una ju birmSSert^e oon U^« 9Bir ftnbett 
TT — ^ [? (/('»^ -^t (/(^0)/t WJ 

du 

X>tttad)ten wir ferner 9 (7)* . -— alö beit auf z jtc^ bejie^en^ert 

A Z ■ 

partiellen Sifferenjiafquetienten einer gun^tton t>on j; bie wir u^ nen* 
nen wollen/ fo ^beh wir wegen (4) 

V d ^^ 

d^u dt, d^u^ 



97un tfl na* (3> ^ ^ ^\y) ^ ^, 
ba^er befielt bie ©leid^ung 

2x» dz'^ 

i(ud berfelben ergibt ftc^ 



obet 



ü. Ä= 



^[?(/W)'^x(/(2))/iW]. 



2(ud bem unoerdnberfic^en ©angc biefer Stec^nnng erl^ellet/ bap 
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fplflß* TT ^ '^— f9 (/(')> -Py .(/(«))/» (03 

fepn muf. 

3fl alfo y =/[z + X9(y)], fo $at wöii tra 2lllgememen 

(7) F(J) = Hfi^)} + 9 (/(2)) F, (/(z)) . /, (2) . X 

I ^ ■ TZ ^ • 

• dz^ • 1.3.3 

, ^^r?(/wv./^>(f(g))/;(z)3 x4 

- ?Benu Wof 7 «a a + X y (y) tft , fo ^at man /(y) =5 y , alfo 
ÄU<^ /(z) = z • unb /, (z) = 1 , folglich 

(8) F(y)^ F(z) + 9(z) . F.(z) . X 



<^Z 



I . a 



1 £tfW.i^.(z)] X» 



-h 






<^2* * 1.2.3.4 

•+■ tc. 
.pit\t Sormefn wrNnfett »« ben »emö^ungen 80 9 ränge'« 
wnb 2<iplate'$. S>?an fann ber re|teren (8>, welche unter ber ^cm, 
»ennx=i«fi, juerfl t>on «ogrange aufgejirtit würbe / füglic^Ken 
äWaraen btefe« großen 2(naIpjJen betlegen. 

SSBJr woiUen nun »0« ben gefunbenen atefuhaten jut auflofunä 
be« unter bem ülmett bei Umfe^rumg ber 9tet^en befannte« 
9>röM«m« nac^ Sodann griebric^ g)faffe »nleftung (Disquuitione. 
analyticae. Helmsiadü 1797, pag. afia) @ebraucf> nwd^en. 

€6 fep X burcl) y mittelil ber 9lei^e 

(9) X ess a.y 4- a^y» + 837« 4. a«y* + , 

tn »ert^er bJe Soeffictenfen a,, a,, a,, a,, »on 7 mcA^m 

ftnb, gegeben; man foU y burc^ x in einer nac^ ^otenjen ber (efetet« 
©röfe fortft^reitenben Slet^e barjlenen. , 
SWon fe^e 

»i> + a^y* + «37* + 8,y« + = ^ (y)/ 

WoJet if «10 gunction«ieic^en gebraust wirb, fo i|l oermüge (9) 



'§ 
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xoel^tt (SUidjnni man aud^ bte Sorm 



• ! 



ertj^etUn fanm' Cd^t man ttuti ih* (8) 



'^'^'•♦(y) 



* > 






'4 
fepn / fo ergibt ftd^^/ ba loe^eti 



Z=0, ,(y),^^..UI|b Mij).X»f{jy 



OlfCIIOAt i" I ■ ' » ' asK ■■ ■ * « ■ " ; ■■ ' ' 

" d «'^> r + 1 . « »' 

i|l/ wenn man ber Aurje wegen ben $tfferittii<iI<|tf0tien(en — ^^^^^j — * 
turc^ ^r(%) iejetc^net: 

9}nQ; findet mmr^ n^eim man m 

y B=r o feftt r >(o) = «7' « *o J 

fernst ^t man 

ulfo / )9enn man fic^ bte ^aten; 

(«1 + «17 + «3 7* + «47» + 0^^'*'>/ 

aDenfaüd burc^ fortgefe^te 2(nmenbung bed btnomtfc^en 6e^cfa^e^/ znu 
mcfelt benft / unb ^a^ 9tefuUat btefet SntiPtcfelung burc^ 

— trti) — (rfi) — (rfi) — (rt») 

wrfleDt: 

— (»tO'-(r+o -c + o -(»^o 
9(y)'f «; A, + A,y + Aay* + A,y» + • • ., 

unb bieran* 

«r(y) =a — 3^p — 

«BS & « a • 3 • •• (r — i)rA,fi -|-*^ • 3 • 4 « • • r(r+i)Art.y+te<f 

-(rfi) 

foIgltdS^ *r(o) r=: 1 « 9 « 3 • • • ♦ (r-^i)rA,it. 
Sd tß bemnad^ 

^ «a^A, + ri^x + f A, X» 4^ ri,^ + _ ., 

AI * 

V 



./ 



L 
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obei wegen ^ (y) = x 

(10) y =3 AjX + tAjX*. 4- y Ar.aJti -^^ t^4** + 

bte »erlangte burc^ Umfe^rung boi^ (jg) jijjvfilejenbe Slet^^, .. . . 

SBtll man fogleic^ trgenb eine ^otenj oon j $ {. %. y" bwrc^ x 
audbrucf en / fo-fifi{«4^ mat) auf'^em/^r'l^etittenen SEBege /Mt^enn man 
in b/r obigen Mec^nung F(y) = 9 (y)'"> gnniinmfc/ . ,— 1 

(11) y'"=3AiX'"4'' ^A^x"^' I — r ;A^x'»t*4>'^ — - A,x"+3J-jc. 

*• ■ _ » • 

Sd fommt alfo 2faed: auf bie ^ItJnitg ber^^oeficienlen ber Snt- 
n^icfelung jeber beliebigen ^ofenj Wner 9?ei^e/ wie 

(12); >i +^e,'4r.f- aar + ii4y*'4 '• / :/. •'=^ J^W* '' 
tfl/ an^ 3u bfefer 93i(bung fann bie SR a el au rtVfd)^''^ornietbenu^^ 
Werbern ®c6t ma« ' ,,^ . .'-.. 

« . B n n B 

= S(y)/ 

fo gibt biefe Sormefvinit Söeibe^altung bet? biö^r gebraudjten a3ejeic|- 
nungber 2)iffereniialquotietttent '/ - \'^ ; ' '-' '' ' 






1.'=! 5(0)/ 






>>-- '.< 



if.' f. W. ■ 

ä7untfi5(y)-^/(y)V;for9iic{) ^ : ' ^ 

83(7) « «(n-i)(n-2)/(y)o-3/,(y)3+3n(n-^iV(y)*^-«y,(yK^^^ 
+ n/(y)-i/3 (y) :-r ^ 

üi f. to./ ^ 

wobei /,(y) =i:i a^ +• 2a3y -f' ^»4^ 4" A^^y^ + V. . '. 
A(y) — ^HrV 2-3a4y.4. 3,4?5y» + • • « , ^ 
/aCy) =S 2^äa4 + ö.3*4a5y -f. . , 4 * 

Ü. f. W. 

tft* '^tVburc^prtbet'maii. 



I 
I 



j 
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n 

(i4) A, =: a-, 

A;i = n a^-« a^ / ' 

^3. ■;; — ^r^ ^» »li-^a. a^/ 

' n(n— i)(b — a) „—3 81/ n n— » 1 n— 1 

* I , ; ' / i ^' *»+°("'^0»? a.ag + na, 84 

lU f. w. 

t » 
• ■» 

n n a n 

:3*l^#^w ben S^cftctm^nir Ai7 A»/ A3, A4, . •;.* »It^rfd^e 
man :l>W^^9^iP 1 9 n m i a 1 00^ f f i q^i e n t e n |[U nennen |)ßeg4, .fphen, e}n* 
fac^e !Re(anonen ®tatt^ t)erm&ge welc^en/K^er ff dUre ^rfM/i}ej[i auö 
ben bereite bef()nnten früheren berechnet merken fann. 2)iefe laJT^n ftc^ 
mit ^u(fe bec ya folc^en St^ecfen ^öd^fl anwendbaren 2)ifferenjtalrec^^ 
ttung auf folgenbe 2(rt jinben. 

2)t|ferenjtrt manj^ie ©letc^ung (i3), fo er^dlt man 

n (ai + a^ij ^ 83 y» + 84 y» + ;-..)— »<«i4- 2asy-f-3a4 y^ -[- • , . .) = 

= A, + sAay + 3A4y» + 5 

bal^er, wenn man betVerfettö mit a, + a^y + aay* 4- a4y^ + . * . • 
tnuUf})Iicirt , unb auf (i3) 9tucfftc^t nimmt , 

B B n n 

n(A, + A,y+A3y* + A4y' + ....)(% + 2a3y4-3»4y*+*.».) = 
= (A^+2A3y + 3A4y^J-.,..)(ai + a.y + a3y* + a4y» + ,*.0- 

Drbnet man beibe Steile biefer ©leic^ung nac^ ben jieigenben 

^otenjen t>on y, fo pnbet m^n, ^a bie Soeffictenten ber gletd^namigen 

g>otenien biefer Oroge bieffeita unb jenfeitd bea ©leic^^eitaieic^end 
ubereinflimmen muffen, 



n 



8} A2 = n a^ Ai 

B n n n 

2 B] A3 -j- 02 Aj t= na^Aj + ^nasA^ 



n n n n 



3«! A4 -f- 2 82 A3 -f- «3^2 = na2 A3 -f- ana, A2 -f- 3na4 Ai 

u. f. W., 
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A. S=5 



A, rss 



A» 



nOjAj ^ 



a, 



(n — t)a2A.2-|-«iiasA^ 



^■H^^MM« 



aa. 



(n — 9) «2 A, Tf (m -«- 1) a, A2 4-3 n a «A^ 



da^ 



■^ 



TfOe in btVfer QSorlefbnij angefleD^en 9tedSiHungen gelten jebo^ 
nur unter ber Slorautfe^ung ^ baß fpti^p|l bie gegebenen al$ ouc^ We 
gffunbenen Steigen (onoergtren. 



* ■ • * 



ma^mmmm 
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gm 

UBer baö 3^^I^8«tt gebrod^ener rationaler Func- 
tionen einer oeränberlid^en ©ro^e in ^artiaU 

bru(i^e. 



^w/er Untflaiib / bo^ niel^rete getrogene ^uncttonen bur^ b(M 
Mannte !8erfa^ren / ndmltc^ burc^ 9tebuctton auf einen gemetnfc^aft« 
liefen 9?enner unb Tt^bttton ber tiefem eutfprec^enben Saldier in' einen 
einjigen Vdvnd) jufammengeiogen n)^rben tjonntUf t)eran(apt un9 bie 
für bad.SoIgenbe fej^t u^id^ttge Unterfucf)ung Dorjunej^men/ cb ed ntc^t 

J1 (X) 

unb snenner ganje rationale / feinen genteinfc^aftlid^en Sl^eiler gefiaf« 
tenbe Functionen ber oeränberIidS)en ®r6ße x finb / ünb beren Snenner 
fic^ in bie ganjen rationalen gactoren *(x)/ ^(x)-/ i2(x)/.:c. ttuflö» 
fea läfitf in rationale S:i^ile 

?W +W <^W .. *N 



^(X)' W(X)' Ö(X) 

ober fogenannie ^artialbruc^e^ mel^e ebenfaQ^ ganje Snnctiönen 
oon X )u 3dl^{erh paUn, ju jerfaDen/ bergeflalt/ bofi unter ber 93or- 

audfe^un^ 

• JF(x) =■ *(x) . ^(x) . n(x) . tc. 

iie ®IeidE)uug 

/(x)^ y(r) ^(x) a;(x) 

/'(x) *(x) ~ W(x) ~ ß(x) ~ * 

bellest. 

Sa i(i ^ier ^inretc^enb nac^juweifen / wie ficb irgenb eine bfr un« 
Wannten ganjen rationalen Su»ctionen 9(x), ^(x)/ w(x)/ tc. j.SJ» 
f (x) befltmmen iä^t.^ 

2)er ^ur^e megen fe^ bad ^robuct 

u^(x) . n(x) : = r(x),^ 

alfo F(x) = $(x) . r(x) 

F(x) *(x) ^ r(x)» 



*) X)a§ l^ier bie *Bu*flaben *,?,*, 4>, «,»/ ti-b-äf. guttctionöjeic^eii 
finb, fäat tn bie ^tugen. 
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fo ^aUn wir, na^ fSfafd^afutts ber Ktw^, 

/(x) = ,(x) . r(x) + y(x) . *(T), 
nnb ^üraud 

/v /(t) - -y (X) . ♦ (X) 

Unfere Aufgabe tfl ofenbar gelofi/ wenn tt>tr im ®tonbe flnb/ bte 
ünbefannte guncttVn y(x) fo gu willen/ baj/(x) — y(t) . *(x) 
burcf^ r(x) o^nr 9?e(l get^etlt werbeo fonn. 2)a «biPt btefed ju fetflen 
ni^t weniger fc^wierig ifl/ ald 9(x) fefbfl ju ftnben, fo woHen wir 
oiefme^r bte Sun^^^i^'t^ y(x) ganjUc^ befetftgen. i^teju finb un6 bte 
SBert^e t>on x be^iilfljcf) ^ i^t weld)e bte {Function ^(x)/ mit welcher 
y (x) multtplictrt erfc^eint / oerfc^ttstnbet. 

(S6 fepen a,, si^, a^/ • • « . ap bie wie immer befd^af enen Sur^ 
{ein ber (SIeidSlung ^(x)ssio/ ber imr alfo ben p^^ ®rab beilegen/ 
itnb ed werbe eine berfelbeny j« 93^ a^ fiatt i^ in bem obigen 2(ndbru(fe 
für 9 (x) gefegt/ fe^aben wir 

' ^ter fann/(aj), nic^t eao iv^rben/ ba/(x) anb F(x)f folj- 
lid^ aud)/(x) uftb *(x) feinen gemejnfc^aftltc^en gactor ^abem 

£)amit wir und aber nid)t ber ®efa^t auöfe^en / wegen M dU 
IenfaW®tatt^nbenbert93frfc^winVetid oou r(ai)/ für ^(ai) einen an« 
enbUdl^en SBert^ {u erhalten / woUen wir noc^ antie^men ^ H^ auc^ 
«(x) 4tnb r(x) feinen ooti x ab^angenben gemeinfc^afttic^en Sactor 
Wji|en, , , ' . 

9?tti| ift 

y(x) -. ,(.o^ /<'>.-^<''^;;g->^-)'^<'> . 

2)er erjle SJ^eil ^(x)— T9(ai) biefer ©feic^ung wirb ftir x=ai 
anf 9?uU rebucirt/ unb ifl beßwegeti burd) i^sUai o^n$ SKejl tl^eilbar; 
ed muß a(fo bad 9?amtic^e auc^ mit b>m gwetfen t^eile berfelben ge- 
fc^el^en fonnen; fofgltc^ mnß> ha *(x) o^nel^in ben Factor x— a, 
enthalt, auc^/(x) — 9>(ai)r(x) bur^ x — a^ t^eilba;r fepm 

©efren wir fff -?^^>> « i (x) ; 

X — a» 

-j JkVp 



— != 5>(X) 



X — a 
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f(x)= p^^j . 

SdfffR wir ^er x^^a^ fepo/ fo ngitt (tc^ tvfgtn «(ai)sao t 

tf}. 2)te®Ut<^ung / 

! / ^ ' / N /(*) - ?(«a) r(x) — y(i) * (X) 
?(i) — ?>(•») » : — Y^y 

ijl batd) X — a^ o^m 9te{l t^etlbat/ un( bietet/ wenn wir 

9(x)-^(a,T • ^ /(x)-^(a,)r(x, • * (x) . 

X-., ^ ''<^>5 — ttü; — =/«' Tili: = *(*> 

fe^en / ien dnotieüten 

« /(x)-y(x)*(x) 

bar/ auf meieren ftc^ nac^ (er ®ubflttatton x:;;=;a3 btefelben @c^tufTe 
antventen laljett. Surren toit hie 9?ecf)nung tnit ber begonnenen %e- 
ietcf^nung fort/ fo fommeti wiv enhlid) auf bte ©(etc^ung 

P-^i /(x) — 7 (X) * (X) 
?W=: p(ij 

@te gibt un« für X =3 dp 

P— 1-- • 

* (x) 

Der öuottent tjl eine be jJanfcige ®r6ße ^ namlic^ ber 

X — dp , 

Soefftcient ber ^oc|)ßen ^oten j oon x im 9>olpnpmf <^ (\)i ivelc^en xoit 

H nennen moQen ; fe^en mt noä) 
p— » p— I p— 1 p— I 

^(x) — y(ap) p /(x)^9(ap),r(x) P • 
— — ::=5?(x) Unb =5/(x)/ 

X '— «Ip X "~* ap 

fo l^aVen wir 

t,^ /(«)-H.yW • 



r(x) 



■»• • 
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2(u$ btefer festeren ®Uiä)nttQ fofgt 

^M g i(x) - ? (X) . r (X) - 

• p 

e$ fft alfo y(x) eine ganje rationale %nnctiottf fitatb <p{x) eine foI<Je 

p 
tß. ^ber 9 (x) t|t offenbar eine miururlicf^e ©ro^e / ba^er fann man 

bafur jebe beliebige ganje rationale Function i^onx annehmen. Sugleic^ 

» • p 

geben bie obi.qen ?lü6brucfe fnr 9(x)^ fi^)/ ^c. 9(x) 

9 W = 9(ai) + (x — ai) ^(x), 

9 W = 9(az) + (x — a,) 9(x), 

p— » p— • p 

9W = 9(ap) + (x — ap)9W/ 

alfo^ 

I % 

9 (x) =s 9 (aO + 9 (8;,) . (x— a,) + 9 (83) . (x— a,) (x-a,) 

3 
+ 9(^4) • (x~a,) (x--aO (x — aa) + 

+ 9(«p)«(» — ai)(x — aa)(x — a3)...,(x — ap-,) 

p ♦ 

+ 9 (x) . (x — a^) (x~a<,) (x— 83), . . • (x— Bp). 

@ub(iituirt man biefe 2(u$brucFe fiic 9 (x) unb 7 (x) in bie ©Ui- 



d&ung 



— a7Z\ T 



F(x) *(x) ~ r(x)' 

4tnb bebenf t man / ba^ 

(x— -aj) (x — a^) (x— ^83) . . . (x-7-ap) = -^ 

p 
ifl< fo fddt bie Function 9(x) au^ berfelben ganjlid^ weg^ unb mM 

l^at im @runbe baffelbe 9tefu(tat oor jtc^/ melc^ed jlc^ ergeben ^itt, 

p 
)Venn oben fogleiq 9(x)=?o angenommen worben more« fOlan ^at 

ba^ec jur 2(uflöfung bed vorgelegten ^roblemd 

p^» 

+ f^ • (x^"i) (^i— a,) (x— 83) . . . i (x— a,_.) 

linb y(x) = i./(x). 
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I 

SBie ans biefen SornteTn erl^effet/ t|l/ wenn *(x) jur p^'" Drb* 
nung gehört r 9 (x) I^6c^fien6 etne gunction t)on ber (p — 1)*«» Drb-r 
nung; bejetc^net man ferner ben Orbnung6ex))onenten t)on r(x) butd^ 

q/ mtb i'enen bea 3al^Iera/(x) burc^ m ^ fo i|l bie Sunctton /(x) ipß 
rem Urfprunge gemäp / folglich wdf y (x), j^oc^ftena i^on ber Crbnung 
m— P/ wenn m — p>q— ^i/ b. ^, m>p + q — i auöfdtlt/ unb 
^öc^ftend t)on ber Orbnnng q — 1 / wenn bad ©egent^eil ber fo eben 
«u^gefprocf^enen $&ebingung (Statt ftnbet« Ü6rtg^na fann man/ wenn 
ni>P+q — 1/ b. ^. wenn ber Söller ber oprgelegten^ getrogenen 

Sottction —^ nk^t uon niebrtgerer Orbnung tfl/ aU ber Tfltnmtf bte« 

\tlU, inbem man ben B&^Ut hvitd) ben 97enner' fo lange t^etlt / bid 
man einen 9tefl er^dlt / bejTen Orbnnng t)on jener bed X)wifor$ über« 
troffen wirb/ tn eine ganje Function ober and) nur in eine befianbige 
®r6ße unb in eine gebroc^ne S^inction abtj^eilen / bei weld^er ber San- 
ier einen niebrtgeren Orbnungaejrponenten filj^rt/ al6 ber ?lenner/ fo/ 
ia$ nur.mel^r biefe le^tere in ^artialbruc^e ju ifrlegen ifi- 

@o wie man anS ^^ ^^w ^artialbru^^ |^ abgeleitet "fyat / 

fann man aua ^rr\f ^^^^ ^^nn man wiO/ aud[) unmittelbar aud 

•~/ ben jweiten q>artiaIbrMd^ ~^ ftnben./ unb fö fortfahren / hiS 

bie ^arttalbruc^e für fdmmtlic^e ^actoren oon F(x) bargeflellt jlnb. 

Sd fep nun 0(x) einer ber uuwieberl^olten einfachen S<ictoren 
ber Sunction F(x)/ unb jwar *(x)=a+bx. 3>ie einjige SBurjcl 
ber ©leic^ung 0(x)=so/ weld^e ^ier in S&etrac^tung fommt/ ifi 

=: — -; nennen wir jie ber Äurje wegen a/ fo ^aben wir fiir y(x) 

ben conflanten SBertj^ 

r(a) 

Z)te ®r5ße r(a) tift gd^ aud^ unmittelbar aud F{x) berechnen. 
!Denn €$ ifi 



mlc^e Function für xtssa bie Sorm - annimmt ; foldltd^ na^ ben 
®orf<^rifte» ber fünf unb bier^igfien ?8orlefung, wenn -^^ ss= jFi (x) 
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4 

%i\f%i wirb: 



b 



^ieburc^ ergibt ftc^ für ben 3a^ler bea xxi ber Sr^^se fle^enben 
9>arttalbruc^ea ber 2(u$brucf ^ 

i^i («) 
beffett ©ebraud^ bfe SÄecI)nung erleichtert/ wenn r(x) «nbefannt, ober 
jufammengefe^ter tjl aW i^(x). 

Äommt ber g^jctor a + bx ber Function F(x) öfter oW ein Wolf 
}. S$.. r 9!}?a(e ju / fo fann moiXi ^ (x) fetner niebrigeren ^cren} oor 
a 4r bx, a(a ber r*^". gffic^ fr&en/ »eil fonjl *(x) unb r(x) einen ge- 
tneinfc^afttjcl)en ?L^et(er befqßeh. €6 fep alfo *(x) = (a + 1>^)'/ f^ 
entfprec^en ber ©leic^ung <^ (x) es o offenbar r SBurjeln / beren jrbe 

&= — r t(i. Stenneif wir bfefe 3a^I wfeber «/ fo wirb 



'^^ •' r(«) ~ r(a) ~ r(«) ~ 



4 « • 

r — I 



■ /Ca) . (x-tt)»— 

• ■ • "T r(5.) 

♦ r(a) '■' br(a) "T" b»r(a) "*" 

7(a) . (a + b x>'— 



• • • • • • 



folglich / wenn wir bie befianbigen ©ropen 

/(«) /(«) /(«) 7(«) 

r(a>' br(a)' IFF^aJ-' . . . • br-ir(a) 

burc^ A, Aj, Aj / Ar~. >)or|ienen/ 

yU> j_. A , Ag , ' Aa , 

(a + bx)« <a + bx)' » (a + bx)'-» ' (a + bx)'-» "» 

, Ar— I 

+ rfb^' 

wobur^ atfo biefer ^arti^Ibrud!) wieber in einfachere ^artiafbrüc^e iec 
fdirt / beren 3a(^Ier burc^ge^enbö confiant ftnb. 
* 2(itc^ l^ier \ii%i fic^/ wenn matt bie £)tferenitalrec^nung jn ^ütfe 
litmntt/ bie Function r(x) befeitigem 

SWan ftnbet wegen r(x)^a > mit SSeibeJaltung ber i« 
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ben fruj^er^n SSorlefungeti gebranc^ten fBejctd^nung tet ;t)ipren^al' 

r(a) ^L<?)_^, 

^ff^ A i.ii.3...r* b'/Ca) 

«^fV^ = JTw r- 



• < 



S^rrrer geten bte obigen gormfln, »« tnan'lctc^e {xt^if 

' ^ ^ i.2.3*..(r:4-i)b' 

,.^s A i.a.3...(r + i).b'/,(a) — AiFV + ir«) 

lr+i)b^/'r(a) 

U. f. ». 

- « • * ■ 

3eb^ ganje raHonale Function F{x) Idpt 04) burc^^fuflofung ber 
©Weisung -F(x)=so aU ein 9>robuct t)on gactoren be# erjlen Orabet 

barfieDen ; bo^er fonit and) jebe gebrochene rationale gunctton y-r 

in 9>artialbruc^e mit confianten Sa^I^rn unb mit 9?ennern oon ber S^rni 
(a -f. hxy jerlegt »erben/ wpju pcf)/ wenn ber 3öi^Ier/(i:) oon.bers 
felben Drbnung tjl, loie ber 97enner F(x), nod) eine bejianbige ©roße, 
tttib n^cnn bie Orbnung bed erfleren jene be^ le^teren überfleigt^ eine 
d^tnje Function ber ^erdnberlic^en x gefetlt« 

kommen tn'-F(x) feine imaginären Soefficienten ber 9^otenJett 
t>on X \>t>tf fo laffen ftd^)/ falW bie Oleicfeung F(x) = o imdgindre 
SBurjeln befi^t/ bie imaginären S^enner ber ^artialbruc^e oermeiben^ 
inbem man ie-gioei sufammenge^orige inlagindre 5<iCtoren oon F(x) 
in einen, reellen gactor be« iweiten ©rabea oereiniget. 6ö fe^ 
a4-*>x + <ix»=ä<^(x) ein fold)cr/ ber gnnction F(\) nur einSWal iu* 
fommenber gactor, ferner fe9en a^ unb a^ bie beiben SEBert^e oon x, 
toeld)e i^n auf üluU rebuciren / fo geben und ik obigen gormeln 



a^ — a, 



/ 



• . _ /(a,>r(a,)--//a,)r(a,) 
^^ *^ ~ (a^-ajr(ajr(aj ' 



L 
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folglich 

äRan fe|e nun 

/(aO =i H + K v/=T, /(aO = H — Ky^,, 

r(aO = M + NV^/ r(aO = M — N\/II^/ 
fo »trb 

|t(HlVI + K1N) — X(KM — HN) + (KM>>HN)x 

®« ^W = a + fx + cxa ^f»' f^ ^«^ «^« 

^^'^ b + aca^ ^ ^ .b + aca^ 

©e^tmannun F,(aO = P + Q\/^/ JP(aO=P~QV^^ 
imb UUntt man , baf b = — c (a, + a^) tfi^ fo finUt man borc^ 
ajergleic^ung beiber 2(u«brücle für r(aj) ober für r(aO 



M = 



_ 9 



folglich 



a c 



N = 



91 C 



|.(HQ-KP) - X(KQ4.HP) + (KQ-HP)i 

f{x) — 2C -^ w:fT^ 



Uat man ttfllid) 



3(1 ber gactor a+bx+cx» tn jF(x) r SWale »iebw^oft/ fojct 
Z^L in fS^ unb 1^5 i« 

» -1- bx 4- ex») r (x) a + bx + cxs r^i)' '^ 

.bur«^ roicb 

/(x) __ /(x) _ y(x) , 7(x) 



(a+bx+cx*)rr(x) , (a+bx+cx^)' 



+ 



(a+bx+cx»)'-» r{i) 



S)er %^eH 



V . u • o, ^ ^/ X f«nn iiuf btefelbe Ztt mittt 

(a + b X -j- c x-)if— « r (x) * ' 

jerlegt werben, u. f. f. 

£)te Serlegung einer gebrochenen Function ^77— m bte ^artial* 

/* (x) 

ht&d)e -1-^, —• , —^ :c. fefet nddS> ber oben erfldrter, SDlet^e 
<p (x) w (x) a (x) . *^ . ' 

bie 3(uf[ofung ber ®Ietd[)ungen ^(x) = o/ <P(x) = 0/ zc. oouiui 

SBoUte man btefe 21ufl((fung oermetben/ fo mufte man ftc^ mitbenfo« 

genannten ^Ret^obe ber unbefitmmtenSoefftctenten bel^elfen* 

£)a man aua bem 9?or^ergel^enben oon ber tHRdgltd^feit ber etwi^ntm 

Serlegung, in Uta^MCf. wenn feine jwei ber gaetoren <&(x)/ 9(x), 



r 
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n(i)f tc* einen xi^n x ab^jngenben genteuifc^aftli^eh Steiler {ulatTett/ 
überjengt tfl / f o fe^e man 

9(x) = Ao + Ajx + A^x» + . . . • 

^ (x) = Bo + Bi ^ + ßi^" 4- . • • • 

wobei bte Coefficienten Ao/ Aj, Aji, . . • Öq/ Bj, Bj,/ • . . unbe* 
fannte ©röpen bebeuten^ unb beten fo mele oor^anben ftnb/ al$ ber 
^c^|l m^glid^e ®rab 9on 9>(x)/ i{%)f iCf welchen man naä) bem 
oben ©efagten ju beurt^eilen im @tanbe i{l / f orbert (Subfiituirt man 
flunbiefur f(x)f ^(x)/ :c. angenommenen ^ol^nome in bie ©leic^ung 

' ^= 1^4^ j±> 4-^> 4.1C 

i^(x) *(x) ~ W(x) ~ a(x) • ' 

fo erl^äft man nac^ SGBegfc^afung ber (Renner unb gel^Sriger SntwicFe« 
lung aOer ^^robucte eine ©leic^ung / toelc^e^ menn bte Soejficienten 
Ao/ A,^ A2/ tc. B«,/ B^/ B2/ * . . bereite befannt waten, ibenttfc^ 
anlfaDen würbe/ folglich bte ®Ieid^fe|^ung ber Un gletd^namigen ^0« 
tenjen oon x bief]eit6 unb tenfeitd bed ©leid^^ettd^eic^end juge^orenbett 
Sactoren geflattet. ^ieburc^ ergeben ftdl^ not^wenbig fo oiele oerfcffte« 
bene ©leid^ungen be6 erfien ©rabed/ aU unbefamUe Soefficienten ba 
finb ; biefe f innen bemnad^ burd^ ba$ gen^i^ntic^e gßminationeuetfa^« 
un beflimmt metben. 
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f< 



Über bie 3'"^^9.'^<*tii^tt ^^^ etnfacf^jten X)ifferen* 
jialfortneln mit einer t)erdnberlic^en ©r^ße* 



c^eber 2fudbrurf.r)on ber jÄcm Prfx+Q^y+R^« +*••./ 
»orin P, Q/ H/ . .: . .^rgunctianen »on x, y, z/ . ♦ . fin^, ^«|t 
eine 2) t f f e r e n i t a ( f r (n jß I; £)a bie :X>i|ferenjiotton jelr^r gnuction 
i>erätvberltc^er ©rögen ouf eilte Z)ifferenjt«lfQrtne( fülftt, fo bietet flc^ 
«mgefjf^rt, wenn eine 2)ifferenjta(formeI in ber Me^ung crfd)etnt/ 
bie Si^<^d^ ^<^^f ob e$ eine Function gibt/ burc^ beren 2)iffetenjiQtton 
fle entße^t/ unb faUa eine fplc^e gunetion ivixtlid) ejrifürt/ tine bie* 
felbe gefnnben werben fönne. X>ie j^ieju bien^enbe ERe(l^nuQg$fj»eratii)n 
^zi^t ta^ Sntegrireii/ unb pie gefiinbene Suncttpn ba^ SntegraC 
ber gegebenen X^i^erenjidlformel. 3nr 33eieic^nung ber 3ntegralten 
bel)ient man ftc^ beaiBucbfiabend// welchen man ben^ju integriffenbeit 
S^erensialformeln uorfe^t. . i- 

^etrac^ten wir \>ot ber ^anb bU§ folc^e t>i^etel^ia^$mif^(| :] 
wel(i)e ^<^ auf eine einjige i>eräni)erlic^e ®rp^e begießen» .3^re ^om 
ifl Fdx, wobei P/ wofür wir ^(x) [(^reiben werbe»/ tint %nnf:tm 
oön X anjeigt Cdpt ftcb eine Su"ction jP(x) au^mitteln/ für weU^ 
<iF(x) = f (x) . ^x tji/ fo ^at man umgefej^rt 

/9(x).rfx=.jF(x). 

2(aetn F(x) ifl nic^t ber allgemeintle ?Iu6bru€f be6 3ate|raU 
/9(x) . dx. ffl?an barf ^ieju je&e ©röge abbiren/ beren ©ifjVQWjial 
SSO tfl/ benn ^ieburc^ wirb ber i&ebingung/ i>a$ ha^ £)tfferenjiat Ui 
Sntegrald =y (x) . <£x fep/ nid)t wiberfprod^en. 2)ie am Anfange berTj 
brei unb oierjtgflen ^orlefung angefleüten 93etra(^tungen ^etgen / ba|| 
ed feine Function oon x gibt/ beren £)ifferenjtal allgemein/ b. ^. ab^*' 
fe^en oon partifuldren ^ertl^en biefer Variablen/ üerfc^winbet; ba^ 
jtnb bie befldnbigen ©ro^en bie einzigen/ beren £)iff«reit^'alie» bec 
Cnutle g(eic^ fommen/ unb fomit ifl im au^gebej^ntefien @inne 

(i) /9(x)rfx = F(x) 4- Const., 

'Wobei bie Sonjiante ben jebe6maligen Umfldnben ber ju Idfenben^lii]^' 
gäbe gemd^ gewd^U werben mn^. 3^r SSßert^ ifi gegeben/ fobalD mm 
Un S^etrag be^ 3tttegral$ für m^n befonbereti SBert^ ber oerdnl^rlfr* 



- • 



jf ' 



k 
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4 ,4H* t> ' 4 



ff 1 . • , . 



I ' ' Srei uhb fünfstgjle 5$(>rl^fun3. 

Über bte S«t^d^^<^ti«>« .^^^ l)iffetenjtaIfornietii 
mit" mehreren DeränbeVTid;ett ©roßen. 



. 2 « ä 



• t 




i ^ > 



Xf l.^. (j>(x)dxf jur 3n(egratton t^orgelegt n^trb/ f^ unterliegt t)ie 

Sjrtfleni b#a tinbef annten Sntegraied / \m mm burc^ bfe ©leidifung 

(5) ber. nenn unb t^ierjtgflen ^odefung .letc^l fte^t / feinem S^t^eifel ; 

eö Ion» namlid^ immer ejne5«nction t>ott x/» j. S* jP (x) gebac&t/ «nb 

. für jeben beliebigen SBert^ \>on x nd^erungametfe bered|>nct werben^ 

beren ©iffercnstal =:9(x)V£x ift, wenn gleich ^ ntc^t jeberjrit awf 

gel^t/ biefelbein einem gefc^loffenen , <jn6 beri bt0 je^t in. bfe 2(naf9J|# 

einjefw^rten (Ägebroffc^en unb tranac^benten ©roßen üufarnttiengefe^i 

ten Äüdbrucfe'barjufkOeit. 'Änbera »erl^fllt jte^ aber bie @a^e bei ^if- 

I ferenjiolformeln mit mehreren von einanber unab^öngtgen joerÄnberli- 

, dSien ©roßen x, y, z/ . .. • ./ welche, in fo fern pe t?om er^enOrabe 

^ 'jinb, l>ie gorra ^ . 

Piix + Qrfjr + Rdz + /. * • 

. I^dbeu/ wobei P, .Q, H/ . . . • gunctionen b'oii t/ y/.Z/'»'* '* i 
bebeuten. Sßöfern biefeSuncHonen Md)t getpijfen 93ebtngungen ©enüg^ 
UifteUf ijl eö burc^auS ünraogtic|)/ baß btf vorgelegte Sifferensialfor« 
tnel burc^ ?>ifferenj{attott frgeifb^'euter giinctfoif ber 53arfa5Ien x/ 
7/ z/ . * . ^ntfk^e. 'ji!)er*fe"^ti^^^ wegen wollenwir mit 

ben "liifl^^prifidformelttv in wefd^en bloß jwef boH eitianber inbej^eft* 

I beute ijeianberlid^e ©rößen eirfc^etneu/ ben Anfang mad)en.* '^ '' 

(Sefe^t ef exiflire ein^gMuetten « t)ön x unb y^ burc^ beren !2>tf* 

r fere»jtatton "bie gegebene 2)iffereniialformel Pdx + Q^JT ^W^^t 

I ÄHi*/ fp $af man 



I 



<2u 
dx 



P unb 



^y 



3ur 93tlbung be$ ))artieUen t)iffereniiaIquotienten oott ü in SBe^ 
jug auf dne ber oerdn^erfi^en ©rößen tragen bTof jene @tieber biefer 
Sunctttn bei/' welcl>e von jDer gebadeten ^erdnberli^^n abi^d^geti; fn« 
tegrirt man bal^er ha^ ©ifereniiaf P^ix, in fo, fern mqn bloß x atö 
4>erdtiberlic^/y hingegen alß conjlant be^anbelt/ fo ftnbet man tnit 



8T0 

BwHtUfAihh hlo^ benjenigen S^eil Ut Snnction u, in w^m x 
wtUmmt, unb ed tfl he^ali, xotna mt ttt Xüric wegen 

' ' " '/Pdx Ä U 

fr>«flr . '...:.'.:"■ • :•■....■. 

t9#i)et ^ (j) eine nod) ju ()efltmmenbe Function t)on 7 anzeigt. Um iU* 
felbe fetinen ju lernen, btfferenjiren wir bie leitete ©(eic^itng ht 85e« 
i«g duf y / fo ergibt jicifv wenn Qi ben f artieUen I)t jfertnstälquotien» 

teri -r- öör(ieat, iv'egen V = Q *^^'^ Oleicliung 

»otau« f (y) =3 /(Q — Q.) ^7 folgt. 

0oil nun '^(y) möglich fepn/ ftbarf Q — Q, bie i»er4nberli<^e 
®ti$tx nic^t ent^a(te,P/.bennfonflJ^atbie Integration ocn(Q—Qi)d7 
feinen Stnit ; eö wirb alfa bte Sjriflenj ber gunttt^ u bur^ ben Um« 
flanb bebingtf bap Q — Qi eine Function t)cn y allein ifl. Siefe S#« 
bingung mtrb {unac^fl burd^ bie ®Uid)unQ 

audgebrudPt. Um bi^felbe ober auf unmittelbai: gegebene ®r6pen }fit 
tiitf (ufüj^ren / geben mt ber le^tern ©teic^ung ik ©eflalt 

<ix £^x 

^a unferen ^oraudfe^ungett giemdp offenbar 

ifl f fo befielet / mie loir in ber uier unb vieriigßeii 93orIefung ge fe^n 
^aUuf bie ©leic^ung 

dy ™""ir^ 

ballet rebttcitt ffd^ bie oben audgefprod^ene 93ebingung ber (Srifleu) et« 

«ea Sntegrald für bie ©iffereniialformel Pdx +^Qrfy auf \>\^ Srful» 

lung ber ®lei<^nng 

dv _ d(l 

dj dx 

flBtrb terfflben bur^ bie Functionen P nnb Q ®ttt&^ geletjfct/ 
f0 1(1/ wenn man ßatt U unb Qi bie entfprediienben 2(uabrucf e fc^reitt: 

(100) /(Prfx + Qrfy) ^ /Pdx +^"(9 -^^) ^y- 
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^m ^^ien SKefuItate aUet ^ter an^^tiQUn Ofeta^iohen wirb 
iiQd[f eine midfürltd^e Sonßante jugefe^t. 

S!R<in fomi bei bem f4> eben erflärten 93erfa^ren/ toenii fii) baA 
Sntegral/Qdy leichter angeben laßt, aU/Vdxf juerfl in »eäug 
auf 7 integriren ; barau^ ent)dci)fl bie S<»^ni^( 

(101) /(fdx + Qrfy) = /Qciy +y(P - '^^^^) ^^• 

SBdre P bloß eine guöction t>on x, unb (^ bloß eine S^nction 
^on 7/ fo $4tte man gerabeju 

./(B.ix + Q.^7)=:/Prfx+/Q^y. . .;.. 

2)a| einet £)ifferenitalformeI mit jioei Derdnberlid^en ©rcßen . 

Pdx-f- Q^y^ w^"" 5- ^^" ^ oerfc^iebe« auöfalW, feinSut^flföI 

entfpridift/ erhellet unmittelbar aud ber in ber oie^ unb ))ier jigflen ^or« 
lefung für jebe$ :&ifereniia[ einer Function u {meter Deranberlid^er ®ro' 

fe«, ndntlic^ rft = p dx -f- ^dy, bewiefenen (Sleic^ung -p- =5 —^ • 

hüi aber {eber2)ifferettiiaIformeI Fdx^ Q^7/ in SBejug auf mlä^e 

äv do 

j- s= -T-^ iji/ ein Sntegrol jugel^ort, b. 1^. baß bie angefifi^le S&e* 

bingiing baö c^arafterijlifc^e SDferfmal ber Sntegrabilitdt i(i, wirb erjl 
bur(^ bie obige 2)ebuction er{tci)tlicf) gemacht. 

Ser in berg6rmel(ioo)uorfommenbe2Iu0^rucf -^^^ — ^., in wet 

<^em bie Integration auf bie 93erdnber(i(^e x, unb bie Z)tffereniiation- 
auf bie oon ber erfleren unabhängige oeilanberlid^e ©röße 7 pc^ be^ie^t^ 

fann anc^ burc^ Verwechslung beiber 0))erationen in / y-dx umge« 
hlUt werDett. :Senn «d tfl in Ut o()tgen gtec^niniA weatn «r— &s — ^^ 

/ N dfVdx fdv . 

2)iefe ©Uid^ung brucft bie Suldßigfeit bea in ber 3ntegralredS^« 
ttung fe^r brauchbaren 2)iffereniiren0 unter bem,3ntegralieic^en aua« 
©efe^t; man will bie £)iffereniialformet mit einer Variablen, f{x)dx 
integrtren, unb man ifl im® taube bad 3ntegral/9>(x)£^a = ^(x a), 
Welches in 33^iiel^ung auf eine in 9(x) enthaltene S^onflanle a, ata 
u^dre fte verdnberlid^, x hingegen bejldnbig/ genommen mirb^ mit Iei(^> 
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tu SRu^e Min^eUn , fo fanh man / n^rno man bequemer ju red^nen 
meint, juerfl We ©iffmniialformel ♦(!, a) rfx tu »ejug auf x tn-- 
teariien/ m^la» erhaltene Wefultat fobann inasejug auf a bifferen» 
{iren. 2>enn e« tfl nad^ (i 02) 






<^a 

2)je (Slei*^tt bfr 2(u$t>rürfe /9i^)<^^ «»»^ -^ \^^ te« 

jfe^t fi(4 ofenbar nur auf We t>on x abhängigen Steile berfelben. 0off 
übrigen^ ba*3ntegral/?(x)dx für einen üon a inbepenbenten SBert^ 

bed X, j. ». für x=k oerf<^wtnben , fo befijt '^f*^^'^^ blefribe 

€igenfdE)aft / wenn man bad 3ntegroI/*(x, a)dx fo nimmt / ia^ e* 
gleij^faUd für x=sk auf 9?uU rebuctrt wirb. S)er ®r6ße * (x, a) ä 
ssa/f(t)da f«nn jebe beliebige von a freie Function ber 55erdnberli« 
<(ett x/ j.SS. ^ (x) jitgefe^t werben > ber burc^ jte l^erbeigefu^te£^ei{ 
tu /^(x, a)rfx, ndralic^ /'^(x)c(x, fallt hei bem 2)ifferenjtren in 
asejug auf a wieber l^inweg. 

2>f# oben erflärte Sntegrationdmet^obe ber 2)iferenjiaIformeln 
mit jwei oerdnberlic^en ©roßen Id^t [id^ nun leicht auf iDifereniialfor« 
mein mit mej^reren SJariablen auebe^nen. ^ft 

Fax + Qdj + Rdz 

ju integrireu/ fo ne^me man juerjl baö Sntegral »on Pdx+ Q^y/ 
■tnbem man auf bie 93eränberli(^feit oon z nic^t ad)tet. X)amit bte 3n^ 

tegratton mogHdS) fep / muß bie ®leicf)ung — . = -^ ©tatt ftnben. 

^a$ gefunbene Sntegral/ wel^ea U j^eißen mag/ bietet ben oon x unb 
j aTj^dngigen £^eil U& in fuci)enben 3ntegral6 

/(Pdx + Qdy-f-Rdz) = u 

bar/ fo baß 

• U ÄS ü -|-^ (z) 

tfl/ wobei z eine nod^ auajumittelnbe^unction oon z anzeigt, ©e^enii^ir 
•— s=3 Bj / fo "^amx wir wegen ^^ ■« R ' 

JCt CSS Alj •+• — 1^ ' ■■' / 

az 

@oU !0(z) angebbar fepn, fo barf R — B, weber x no^ « ent* 
l^alteu/ wa« nur bann ber gatt ifl, wenn bie (Slei^ungen 
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obey 



dVi, 



dR 

dx 



unb 
unb 



= Of 



dy 
dy 



dVi 



= -,- beftil^em 



^X dx " Jy ^y 

©a rfü = Prfx + Qdy + R,flfz f(i,*fo ^aben wir, »entt* 
wir und 7 «ngednbert benfen, bloß eine Sijferenstalformel mit be» 

fflariableit t unb z »or un«-, unb beßfialb t(l 4^ = 4^. »ua bem- 

felben ©wnbe i|l ^ = ^; folglid^ forbert-bie ffjcijieni i)on n bi^ 
JBebtngnngögleic^ttngen * 

^P ^Q dV rfR «?Q dJK 

dy dx dz ^ dx^ dz dy * 

©efc^tej^t benfelben ©enüge / fo ijl 

in »eI4)er gorrael rndn auc^ P.ober Q mit B uerwec^feln fon»/ wenn 
mdn nur jugleic^ x ober y an i>k ©teile oon z treten laßt. 2(uf bie* 
felbe SSBetfe ipirb man Stfferenjialformeln mit oier, fünf »eranberlic^e» 
@rdßen u. f. xo. be^anbeln. £)ie Tlnja^I ber i&ebingungSgletd^ungen 
ber Stttegrabtlität ijl notl^wenbig fo groß al3 \>k 2lnjal^l ber 3(mbett, 
tt>eld^e jmfd^en ben t^orj^anbenen Variablen möglich finb/ olfo für & 

«ariaWe ^ °^"~'^ . , 

2 

£)ie fogenannten homogenen 2)ifferenitalformeIn mit mel^reren 
öerdnberlic^en Oroßen ocrfiatten, faUö fte integrabel finb, im 2(llge* 
meinen einel^dc^fl einfache Snfegration. 9)?an nennt uberj^aupt eine 
S«nction mel^rerer oerdnberlirf)er ffiroßen x, y, z, * . . eine. I^omo* 
gene/ mennfteburc^bie(Subiiitutionen xsat^/ ysatv/ z'=:t^/ •••« 
in jioei ^actoren jerfaQt/ tvooon ber eine oon t nic^t abfängt/ unb ber 
anbere eine ^otenj oon t x% 2)er Sjrponent biefer ^oteng/ weld^er 
voa^ immer für eine Z^^ f^i)" fanu/ j^eißt ber Orbnungd^jrpo- 
nent ber homogenen gunctioh. 3fl ^Ifo /(x, j, z, . . .) eine 
homogene Function oon ber Orbnung n , fo beß^^t bie ®(eidE|un9 

©olc^e Sunctionen finb alle 2(u6brü(fe ^n ben formen 

y, . 

VAx* y»> 2« . ; . . + Bx8 y>* z*' .... -f ... •' 
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unb 



>y ■■ ■ ..—i.. 

y A X» y*» z« •..•+, B x8 y»» z^i .... -j- ... . 



\/2(x« y^ z<^ . . . . + 83x9 y^ z' .••. + ... . 

ii^obet Me (Eoeffictentcn A/B/««.«2C/S3/«... fein x ent^al- 

tjl. iDf r Drbnungdejrj)onent bed erileren2(«$bnicfea tt)trb burrf) bie3ö$I 

angegeben. 

gine 2)tfferenjtdformeI Pc^x+ Qrfy + Rrfz + • • • • ^^^^'^ 
eine homogene genannt/ wenn P, Q, R, . . . homogene, ju ei« 
nedei Crbnung ge^Srenbe guncHonen fdmnttljd)er Variablen x/ y^ 
£/ • . • f finb. X)er gemeinfcf^ifUic^e Orbnung$ejr))onent biefet gunc« 
tionen ifl {ugfeid) ber Orbnnngder))onent ber £)iffereniialformeL 

3(1 u«=/(x,y, z/ . . .) ^omogen unb t?on ber Drbnung n/ 

ferner du :;=3 Prfx 4- Q^-y + ^dz 4- • ♦ • •/ 

fp finb P/ Q/ R, . 4 . . I^pmogene gunctipnen von ber Drbnung 

n — 1 / unb ej befte^t bie ©leic^ung 

»u 1^ Px + Qy + Rz + . , . , t:^ ^ X + ^ 

Senn fe^en »fr /($, 1;, a, . . .) ea U, fp geben bie 0ubflt« 
tutionen x;?=tg, ypstv/ z:5=:t2/ * • . ♦ 

U 99 f* U/ 

, ^u dV du dV du dV 

a$ d^ du du dt; Ä^ 

.du __ nu ^ ^ , 

»nb 27 ■=» n t*"""' ü ca — folgt» 



7^+^,y + ^« + - 



d e 



• • * 
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R 






Wer wir J^aben anbererfeita 
unb 

baj^er jinben bie ©leic^ungen 

^ü _ irfü _ d\J 



Bt 



» • ♦/ 



^B-l 



3? 



au 



l.^. -^- , IC. 



S7S 



'• ••• 



ittib DQsPii^-Qtv-f-Bta-f «^^^B^Px^-Qj+Rs-f- 
^ratf / tt>e(d[|e bte obigen ä3el^au))tungen rechtfertigen« 

gö fep nun Pdx -j- 9^^ "+* R^« -p^c^ fttfe integraHIe ©iffe« 
YeniialformH/. eine fol(f)e namltd^/ in fbejug auf \r>eid)e 

dV d(l dV ^_ dVi dQ dB. 

dy dj. ^ dz "^ dJi ^ d.^, ^ 4y' * ,♦ 

tji; ferner Peine homogene Function ber 93er4nberlicl^en x, j, z/ «.««K^ 
wxi ber Drbnung p, fo ijl • -^ 

T> dV . dV . dP . , . 



» « « 



3»b« «jfeiitflr ijl P + 4^ x ts i^ ■' ' 

• ÄX ÄX 

fP £Q ^(<?y) 

• 4y <ix ' ^x 

£P £iR £^(Rz) 

ii^s "^ cJx <ix 

U. f. m., 

folgl^* (p + P » -^^ — ^^ — ^ 

2f«f biefelbe 2frt ftnbet man, wenn Q/ R, w. ^om^gene gttnc* 
tionen ber oben genannten 93ariablen oonben Orbnungen q, iv )C. pnb: 

(, ^ ,)i^_^(P^ + 9y + R^ + ^-0 

U. f. 19. 

^ieraud ergibt fl^ bie ©(eid^ung 

«rf(Px + Qy + Rz 4- )• 

Sd ijl alfo auc^ XAt £)ifferenjiaIformeI 

(p+i)Pdx + (q + i)Q<iy + (r+i)Rd« + •♦>••] 

tntegrabel/ unb \j^i ben 3(uabru(f 

Px 4- Qy + Rz 4- • • • • + ConzU 
jum Sntegral. 9Tun gelten ab(r / ben 93ebingungen ber. %ViUo^x^\X\iH 
gent4ß / \i\z ©(eic^ungen . * 

folgli^ l^aben \x\x not^wenbig 
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^ p s±: q ;::9 tr s=s IC« ^ 

tmb fomtt tfl 

= d(pK + Qy + Bz + . . . .)^ 

alfo 

(io4) /(Pdt+Qriy + Baz + .J) = ^''*"^^i]^''"'"*' + Conrt. 

Stefe Betrachtung {eigt/ bap eine :£)tffrrenitaIfortitel 

Prfx + Qöfy 4- Rrfz + / 

in welcher P/ Q, R, . . . . Joraogene gunctionen ber ^jerdnberltdjen 
©rofen x/.y;. z, « • »'< ftnb/ nur bann bie ^igenfc^aft ber^ntegra« 
bilitdt ju beft^en vermag/ luenn aDen biefen S"ncttonen ber ndmlic^e 
Orbnungdejrponent iutommtf unb baß ber variable S^eil be$.3ntegraU 
biefer ©ijfereniialformel/ ber/ fatld fie ein folc^ed juldßt/ im OTge» 
meinen eine l^omogene Function t^on einer um bie Sin^eit ^ö^ere Orb* 
nung tjl/ erhalten wirb/ wenn man bie <Summe 

Px + Qy + Rz+* ; 

burc^ ben um bie Sin^eit oermelprtert Orbnungaejrponenten ber £)tfe« 
renjialformcl bioibtrt. 

9}ur in bem einjigetv^^He/ wenn ber Orbnungdejrponent einet 
homogenen £)ijferenjia(formel =-- 1 ifl/ Fann i^r integral nac^ ber 
fo eben aufgeflellten iKegel nid^t gefunben werben ; biefe SKegel gibt 
ndmlic^ für baffelbe ben 2(u6brucf 

O 

beffengorm auf bieSKic^tanwenbbarfeit ber SÄegel felb jl ^inbeutef. ?Qer* 
folgt man tU obige :£)ebuction unter ber 93orauafe^ung pcs — i/ f$ 
fommt man für alle SBert^e oon z/ y^ z, . . • « auf bie ©let^fung 

d (Px + Qy + Rz + .•«•) = o/ 

«boraue ju erfe^en i|l, baß bie ©umrae Px + Qy + ^^+*»*' 
ftc^ ^ier burd^ gegenfeitiged 2tuf^eben i^rer ©lieber auf eine beßdnbtge' 
®röße rebucirt. 

®uc^t man bad integral ber oorgekgten 2)ifteiien{iaIformeI nac^ 
ber in bem SSorj^ergeJ^enbeii erfldrten/ auf alle ©iffereniialformeln paf* 
feuben 9)?et^obe/ fo erfc^eint bajfelbe in biefem "S^Ue gewö^nlic^ unter 
einer trAnöcenbenten ©ejlalt. 
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Über bie 3«t^d^<^*^^" ber 2)ifferenjialgletcf)un3««l 

- ber erften Orbnung» 




^entt iwtfd^en meisteren t^erdnberltcfien ©ropett u/ x/ 7/ z^tc« 
eine ©letd^ung JP(tt/ x/ jf z^ « . ««) es o gegeben tfl/ tt)oburd^ eine 
berfelben/ j. 58. u, für eine gunctton ber übrigen x, y, z/ • . . ♦ 
erfidrt mirb/ tt>e(^e (enteren/ in fo fern fte burd^ feine neue ©leidb^^^d 
mit einanber t^erfnüpft erfc^etnen^ aU wollig millfürlid^e ©ropen ju be-» 
trac()tett jtnb : fo\muf / wenn x/ j/ z^ • • • • ftc^ um beliebige 2)if' 
ferenjen dnbern, b. ^, in x 4^ Ax , y + 47/ « -f- Az, ♦ • . ♦ über« . ? 
ge^en/ u gIeicI?faH6 jt^' um eine bejümmte/ tjcn Ax, Ay/ Az/ . . • • 
«b^dngenbe IDiferenj änberu/ beren betrag mitteljl ber ®IetcilE)ung 

JP(ti-|-Au/ x-j-Ax, y + Ay/z + Az, • •. *) c=s o 

ecfannt wirb. Sielet man bie erjle ©leid^nng von ber {Weiten dir fo 
erl^dlt man linfer S^anh bed ®Ieic^|^eitdjeicl^en6 bie S)iferenj ber guno 
tjon jP(n< X, y/ z, • , . .) fo/ ate ob u oon x, y, z, • . . • in» 
bepenbent wdre ; mithin folgt au$ • . 

(1) Fiu, X, y, z, * • . === <> foglei^ 

(2) A . jP(u/ X, y/ Z/ .•..) = o« 

6a fann aber nod^ iie ®IeidE)ung (2) mit (1) auf mannigfaltige 
2(rten combinirt werben / ;. 95. inbem man mittelfl berfelben irgenb 
eine betben gemeinfc{)aftlici)e @r6ße eliminirt;' ^ieburc^ entfielt eine 
neue ©leic^ung , xt>eld)e wir burc^ 

(3) /(u, X, y, Z/ • • . * Au, Ax, Ay./ Az, , . . .) e=: o 

oorfleUen woOen. Sine foldbe ©teic^ung , weldbe hie {wifd^ien ber !&if« 
ferenj einer Function u unb ben S^ifferenjen ber i^r jum ©runbe lie« 
genben oerdnbierlic^en ©röpen x, y, z, * « . « befltel^enbe 93ejiepuiid 
audbrüdt, ^eißt eine 2)ifferenjengleic^ung füru; nimmt mati 
aber bie ©ifferenjiafien ^att ber *2)ijferenjen ^ fo l^at man eine 2)if fe» 
ren jialglei<^ung. für u. Sßetbe ©leid^ungen finb oon ber erjlen 
Ordnung, loeit fte bloß bie erjlen 2>iferenjen ober Sifferenjialien 
ber 93artablen enthalten. 92immt man aber neuerbingd bie £)ifferen$ 
oon (2), unb oerbinbet man pk ftc^ baburc^ ergebenbe ©leidfiung mit 
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(i) unb (2)/ fo Ummt man auf eine 2)tjferen{en « ober fDiferenilal« 
g(etd)ttng von ber {weiten Orbnnng/ ^n weld)et man ju ®UU 
c^ungen jtt^ifcfeen ben Sifferenjen oberI)ifferenjtal!en noi) ^ol^ererDrb* 
nungen aiiffleigen fann. €6 gibt aucf) ©(eid^migen/ n>elc^e Z)tfferen« 
Jen unb £)ifferenitalien jugletcfi enthalten ; man nennt fte @(eic^ungen 
mit gemifd)ten 2)ifferen{en. 

Sine vorgelegte Sifferenjen- ober ©ifferenjialgleic^ung tntegri* 
teu/ l^eißt au$ berfetben eine ©leic^ung {wifcl)en ben oeränberltc^en 
©roßen felbfl (bie fogenannte Sntegralgteid^ung) ftnben / xveld)c 
bifferenjirt unb auf bie oben befdiriebene SBeife be^anbeTt / jur gegebe« 
nen ©teic^ung fu^rt. X>a, wie bie golge jeigen wirb, Ue Sntegraf« 
gleic^ung in i^rer atlgcmeinjlen gorm nnbepimmte gunctionen ober 
boc^ unbejlimmte ffonjlanten ent^ölt, weTrf)e in ber Sifferenjen « ober 
2)ijferenjialglei(f)ung nic^t erfrf)einen, fo ergibt ftc^ bei ber Stec^riungd* 
probe bie gurSntegration i?or9eIegte®Ieid)ung erfi^ Wenn man iwifd^en 
ber Sntegralgleic^ung unb i^rer SJifferenj ober i^rem '2)ijferen5ial bie 
erwähnte Function ober donftante eliminirt* 

X>ie ©renjen / tn welche wir unferen SJortrag etnjuf^ränfen ge« 
nöt^iget flnb, geflatten und nur bie IDifferentialgleic^ungen jn bead^« 
teu. 9Bir wollen und oor Tiüem mit jenen he\d)aftiQen ^ in tvelc^en blop 
ixoei oerdnber(i(^e ©ropen x unb 7 oorfommen. 

X>iivii) hie Integration einer ÜDif erenjialforntel mit einer 93artablen/r 
j. 93. 9(x)dx/ wirb im ©runbe bie Sntegration einer 2)iffereniial- 
gleid)ung jweier oerdnberlic^jer ©roßen t?on ber einfac^jlen gorm be- 
werfilelliget. 2)enn fe^t man tp(i)dx:=dy, fo ^at man bie Siffe* 
renjialgleicbung dy — 9(x)rfx = o. 3^re Sntegralgleic^ung ijl/ 
wenn man /f(x)dx s= F(x) + Const. fepn Idpt: 

y — F(x) =;: Const. 

SB^nn fc^on bie Integration ber S)iffereniia(formeIn mit einer 
SSariablen oft bebeutenben @4)wierigfeiten unterworfen ifl / fo wirb 
man natürlicher SBeife bei ber Integration ber Siffereniialgleid^ungen 
itber^aut)t nocfi größere «^inberniffe erwarten« Übrigend fielet mon hie 
Sntegration einer X)ijferen{ia(gleicf)ung t>on ber erfien Orbnung fd^on 
äU poQenbet an, wenn ea nur gelungen ift, i^re 3ntegra(gletc^ung fo 
barguilellen /. baß barin bloß' noc^ anajumittelnbe Sntegralien i^on in^ 
tegrablen 2)ifferenjiaIformeln erfc^einen / welche ftd) / wie aud ber oor^ 
l^rgel^enben 9Sor(efuug befannt ifi/ jeberjeit auf bie Integration oon 
Stfferenjialformeln mit einer Variablen rebuetren lajfen. 
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3ebe Sifferenjtalglet^ung tjon htt erflen Drinung ntft jwe! ver* 
inUtlid)en ®tö$tn x ttnb 7/ in tt^elc^er bloß bte erflen ^Ptenjen Ut 
Xii^euttiialUn dx unb dj t^orfommen/ ^at bte gorm 

(4) ' Prfx 4. Qdy = 0, 

wöbet P mib <^ Functionen t)on x unb y anjeigen* Sj^e mon fid) auf 
»eitere ©cf^ritte einlaßt, wirb man oor Allem unterfu<J)en, tb ber erjie 
S^et'l berfelben/ ndmlic^ P^x-f^Qdj/ nic^t etwa eine tntegrable 
£)tffereniialfoirmet i|t/ wad befanntltc^ oon bem ©tattftnben ber 99e' 

binflung — =3 -^ abfangt. * 

Sntfprec^en bte Sunctionen P/ Q berfelben, fo beflimme man 
boaSntegral t)ön Pdx-f- (^dy nac^ ben SKet^oben ber oor^erge^en» 
ben SSorlefung; wirb eö ber Äurje wegen burd^ JF(x, y) tjorgejleüt, 
foiflbfe vorgelegte 2)ifferenjialformel mit d. jF(x, y) = o einer* 
Ui, unb ^ieraud folgt unmittelbar hie Integralgleichung 

jF(x, y) s= CoTiÄt. 

3ur S3e{limmung ber Sonflante mup man ben SBertl^ ^cn j für 
einen f))eciellen SEBert^ t)on x fennen« 

2)iefelbe iSemerfung i|l aud) auf eine ^Differenjialgleic^ung 

(5) Prfx + Qrfy + Rdz = o 

mit breien, ober mit noc^ mehreren t>eranberli€{)ert ®r6ßen anwenbbar* 
ZUein in ben wenigjien gdllen wirb ftdS) in einer gegebenen 2)if^ 
ferenitalgleic^ong Don ber Sorm (4) linfer ^anb bed ©leic^l^eitdiet* 
c^end eine integrable X)ifferenjialformel beftuben, ba bad S^efultat bet 
Z)tfferensiation einer ®leic{)ung F{Xf y)^.o/ burc^ SBegfc^affiing 
etneö allen ©liebern gemeinfd)aft(td)en oer4nberlic|)en ^actot^, ober 
hurd) ^erbinbung biefed diefultated mit ber urf)>riinglic^en ©leic^ung, 
aufbort ber bben erwähnten ^ebingung ber unmittelbaren 3ntegrabili« 
tat @enuge ju leiflen« SRan muß fobann auf einem ber im golgenbeit 
angebrüteten SBege jum Siele ju fommen fuc^en. 

1) ^an trachte entweber burd^ bloße Umflaltungen, ober bur^ 
&nfi4^ung neuer ))erdnberlt(^er ®r6ßen ^ unb v ftatt x unb y, iniem 
man fpwp^l 3c al$ auc^ y beliebigen Functionen \)on $/ v gleich) \e^tt 
ber Stffereuiialgleic^ung Pdx + Q^y^o tie (Sefialt 

jn ertJ^etlen, fo, baß ba^ 2)ifferensial jeber ber beiben SSariablen blo^ 
mit einer Function eben biefer ®roße, mit ^uafc^luß ber ^Inb^m mnU 
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tifilickt etfdfmt. 3ft bte^ gefc^e^en , fo ergibt ftd^ foglei^ iit 3nte< 
gralgletc^ung / menn man tn 

/9 (I) ^5 + /^ (^) • rf^ = ^<>'***- 
nad) Demd^teter Sntegratton ber IDifferenjtalformeln 9(S)d^ unb 
^(i^)dv bie ©roßen | unb v wteber bur(^ x unb 7 au^brurft. 2)iefed 
^erfa^ren ^eißt bad Sntegnren ber 2)i{ferenitalgleic^ungen burc^ 21 (^^ 
fonberung ber oerdnberttd[|en ©ropen. 

2) SRan fuc^e eine folc^e Function t)on x unb y/ fle ^eiße L^ an^ 
fnbig iu mac^e;n, bog bie ©ifferenjtalgleic^ung Pcfx+Qdy=so, 
burc^ SWuItipIicötion mit berfelben/ linfer ^anb beS ©leic^j^eitöjeicf^end 
eine intt^grable Z)ifferen$iaIfor mel LPrix4-LQ<^7 baririetet. Gelingt 
iu$f fopat man/ I9ei( bie ©leic^ung 

LPdx + LQrfy BS. o 

offenbar biefelbe SÄelation jmifcfien x unb y auabrücft/ welche burc^ bt^ 
gegebene !Dtffereniia(g(eicl^ung bargeflellt tpirb/ tvenn man 

LPrfx + h(^dy == <ii^(X/ y) 

fe^t/. bie Sntegralgtetc^Qng 

jF(x/ y) rss' ConsU 

2)iefed 53erfal^ren l^eißt "^a^ Sntegrtren ber Sifferenjialglei^un* 
gen burd[^ SO?uIti))IicatQren; bie babei ju ^xA\^ genommene 
gunction L nwrb ber integrtrenbe gactor genannt 

(Sd tfl nic^t ubert{u)Tig ju bemerfen / bag man / fobalb eine Z)if- 
ferenjialgteic^ung burc^ .Ubfonberung ber 93ariablen integrirt »»erben 
fann^ aucl[| im ®tanbe tfi/ für biefelbe einen integrirenben Sactor an« 
^geben. Z)enn äud Pdx4<Qdy = o folgt nur tn fo ferne 

? (€) ^1 + f (^) ^ ^ = ^ ' al« ber 2lu$brncf P rf x -f Q ^7 burc^ bie 
Sinfu^rung ber neuen aSariablen g/ v in A,[9(|)d| + '^(u)di;] 
äbergej^t/ mobei A, eine Function oon | unb v anjeigt. Z)a nun 
9(5)^? + ^(^) ^" unmittelbar burdS^ 2)iferenjiation einer gunctton 

ton 5 nnb v erj^alten wirb / fo muß — ^\ ^ ' nai^bem man x 

burd^ X unb y au^gebrucft ^att ebenfalls ba^ Sifferenjial einer g^unc 

tion oon x tinb y fepn, €$ i|l alfo =- ber integrirenbe ^atioi für bie 

!CiffereniiaIgteirf)ung Pdx4-Qc^y = o. 

^ierauö folgt/ bag bie {loeite ber fo ibu\ erwarten 3ntegrationd« 
metl^oben ber 2)iffereniiaTgIei^ungen fic^ auf aDe S^Qe erflrecft/ welche 
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nad) beterjlen ^tt^oUU^auMt »erben fJnnen; ba ituit bad Umge» 
U^tt0 nid)t ®tatt ftnbet/ fo ftel^t man/ bap bte jweüe 9!)?«tl^obe urej^i: 
beamtet ju werben oerbient al^ bte erflere. SBir |^aben ber 2(bfonbe« 
rung ber 93artablen aud^ nur bep^alb et\t>&^tf wtil fie afö SDtittel bte-' 
nen ; f ontt f iie integrirenben S^^cloren ber^ £)tffereu jtalglei^inngen ju 
entbecf^n/ für beren 2(ufftnbuns man noc^ fein allgemeine^ 93erfai^r€a 

€tne S>ifferenitalglet(^un9 gej^attet unenbltc^ \>ieU tntegrtrenbe 
gactorerif benn »envfinbeft ftc^ Pdx + Q^y burc^ aWuIttpIicatton 
mit L in d.F{:L, y), fo ge^t ber genannte 21uabrurf biirc^ SKuIti^ 
fltcatton mit L./[F(x/ y)]/ mobet/ eine beliebige gunction ber 
gutiction JP anjeigt/ in /[F(x/ y)] d. F(x, y) über/ b. 1^. er wirb 
e^eiifdlla ttt bad SiffeAnjial einer gunctton loon x unb y umgejialtet. 

*2)a iebe Sunqtion L oon x unb y / welche ber ©leic^ung > 

^' . dy ~ dx 

@^nüge leiiiet/ ju einem i»tegrirenbi^n Sactor bc^c X)ijfereniiaIgIeic^UttS 
(4) verwenbet werben fanry unb jugleid^ burc^ (6) baa aüöfd^^ließenbe 
59?erfmal eined foId[)en gactorö auagefproci)en wirb; fo.l^dngt bie 2(u0^ 
ttiitrelung bejfelben »on ber 2(ufI6fung ber ®Ieicl)ung (5) ober ber ij.r 
gleic^geltenben 

(6) Lr^-^l+p£i-Q|^«o 

'^ L^y dxj^ dy ^ dx 

oK Meiti bie »e^änbtung btefer ®teicf)ung ifl nic^t geringeren ©^wte* 
rigfeiten unterworfen/ ala bie Sntegration ber tjorgelegten Sifferenjiat 
gletc^ung felbfl. • 

Seboc^ Idpt ft^ ber integrirenbe Factor h, in ben wenigen %aU 
Un, in welchen er bloß oon i ober bloß oon y abfangt/ burc^ baaSn* 
tegral einer Sifferenjialformel ber betreffenben oerdnberlic^en Ocige 

barjteitten. Sa fep j. 18. L bloß eine gunctton t)on x/ alfo -j- «= o 
nnb ^ — £2 = W, fo giit unö bte ®r«,i(^un9 (6) 

£» y M X 

2. ^ _^ w 

L ' ^x ~ ^' 



r 

alfo ZL a= # — ;;— unb L = e 



W^x ^ ^ J 



1 w 

Äawtt btefe gormel anwtntikr tfl, muß, wie m<»ii fte?*/ -^ 



!""^ 
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(ine Function i^on x aDem fepm 2(uf btefelbe 2(rt ffnbet »an / weim 

L = e »^ ^ • 

53eräletcl(t man bir allgemeine gorra ter fogenontrten linearen 
^ifferen^iafgletc^ungen ^ ndmli4) 

(7) rfy + üydx = Xdx ober (üy — X) dx-f rfj= o, 

ivprin U unb X Functionen oon x aQein bebeuten/ mit (4)/ fo $at 
man P = üy — X, Q = 1 , alfo 

w 

b. ^. -^ $Ieic^ einer Function oon x allein ; baj^er fnbet l^ier ber in« 

tegrirenbe gactor Lts e/^**« ®taft Snte^rirt man nun bie Siffe« 
renjialformel 

(Uy - X) ef^^^dx 4- e/ü^« dy 

nad[) ber gormel (100) ber oor^ergel^enben 93orIefutigf fo erhält mw 
ben 2(udbrucf 

je/urf« — /Xe/ü'^'dx 

{um 3n(^d^al; baj^er ifl 

yef\sdx _ f^ef^dx dx =, Const. ober 

(8) y CS e-/^*^« [Co/is«. + /Xe/ü-ix ^xj 

bte Sntegralglei^ung ber gegebeiftn £)ifereniialgleic^ung (7). 
X^ie Z)i{ferenitalgleicl^ung 

(9) df + Vydx =3 Xy" <ix 

Wgt |i4)/ wenn man -^-^6=z fe^t/ auf bie gorm (7) rebucire«/ 

unb fomtt nad^ (8) integriren. 

Um iie Integration ber ©leid^ung (7) burc^ 2(bfonberung btt 
t>eranberlic^en ©ropen ju oon^ie^en/ fep y s=i^v, fo n^irb 

dj = vd^ 4" ^^'^f 

folglich oerwonbelt flc^ bie gegebene ©leic^ung in 

vd^ 4" 1^^ "H ÜJvdx s=5 Xdix. 

2)a l^ier eine ber ®r6pen £/ v oollig wiUfurlid^ tfi/ fo fep 
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§ • 

rnib. y »= €~/ü<f^ [Co/i5<. + /Xe/ü^« lix] wie oten* 

2)etfelbe Äunjigrtff fu^rt au(^ jur SHtegraKon Uv ©ijferen j^n* 
gleiciiung * - • - " * 

(lo) Aj + üy = X, 

wobei ü unb X wieber Functionen iron r bebeutcn. 2)eun bie Tlnna^mc 
ycs^v gibt Ay =3 vA| + |Ad + A-uAg/ alfo 

vAg + gAu + Ai;A$ + Ü^t; = X. 

Coßt man nun vAl-^ ügv = o fepU/ fo-^öt man 

A|.-l^ü§ = o unb (S + ^s)Av == X. .. 

Um bie erjlere ®Ieid[)ung ju integriren/ geben wir i^r bie gorm 

| + A$ = (i-Ü)5, 

fo wirb US + ^S) — ^€ = U>— ü) 
ober AZg == Z(i— ü), 
folglich Z^ =3 -^/(i— ü) uub. I = €^^(*-"^. 

2(ud ber anberen @(eic^mig erl^alt man 

I + A4 i — ü ' 

1 — u 

X)emnac^ ifl 

(.1) . :y=,e^^("-ü)^.^^^-2/(i--.ü) 

bie verldngte Sntegralgfei^ung für bie 2)ifferenjenglet(!)ung (lo) ♦). 

Öinfrin berX)ifferenäiaIgIeicf)ung Pdx + Qrfy=o/ P unb Q 
l^omogene Functionen \)on x unb y beffelben ®rabed, fo lagt [xd} immer 
eine fo befc^affene homogene Function L berfelben 93ariablen au^ftnbis 
mad)mf baß bte2)ifferenjiaIformeILPdx + LQdy integrabel wirb. 
S^ wixi ndmlic^ ^ie^u bloß bad ®tatt{tnben ber ©(eic^ung 

LPx + LQy = Const. 

erforbert/ woraus L g=3 p^ . ^ folgt. 2(m einfad^flen ijl eö, bie 

■ " ■ ■ MM ■ I . .. I ■■.■■ ■ ■— ■ - ^ . — .. ■■,,■■■. 

*) (Sie Idßt rt4^ n>enn man Z/(i— U) mttfetil Ut ^fetc^ung (44) bec ein 
unb ))ier|ii9|ien $8orterung in ben ßogarif ^mud etne$ ^cobucteg P umflafc 

tet> einfacher barfleOen, we« bann e^^C*""^) in o^^äP Äecge^t. 
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Sonflante » i ju fe^en* 3nt 3ntegrattott ^er oben genonnten 2)iffe« 
ren^alforntel ntup jebcc^ bie tn ber oor^ergel^enben 93ür(efutig gelehrte 
allgemetne 9)7et^obe angewenbet toerben/ ti>etl jr^t LP^ LQ homogene 
Functionen oon ber Orbnung — i finb* 

2>te ^(bfonberung ber 93artablen erfolgt ^tet/ wenn nion j = ux 
^e^t. ^ieburc^ ge^en P unb Q tn 2(udbrucf e oon ben Sormen U x' , 
Vx' über/ wöbet TJ, Y Functionen oon a aDein ftnb/ unb r ben ©rab 
Don P unb Q anjetgt« 9)?an erhält bte ©leic^ung 

(ü + Va)dx + Vxrfu 3Ä o, 

(lifo \r TT . V — ^' 

' X Ü + Vu 

boBer l X 4- /iT « J) =» Con«f. 

V au 



1 



9tad^ oerric^teter Sntegration ber X)ifferenitaIfornieI 



U + Vu 

fenimt - an bie ®teDe oon a« 

X 

®oa eine IDifferenjiargleid^ung mtt bret oerdlnberltc^en (Sro^en/ 
wie (5) ijl/ mittelfl eineö gactor^ L integrirt werben fönnen/ fo muf 
e^ nioglid^ fe9n/ ik Oletdiung (6) für febed ^aat btefer SSariablcn jn 
realiftren / b. ^. ed mufTen bie ©leic^ungicn 

L r^ — —1 + oli — R — = o 

gugteid^ befielen fonnen« Sa biefe ©letc^ungen /. wenn man jle/ noc^' 
bem bie erfie berfeiben mit R/ bie zweite mit — Q/ unb tie htitte mit 
P muftiplicirt worben t(i/ burd[) 2(bbition oereintgt/ bie oon L freie 
©lei^yung 

barbieteh/ fo ifi bie Sjriflenj eined fold^en Factor^/ unb folgricf^ m^ 
bie 9[)?6glid)feit/ baö Sntegral ber Sijferenjialgleic^ung (6)-bttrc^ eine 
@(eic^ung barjufleDen/ an bie Erfüllung ber J6ebingung (i3) gebnn« 
ben» ^ierau6 folgt aber feine^wcged / ba^ bie ©leic^ung (5) im %aUc 
Ui @egent^ei(e$ gar fein 3ntegral julaßt/ wie wir in ber golge fej^en 
werben. 



y 
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Sünf ttnb fünfsiöfte ^orfcfung. 

über bie3ntegration ber Differenjtalgleid^ungen 

ber erjlen Orbnung/ worin ^o^eve 5)otenjen ber 

X)iifferenjialien erfc^einen, unb ber. 2>tfferenjiaU 

gleic^ungen ^o^erer Orbnungem 



I.e. 



it^dlt eine IDtffetenjialgleic^ung ber er{!en iDrbnung mit 
;tt>ei t)erdnberlic^en ©rdfen x unb 7 ^ö^ere ^otenjen Don dx unb dy, 
fo lapt fte ftd^ nad) SBegfc^af nng ber ftc^ aRenfaCia über biefe üDtfferen« 
{ialten erfirecfenben SBurjeljetc^en auf bie ^ornt 

(1) flfym ^ Pjdy"-«dx + P,€£y»-«rfx» 4- . . . , 

• • . . + P«-i rfyrfx"»— • -f- Pmrfx» = o 

bringen/ itobei Pi/ P^/ Ps/ • • • • Pm Functionen i^on x unb j an« 
ieigen. £)a biefelbe^ wenn man (te burc^ dx"* t^eilt/ in SSejug auf 

>en Sifferenjialquotienten ~ 00m m^«" ®cabe ifl/ fo muß i^r burdS^ 

mSBcri^e Qi/ Qz/ Q3/ • • • • Qm btefed^uotienten, wel^e fdmmt» 
Ii(^ Functionen oon x unb 7 fepn fönneu/ ©enüge geleiflet werben^ 
unb fomit Idft fte ftc^ in ni SDtfferenitalgTeidjungen ^er erflen 0rb« 
n'ung , welche bie £)ifferenjialien t)on x unb 7 b(oß in ber erflen ^O' 
ten} enthalten / ndraUc^ in 

(2) dy — Qifltx=;0, 47 — Qjdxcsso/ dy — Qg^ixssO; W. 

• . . . dy — Q„dx=o 

{erfdllen. Spat man bie Sntegralien biefer 2)iffereniiaIgUic^ungen ge> 
funben , fie fepen 

(3) F,(x,7, C0 = o, F,(x,7,C0 = o, FsC«/ 7/ C3) = o, jc* 

• • • • Pm (j^f T f Cm ) es: O / 

wobei Cj/ Ca, C3/ . ♦ .,Cm »iUfurlidje Sonjlanten »orjiellen/ fo ifl 
iebe einzelne ber ®(et4)ungen (3) für flc^ , wie aixd) ha^ ^robuct eig- 
ner beliebigen 2(nia^( berfelben aU ein integral ber 2)ifferen{iaT3lei- 
c^ung (1) ju betrachten. Um bem integral hie aUgemeinfle Sebeu- 
tung ju geben/ wirb man bals^robuct fammt(id[)er m ©leic^ungen (3) 
nehmen. 

£)er ?(bleitung ber ®leidS)ungen (a) aud (1) flellen ftd^ alle @d^mie< 

dttind^^aufen'« mat^* 9or(efunden..i. 25 
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ti^Uiten entgegen / mit melc^Vn Ue 2(ufI6fun0 ber olgebratfd^en ®Uu 
4)ungen i)errnü))ftMfl. SRan f ann benfelWn mand^mal audmei^^en/ u>enn 
man ber S^ed^nung eine anbere 93enbung gibt. 

Sommt j. 83. in ben Goefficteflten P^, P^, Pj, • . • ♦ Pm bee 
©letc^ung (i) bIo$ eine beii 93ariablen/ fagen ivir x^ allein i>or/ ttnb 
tft man tm@tattbe bie genannte @letd^ung inSJe^ug auf biefe SJariable 

dy 

aufjulofen, fo ftnbet man/ wenn man ber Äiirje »egen j^ = p fejt^ 

X =3 9 (p). TiUt ed i(l wegen dj=:^dii 

jr c=;/prfx a= px -— /xdp/ 
folglich 7 5= p X — /9 (p) • dp, 

Mü^t ft(^ nun bie S)ifferenitaIfornieI 9(p)dp tntegriren/ fo btaud^t 
ntannurniitteljiberiwet®lei4iuttgenx=5 9(p) unb ysspx — /9(p)dp 
bie ®r6$e p ju eltmtniren / um ein ^ntegrat bec Dtffereniialgleic^ung 
(i) (u erhalten. 3fl 9(p) mlUixiXQ, fo mup bie 9tec^nung mit iebem 
SBert^e biefer gunction inöbefonbere oorgenomraen werben^ 

Sntl^dU bie ®Ieicf)ung (i) betbe Variable/ iebod^ eine berfetteu/ 
j. »• y bloß in ber erjien ^otenj/ fo finbet man/ n^'e man leichtfielt/ 
dj = Tdx 4- üdp, ft)»obei T unb ü gunctionen oon x «nb p fmb/ 
folglicff wegen dj^^dx. 

(T — p)dx + ü^p = o. 

£)ie Integration biefer ©leic^ung oer^Ift/ wenn fte audfdi^rbar 
t{}; iu einer ®Ieicf)ung jwifc^en x/ p unb einer wiQfilrlidienSonflante; 
eliminirt man aud berfelben mxt ^ülfe ber ®(eic^ung (i) \>W (Srofe 

P SÄ ^ / fo ^at man bie Sutegratgletd^ung ber Siffereniiarglei^ 

c^ung (i). 

9Bir bemerfen no^/ \>(i^ wenn bie ju tntegrfrenbe ©ifferenjtaU 
glei^ung in »ejug auf x unb y i^omogen ijl/ bte ©ubflitution y=:ux 
guteJJienpe leiflet. Senn baburc^ gel^t x a\x^ ber ©ifferenjialgteid^ttng, 

weg/ unb eö bleibt eine ®Ieicf)ung jwifd^en u unb ~I = p, mttteljl 

weld)er man eine biefer ©rogen burc^ t>k anbere «uebrilcfen fann. SWun 

ip offenbar pdx se udx + xdu/ folgri* ^ t=: -^ tmb 

X p — u 

SWan erholt alfo , i'e nacf)t>em man p burc^ u , ober u bur^ p 
bariHßeü«! oermag, wjtteljl be« «pen 2{«ebrurfe« Ix, folgli«^ au^x 
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M eine Function t)on u / unb mtttelfl bed iweiUn 2(uabrucPe9 afd etno 
gunctton \>on p. SEßegen 7 = ux tfl (Act aud) j iutä) btefelbe Oroße 
n ober p gegeben / ba^er ftn^et man butdf Sltmtnattön berfelbeit Uc 
Sntegralglcid^ung jwtfd^en x unb 7* • 

@e^r leicht U$t f\d) bie 3ntegratton ber ©leid^iung <i) bemerf« 
fieOtgen/ wenn P«/ P,/ P3/ • « « P. confiante ©ropen ftiib* Denn 

bann tii owc^ 51 "^ P ^^"^ bejldnbtge ®r5ge/ foI^K<^^ y s=s px -f C/ 
wiei C eine »tflfurlic^e Son jiante bebeutet ^ unb p 5== ^ . 0ub-» 

flitmrt man biefen Hn^itui in (1) flatt ^ / fo ^^t man bie ^erlangtci 

Sntegralgleic^ung. 

Sad bie Differeniialgletc^irngen ber erflenCtbnung mit me^r M 
imi verdnberlt4)en ©roßen unb lB66eren ^otenjen ber Differeniialien 
betrifft/ fo begnügen n^ir und ^iet iamit ju bemerfen, baß eine fold^e 
@Ieic()ung nic^t auf eine einzige Integralgleichung fu^rt/ iDofern fic^ 
nidjt Ue erfle ^oten§ eined Differenjiald hutd) bie übrigen in .einem 
l^inftc^tlic^ biefer Differentialten rationalen 2(u$brucFe barflellen laßt/ 
loelcber außerdem noc^ an bie am ®c^Iu{fe ber oorl^erge^enben %or(e- 
fung ernannte Kebingung ber3ntegrabi(it4t burd^ einen SJRuItiplicator 
gebunben ifi* 

« 

IL (Eine Differenjialgleidliung ^o^erer Crbnung wirb ald tntegYirt 
betrachtet/ wenn man im @tanbe iß/ bie 3ntegration berfelben blof 
t)on O))erationen abhängig ju mad)en/ loelc^e bieSntegration berDif' 
ferenitalg(eid)ungen niebrige^er Crbnungen betreffen« Die ©renken 
unfered SSortraged geflatten und nur Ditferenjialgletcf)ungen biefer litt 
iwi\d)en. jwei oerdnberlic^en ©ropeu/ unb oon biefen nur einfachere 
Salle iü betra(^ten. 

Die allgemeine Sorm einer Differenjialgleic^ung ber in)eitenOrb« 
uung i^ifd^en 7 unb x/ ivelcbe d^j unb d^x bloß in ber erfieii ^oteu) 
entölt/ ifl 

(4) Md^7 + Nd»x+/^x, 7,^^ . dx»'«o, 

w 

n>crtn lüf unb N Functionen oon x unb 7 oorfleUen. 

®oIl burc^ bi^fe ©leid^ung 7 ala eine beflimmte Function oon x 
erf^eineu/. fo muß auf eine ber in ber oier unb oterjigflen 93orIefung 

angebeuteten 3(rten ^ entweber ^«mittelbar ober mittelbar (in fo 

25 • 
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frtn y ober gar ^ m Daa (Zpid Unmit) aW eine gunction t)on k, 

miiit wir P nenne» »ollen / gegeben fepn. ®e^t man nun jj =^ P 

ober dj i=^ ^dxf fo wirb • 

d^y BS dprfx + pc?*x> weld)er 2(uabrudF wegen d»xc= Prfx^^ 
tn d^j =3 (rfp 4- pPdx) <ix ükrge^t. ^teburc^ nimmt bie t>i>rge* 
Udtc ©Ui^ntid (4)/: u^^nn man ber ^ur^e wegen 

(Mp4-N)P +/(»^y'P) = Q 
fe^t/ bte ©efialt 

an/ welche fi^ bur^ S)?u(ttpIication mit p auc^ in 
(6) Mprfp + ^dy = o 

tran$formtren laßt 

3e nac^bem nun in M unb Q bie (Sroße y ober bieOroße x fe^It/ 
ergibt ftd^ burc^ Sntegration ber ©letc^ung (6) ober (0) eine mit einer 
wtllfiirlirfien 6oft|lartte i>erfe]^ene ©leic^ung äwifd)en p unb x, objr jw/- 
fd^en p unb y. Stellt man jlatt p wieber ben Differensialquotienten 

— jurürf/ fo ge^i bie gefunbene Oteic^ung/ welche man ba^ etile 

Sntegral ber oorgefegt^n Differen5iatgleicl)ung nennt/ in eine Stf= 
ferenjiatgleic^ung ber erjlen Drbnung jwifc^^n x unb y über/ bereu 
Sntegration Da$ j w e i t e ober l e ^ t e 3 nt e g r a l ber gegebenen 2)tf* 
fereujialgleic^ung barbi^^tet« Spuret) biefe Integration fommt abermals 
eine unbeflimmte Sontiante in bie 9?eci)nung/ ti>orau$ erhellet/ baf 
bad SnUgral einer X)iffereniialglet(^ung ber {Weiten Orbnung in fetner 
allgemeinflen ©ejlalt mit iwei wiüfürlic^en Sonfianten oerfel^en tfl« 
JDiefe werben bejiimmt/ wenn man fowö^I ben SSert^von y alö auc^ 

ben Sßert^ oon ^ s= p für einen befonberen SEBertl^ Den x fennt. Um 

KUd ber aUgemeinjien 3ntegralglei(;t)ung wieber bie jugel^ortge iDifferen» 
{ialglei4)ung ber {Weiten Orbnung abzuleiten/ muß man bie erfiere 
(Sfeic^ung {wei 9}?al nad^ einanber bifferenjiren / unb an^ il^r unb ben 
beiben £)ifereniialien bie {wei Sonflanten burd^ Elimination wegfc^af« 
fen. Sliminirt man au^ ber 3ntegralgleid)ung unb au^ intern erflen 
2)iffereniial bloß eint ffonftante, fo erhalt man baö er|le Sntegral ber 
©ifferenjialgletc^ung/' unö ha biefe Untere ©leic^ung jwei wefentlic^ 
i>on einanber berfd^iebeue gormen annimmt / je nac^bem' man bie eine 
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ober bfe andere ber Confton^eii ibegfd^afft /- f^ fie^t man ^ ba$ jeber 
Äiffer^ititargl^td^ung ber jweiten Crbnung^iwet i)erfct)tebewe erße Sfite« 
gralgletc^ungen ^ugej^oreit. £)ie S(tratnattcn be$ X)if|[e.cenitaI<)uotienteit 
üuö benfelben fü^rt offenbar auf ba6 zweite 3«f^9i^<^l* 

Caßt ftdf) nitttetfl beö gefunbenen Sntegrala ber ©Ut^ung (5) p 

huxd) X auö^rücfjen/ fo baf p?=9(x) wirb/ fo ^atman ■— c= S)i[x)# 

folgltdj) fogteic^ j=i/f{x)d'x. 5jl man aber le^ter im ©tanbe x 
butc^ P barjuflellen, fo bap x.=f (p) with, fo^tman y=/pd^(p), 
unb burc^ glimination oon p auö btefen jwei ©lek^iungen bie 3»te» 
gralgleid^ung iwtfd^en y. unb x. JJajfelbe laßt fic^ in »ejug auf \fU 
®Ui(^unQ (6) fagen. ©ibt t^r Sntegral p != 9 (y) , fo ^at man 

^ ~ / (7' ^"^^^ ^^"^ ^''^^^ ^"^ bemfelhen y =p,^<p), foj^at mM 

X = / "*" 'P , unb burc§ (Elimination oon p bie Sntegralgleic^^ung 

jroifd^en y unb x. ^ . 

€rfc^einen in (5) ober (6)' bie ®roßen x unb y'jugteid^/ fo fann 
man biefe ©leic^ungen ofenbar nid^t integrtren / benn ed finb ba mel^t 
i^eränberlic^e ©roßen aU X)tffereniialjen oor^anben« Sd laßt jtc^ alfo 
bie 3ntegratioh ber gegebenen Sifferenjialgletc^ung ber jweiten örb« 
nung auf tiefem SBege nur in fo fern ju ®tanbe bringen/ ald man bie 
©leic^ungen (5) ober (6) burc^ eine' gefc^icfte Sinfül^rung neuer SJa^ 
riablen fo ju tranaformiren oermag^ bap ft(^ barin blop jwei Deranber^ 
fic^e ©roßen fammt i^ren Sifferensialien beftnben. JtDfgemeine SÄeger« 
kfen ftc^ über biefen ©egenflanb nid^t auffieden -, bie anjuwenbetiben 
Äuuftgrijfe ioerben burc^ bie 23ef^affen^eit ieU^ tnbiwbuetlen galled 
bejümmt. Oft fann tie gegebene ©tfferenjialgleicftung felbfi jur ^fn- 
Wenbung biefer Äunfigriffe burc^ eine oorl^uftge Umflaltung vorberei- 
tet werben. 

(Eine ©leic^ung oon einiger 2iagemein|^eit ifi folgenbe : 

(7) ' d»y + üdxrfy + Vyrfx* = Xdx*/ 

in wefd^er ü, V/ X beliebige Functionen oon x anjeigen/ unb d*xt=:o 
i% ®e^t man y = uz, fo wirb 

cfy = zdu -j- udz, ci*y=zrf*u-j- ^dudz ^ rxd^ z , 

folglid^ oerwa'nbelt fic^ bie ©leid^ung (7) in 

z(d^Q^ücixdu + Vudx*)+ud*z+.3rfa(/2 4.üudxrfz = Xrfx*. 

-9Jon ben jwet ©roßen u, zijl eine oöUig wittf «rlic^/ man fanu ba^ec 
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(8) . d«tt 4* Vdxdu + Vttcfx» = o 

(9) ud^z -^ adu^z -f- Vudxdz = Xüx^ 

tvtrb« Um bte ®Ieicf)ung (8) auf eine Differetiitalgletd^ung ber etfien 
Drbnung jn rebuctreii/ fep u=e*, fo ^at man du = e*dt uub 
<i*ü e=s e*dt» + e*rf* t; baMircf) ge^t biefe ®Iet4|ung nad^ SBBegfc^af« 
fiiQg.bed aQen @Iiebrrn gemeitifc^aftltc^en S^ctor^ e^ ta 

du + dt* + Udxdt 4. Vdx* = o 

fitetf welche le^tere ®Uid)im$ für dt<=pdx unb d*xc=o bie 
bloß p unb X ent^aftenbe Z>tffereniial9letc^nn3 ber erjlen Orbnung 

(10) dp + (p« + üp + V) dx = o 

VMittct Vermag man bte ©letc^ung (to) jn tntegriren/ fo erhält 
man eine ©leic^ung jimfc^en p vnb x^ befltmmt man mtttelji berfelben 
plutd)'x, fo wirb auc^ t=/pdx, nni folglid) audj nz^efr^^ 
burd) X audgebriicFt %n\tt man biefen SBert^ oon a tn bie ©leic^ung 
(9) ein/ unb fe^t man dz es qdx/ fo ^at man ed mit ber Z)iferen' 
jialjleici)ung ber ^rfien Orbnung 

(11) d^ + ^^ + ü^qdx=: Jdx 

iu t^nn/ n)brtn fld^ bloß tie oeranberlic^en ©ropen u unb t beftnbeu/ 
un^ it)elc^e unter ber in ber por^erge^enben ^orlefung betrad^teten 
^otm.ij) enthalten ifi / filfo nad) ber bort erf (arten 9D?et^obe tntegrtrt 
tt^erben fanu. Da man ^ie^uvd) q, alfo au^^ z M eine Function t>on 
X finbet/ fo t|l man enblic^ im @tanbe j burc^ x. au^jubrücfeu/ b* $» 
bie Integralgleichung ber Differentialgleichung (7) ju bilben« 

ä&ir ^aben ^ier butci) Vie ^ubflttution j = u z bie Integration 
ber ccm))(icirteren ®Ieic^ung (7) oon jener ber einfad)eren (8) ab^an« 
gig gemad;t. 2)iefer Äunpgriff iji felbfl auf t>u für d* x = o geltenbe 
JDifferenjialgletc^ung ber n^^« Orbnung 

(la) d-y + Pjd^-^ydx + Pjd'^-^jdx^ + Pjd—Sjrrfx^-j-,. . . 

• . • ♦ 4- Pm-, dydx'"-» 4. P^jrdx" = Xdx", 

worin P,, P», P37 . . . Pm-i/ Pm/ X gunctionen oon x anjeigen, 
unwenbbar/ fo wie and) bie ©leic^ung 

(i3) d^y + Pjd'^-^ydx + Pjid»— ydx* 4- P3 d'»-^ y d x» + • . . . 

• . • . + Pm-. dydx"-« 4P„ydx«n= o 

burd^ bie &ub^itixtioi\y:=se^ auf eine Siffereniialglei^ung ber (n— i)*^» 
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Orbttung tebuctrt h)trb. Sir it^pHeii jebcti^ tU j^teju bt>ül{cll^en dted^' 
»ungen ntc^t audfu^reu/ fonbertt noc^ ^ne oo.it Sagtattg^ erfun- 
dene 3ntegrationa - 9D7et^obe fennen lernen/ oon ivel^er wd) m anbe^ 
ren S^O^n ^in nu^Iid^er ©ebraud^ gemacf)t iverben t<mn. @te befielet 
in ber 2lbleitun3 bed ailgemehten SntegrdB ber ©(etc^ung (12) au^ 
n ))arttfu(dren (b. i. für fi^ectelle S5e{ltmmungen ber Sonflanten/ bereit 
bte ju einer Differenjtalgletdiung ber n*«« Drbnung ge^orenbeSntegral* 
gletc^ung not^wenbtg n enthalt/ genommenen) äntesralien ber ©leü 
^ung (i3). ^ 

. (So fepen y^ yz/ 73/ • • . jn guncttoncn.uon x, welche jlaU 
y tn bte ©letc^ung (i3) fubjlttutrt berfelben ©eniige leiflen,- ferner 
fejen Cj^ C^, C3, . . • Cn bejlanbtge ©röpen/ fo entfprt^t offen* 
ba^ and} ber 2(uabrucf 

(14) y c-5 Ciy, + C^yi + Caya + . . . + Cn yn 

biefer (Sletd^ung. Sjl nun feine ber ©roßen yi/ yz/ ys/ . ♦ . y» ein 
^robitct einer anbern berfelben mit einer befldnbigeit ©rSße / fo ftnb 
in (14) ivirfltd^ n unbcjlimmte Sonjlanten i?orF»anben (benn wäre 
j. !»* ji^=i ^j f fo gaben bie ©lieber Cjyj + C^yz ben 2(udbrucl 
(Ci + A.C,)yi, b. ^. btog baa^robuct einer Eon jlonte mit y,), »nb 
befu>egen ifi (14) Ü^ aKgemeinfle Sntegralgfeic^ung für (i3). 

®tatt ber ©rogen Cj, €<,, €3, • • • C« loffen ficf) t^un fof^ie 
Functionen t)on x fnben^ ia^ ber 2(u$brucf (14) in ba$ aU^ennint 
Sntegral ber ©leidjung (12) ubergel^t iöel^anbelt man biefip ©rJfen 
dla variable / fo erhalt man 

+ yi^Ci 4" yz^Cj + ya^Cj + • • * + y* ^c« • 

aj?an taffe 

(i5) j^dC^ -f yz^Ca + ysrfCa + ♦ * • + yo^Cn=Jo 

i^n / fo wirb 

(16) rfy = Cji/yi H- Cx/iy« + Cadya + . • . + Cnrfyn; 

gerabe fo, ald ob Cj, C^/ C3, * . ♦ Cn nod[) bejldinbig waren» 

' aWan nel^me nun eben fo bie fucceffioen 2)ifferenjialien von dj, 
tmb fe|e 
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d^7i äC, + rf»ya dC, + ^^7$ dC, + • • • + ^*7» ^^n = o 



r 



fo l^at man 

'(i8) </»y = Cjcpjj + C^d^u + Cac/^yi + . . . + C«c^ya. . 

c/37 == C,(/3y, 4- C»^'7a 4- Carf^ys + • . • + CnC/'j- 

</*7 = C.dVi 4- C^d^y, 4- Ca</*y3 + . . . 4" C» (/*y. 

c/^y = Citf»y, 4- Cad'^yi + Cacf^ya + . .- . + C« rf" y„ 
4. c/"~» yj dC, 4- c^-> y^cfCi + d»-» ysc/Ca + . . . 4. d^-» y, dC. • 

@ubf)ttutrt man bie 2(udbrMcfe (14)^ (if>). unb (18) in bte@Iet« 
c^ung (12)/ unb bebenft matt/ baf bte ®r6pen y«/ ya/ 73/ • -^ 7» 
bte ©leic^un^ (i3) erfuOen/ fo bleibt 

(19) flf»-»7,c/C, 4- (/--»7,(/C» 4. </»-»73C^C3'+ • . . 

Sßtr l^aben nun nSIet^ungen/ ndmltd^ (i5)/ (17) unb (19)/ 
mitulil welcher fic^ bfe 2)tfferenstalien </Ci/ cfC,/ dC,/ . . * dC« 
burc^ X unb dx auöbrucfen laffen/ wenn' bfe Functionen yi, 72/ 
73/ • • • 7a befannt/ unb i^re fucceffioen 2)ifereniia(ien berechnet ^ 
ftnb-^ Sa fe9 

dCjCsXidx/ dCx^^Xjdx/ dCj^X^ax/ « • . dCn=^Xndz/ 
fo ergibt ftd^ 

C, a=/Xjdx/ Cjss/X^dx/ Cacs/Xjdx, • . , Cp=yXndx, 

folglich 

(2ü) 7 c= 7i/X4 dx 4. 7a/Xj dx 4. 73/X3 dx 4. . . . 4. 7n /X, dx 

aU bie allgeoieinfie Integralgleichung für (12)/ weil bie ^ier opr^an- 
benen ^ntegralien bie n unbeflimmten £pn{!anten mit fic^ fu^r^n. 
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iÜhtt bie l^efonberen Tluflofungen ber Differeö* 

jialglei^ungcm 



> • «Qjenn man emeJDtfferenjtalgletc^ung ber erjien Drbnnng j»!* 
fc^en jmet oerdnber(id[|en ©ropen x m\t> ji \veld)c wiv, in [o fern fce 
bie X)ifferen{talten cfx unb dj nidjt not^wenbtger SBeife in ber erflen 
$oten{ enthalt/ bur^ 

oor|!eIIen wollen / auf mad immer für einem Sßege tntegrirt / fo er^ 
fc^etj{t tn ber gefunbenen Sntegraldleid^ung/ oorau^gefe^t/ hfi^ bie 
9?ec{?nun9 in ber groptmoglid^flen ?ID[gemein^eit bur%efüftrt worben 
ijl/ eine unbeflimlnte in ber gegebenen S^ifferenjialgretc^ung (i) itic^t 
Dorfommenbe Sanflante. 97ennen wir biefe Sonflante a/ fo fonnen mir 
bie ermähnte 3ntegra(g(eic^ung burc^ 

(2) F(x, y, a) = o 

anbeuten« !^mit a einen beflimmten 9Bertl^ erl^afte/ ^tn^ bie 9te(a' 
tion, meiere 7 mit x oerfnüpft;^ nd^er befannt fe^n* 

^ud ber ®(eidSiung (s) er^dU man eben fo Dtele befonbere ober 

pMituläu 3ntegralien fift{\), aU man ber Sonflante a befonbere 

SBert^e anweifen maQ. 'XÜem ^a$ Umgefe^rte l^ieoon ftnbet ni<^t im« 

tner ®tatt, b. ^. nic^t jebe ^leic^ung / meiere nac^ oerric^teter Skiffe* 

renitatioH iie burc^ (1) auagebrucfte ^ejiej^ung jmifc^en dx unb dj 

darbietet r unb beß^alb aWein Sut^grol ber ®feid)ung (1) betrachtet 

tverben mu^, ifl ein bntd) Specialiftrung ber Sonßante a erjeugter 

befonberer %aU ber aDgemeinen @Ieic^ung (2). Sd Idpt jtc^ ndmtic^ 

iijifiik eine j^egebene 2)iffereniia(gleic^ung nebfl ber allgemeinen / mit ber 

i^unbeflimmten Sonßante oerfel^eneu/ 3ntegralglei4)ung nic^t feiten noc^ 

■"^eitte ottbere auamitteln^ meldte meber eine in ber !SiffereniiaIgIeid[)ung 

nic^t oorl^anbene Sonflante mit jtcb fu^rt / nod^ ben 3ufa( einer fo(« 

c^en oertrdgt/. alfo aud|> nic^t in ber allgemeinen Integralgleichung 

entj^alten ifl. 

<Zo gibt i 93. bie £)iffereniia(gleid^ung 

dy^ — xdxdj -J- yc/x* = o^ 
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mnn man fie in SSejug ouf ^^ aufI5|l : 

ober — ■ + (/x s=i o; 

Vx*-4y 

worauf / weil ^ /""^ ^ - eine intedtaile S)i{ferenitalforitid iß / fo- 

Vx» — 4y 

^lei^ taS aUsentettie Sntegral 

ober ouc^ x + * == — \^x* — 47/ 

b. ^. 4y -j- 2ax 4- a* = ö 
folgt / u>enn tiämlic^ a bte burd[) bie Sntegration l^erbetgefuj^rte (Son:^ 
flante oorfieDt 0d)retbt man 2 a fiatt a / fo nimmt bie Sntegralglei« 
d^ung bie cinfad^ere Sorm 

y-|-ax-J*Ä*=30 

an. ;£)tffereniirt man/ um bie ptic^tigfeit ber Ste^nung ju prüfen^ 

biefe ®leicl[)ung/ fo ^at man </y + a ^'x =: o, alfo a £= — ^ j unb 

Cv TL. 

n>enn man mittelfl biefed ^uabrucFed a aM ber Integralgleichung weg* 
fd^afft/ n)ieber bie gegebene Z)ifferen)ialgleic^ung* 

2(ber biefer £)iffereniialgleid^ung n^irb offenbar auc^ .©enuge ge* 
letfiet / n>enn man 

X* -^ 4y e= o 

fejt/ benn l^ieburd^ gel^t jie in ^ = ^ über/ welche golge mit ber 

ffioraudfejung x» — 4y=o ibentifc^ ifl; e§ ijl alfo o^d^ x'^— ,4y=o 
ein 3ntegral berfelben. £)a nun bie ©(eid^ung 

f -j- ax + a* =5 o 

für feinen confianten SBert^ oon a mit x^ — 4y &= o jufammenfallf/ 
ba burd^ feinen confianten SertJ^ ^on a bie in ber erfleren ©leid^ung 
tit^t oorl^anbene ©rö^e x<^ in biefelbe. eingeführt merbenfanu/ fb hc» 
fiitiget ber oorliegenbe %aVi bie S^ic^tigfeit ber obigen ?luafage. 

SRan nennt eine unter bem allgemeinen integral (2) nid^t begriff 
fene Stelation iioifd)en x unb y/ meiere ber 2)tfferen{ialgleid[)ung (1) 
©enüge leiflet / eine befonbere 2lufUfung berfelben. 

^M er^dlt eine befonbere 3(ufldfnng einer £)ifferenjialglei(^uttg/ 
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n^nn tnAtt/ tnbem taan bte Un^erinberltc^reit ber CTonflanfe be$ all' 
^miincn ^nUQtaU auf^bt^ bfefe ©roße eine fofci^e Function «Don x 
tinb 7 bebauten Idpt/ bap bte burc^ bte 2)tjferenita[gletc||ung audgef))ro« 
4)ene '93ectnu))fung^}mff%en dx unb (/y ^abet utii^erle^t fprtbefle^t. 
Sie btefe S^nctton mtfgefunbea n^erbett fönne/ jetgt folgenbe Säe« 
trad^ting/ 

. 2)te. Stfferenit4lg(ete^iittg (i) entfiel aui ij^rem oDgemetnen 3ti« 
tegral (2)/ ivenn man btefe$ leitete biferenjirt/ unb mtttelfi bed SKe« 
fuUaie^ biefer Operattcin / tveld^e^ immer unter ber S^rro 

(3) P(/x 4- Qdjr = o 

erfd)eint/ wobei P unb Q gunctionen tJon x/ y unb a finb, bte Gon* 
jlante a aud bem genaanten 2(n^^Si^<^I tvegfc^oft. ®obaIb man a al$ 
eine t>erdnberlic^e ©röfe betrautet/ erhält man jum X)ifferen}ial ber 
©leic^ung (12) bie ©letc^ung 

{^) Fdx 4- Q(fy + Rda = o, * 

Worin P unb Q biefelbe^ebeutung ^aben wie in (2), unbR ebenfalls 
eine Function oon Xf j unb a ifl. £)ie ©leic^ung (4) ge^t ntc^t nur 
aUein für cotiflante SBertl^e oon a/ in 93e^ug auf welche </a =: o ifl^ 
fonbern audb.fur alle uerdnberlic^en SBert^e i)on a/ burc^ welche R auf 
SlnU rebuctrt wirb / in (3) liber. ^iefe le^teren ergeben ftc() burc^; 2tuf^ 
lofung ber ©leidjung 
(5) R = o. 

S)a nun ber Hergang ber Elimination einer ©rfiße ani iwei ©letV 
d)ungeti nid)t burc^ bie 93ef(^affenl^eit biefer ©rope/ fonbern nur burc^ 
bie2Crt i^rer 93erbinbung mit ben übrigen bebingt wirb/ fo erhalt man 
burc^ gtiniination Don a aud (2) unb (3) offenbar bieSnbgleid)ung (1)/ 
oucb wenn man a ald eine variable/ burc^ bie ©leic^ung (5) beflimmte 
@r6pe be^anbelt. %u^xt liian nun bad alfo t)erdnberlic^ geworbene a 
in bie ©leic^ung (2) ein/ b. ^. fd^afft man a <ntö (2) mittelfi (5) weg, 
fo ^at man ebenfalls ein Sntegrat für (1) oor jtd)/ weld)e6 aber, itt 
fo fern bte ©lei(^ung (5) wirf lid) ein t^ariabled a barbietet / unb ba$ 
€rgebniß ber Elimination t?on a aud (2) unb (p) nid)t audE) buYcb®ub« 
fiitution ^ine$ conflauten äBert^ed für a in (2) erhielt werben fann, 
eine befonbere 2(ufIofung ber ^vorgelegten 2)iffereniialgleid[)ung (1) fer>it 
wirb. 

3n bem ©ef^gten liegt folgenbe Siegel jur 2(bleitung ber befoh« 
beren 2(upfung einer ;^if erenjiaigleic^ung m^ i^rem allgemeinen Sn* 
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tegral ^in btfferenjtre biefed 3nte^al tn SS^sug auf Ut barm le« 
fnbltc^e unbefltmmfe (Eonflante^ tnbeni man bse eigentli^^ Mmblen 
Großen aU befldnbtge betrachtet/ unb eltrointre and bem erl^altenen 
Z)ifferenital tsnb bem 9orIte$enben aUgemetnen ^nte^ral bie ern»4^nte 
€on{lante. 2Dte Snbgletc^ung tfl etn^ befohbere 2(uf[öfung ber ^egebe« 
nen Z)tfferenjta(gletc^un3 , wenn fte burc^ ®))ecialiftrung ber tm aQ^e» 
meinen integral oor^^anbenen Sonflante aC^ fo((^en/ ntc^t erjeiidt mer« 
ben (ann. 

00 gibt und bie tn obigem 93eiff)tere erl^alt^ne 3utegralgteic^nng 
y4-ax4-a**=o, in Kejug auf a' biferenjirt/ 

z 4- 2A *=! O/ alfo a = f ' 

tt^obutc^ biefe 3ntegralgletd[)ung in bie ^cfonbere 2(ufI6fun9 
y U -- sa o ober X* — 4y = o 

.3*4 ^•' 

ber bortigen Sifferenjialgleic^ung ft^ umflaltet. 

Xk obige Siegel ifl unbrauchbar , wenn \>xt allgemeine Sntegrat 
gleic^ung (2) auf bie gorm 

(6) • j)(x, y) c=s a , • 

gebracht wirb/ fo baß (infer^anb bed ©(eic^^eit^ieic^end a nid^t er« 
fc^eint. 3n biefem %<k\Jit U^t ftc^ bie 3lufgabe auf einem anderen SBege 
lofen. 

2)enft man ftc^ ndmlicf^ ben 2(udbrucf (6) in bie ©leic^ung (2) 
fubflituirt/ unb bie ^teburcf^ entfle^enbe ibentifc^e ©leic^ung 

(7) -^[x/ 7/ 9>(x/ y)] = o, 

welche mir ber Äurje it^egen burc^ f (x, y, 9) =s o anbeuten mot 
Uli, fowo^I in i&e^ug auf x al$ auc^ tn ä^ejug auf y bifferenjirt/ fo 
muß «ud^ jebed biefer partiellen CDif erenjtotien burc|^ blopea gegenfeitt« 
gea 2(uf^eben aller ©lieber oerfc^winben / b. ^. ea muffen bie ®(et« 
c^ungen 

rs^ ^^^^- y- ?) I ^^(*/ y^ ?) £? == « 

^ -^ * rfx "T~ £^9 * ^x 

^FO^y^f) ^/»(x, y,9) dc^ _ ' 

€£y * rf(p ^y 

bejiej^en. ^ier bebeutet — ^'-^^ ^offenbar ben ©tjferenjialquo- 

iitnttn, meieren man erl^dit/ wenn man bie Suttction.i^(x/ y/ 9) tn 
^ejug auf x nnr in fo ferne bifferenjirt / aia biefe 93ariable außer« 
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l^aR» bem SSereic^e ber gunetion j» (x , y) etfd^ntt ; «n ©leit^eö gtU. 

üon L-i2jJ^, gdjlimmen baj^er tiefe JDifferenjtalquöttenten mit 

y ■ 

ben gunctionen überein, in weld^e bte in (4) uorfonimenben (Sroßeit 

P unb Q übergeben / wenn man ou$ benfelben bie ®r6pe a mitteljl (6) 

wegfc^afft. ajurc^ bapbe «öftfü^ren entfptinat "^^^""j ^' "^"^ auiJR* 

}(ud brn ®tei(^nngen <8) finbet man ' 

u\ '^y('' y) ^ <f('>y,'?) .. <^F(x,y,y) 

<^?('. y) _ /iJi-(», y, y) , rff<i, y> y) , 
<£y dy d<^ 

biefe legieren ^eidSMittgen ftnb eben fo it>ie biV ©leid^ungen (8)/ oud 
n^elc^en fle abgeleitet tvurben/ ibentifc^/ b. 1^. fte befielen/ tpaf man 
auc^ immer für SBert^e fiir x unb 7 annehmen mag/ xilfo unab^idngig 
von jeber jwifd^en x unb y Q)tcitt ftnbenben 93erfnüpf«ng. SÄan laije 
nun X gu y in biejenige SKelation treten ; xodd)e burct) iie befonbere 
2(upfung ber Oletc^ung (1) aU0gefprc4)en wirb/ fo muß Ifaburdt) ber 

partielle 2)ifferenjtaIquotient — j f^j'«^f 97atur nad) in bie 

Slixüe übcrgel^en ; benn berfetbe ifi offenbar ber erfiei^eil ber gnbgfef- 
d)ung/ auf welche man burc^ (Elimination t>on a au^ Un ©leic^ungen 
(ä) unb (5) fommt/ b%4^efe Operation auc^ baburd) auögefii^rt wer* 
ten faiiu/ t>a^ man a am (2) fuc^t unb in R fubjlituirt. (Sejiattet 
<rffo bie vorgelegte Siff^renjialgfeic^ung (1) eine befonbere 2lufl6fung/ 

fo pfllen (td) bie partteKen 2>ifferenjialquoticnten '^^^ ^^ unb 

■■ '^J^' ^ afö Ärüc^e bar, beren SKenner buv(^ genannte 2(upöfung auf 
«y 

SWttU rebttcift werb^m 9Wan wirb burc^ biefe 23emerfung in ben Stanb 
gefegt/ bie in ber S^age fle^enbe befonbere Äuflofung oon (i) auc^ 
ou$ (6) au$ftnbig gu mad^en; ju biefem Snbe tfl nic^td weiter nöt^ig/ 

al6 bie 97enner ber beiben partiellen 2>iffereniiaIquotient€n --^r^^ 

unb - ^ , • f ober melmel^r ben gemeinfcl^aftlic()en göctor biefer 

dtenner glei^ 9?uQ ju fe|en. (D?an wirb aber/ e^e man bie babur(^ 
erhaltene ^Relation iwifd)en x unb y für eine befonbere ^fuflofung ber 
2!>iffereniiargleid)ung (1) erHart/ na^fe^en/ ob butd; biefelbe nic^t 
^ma ber erfle S^eil ber ©(eiti^ung (6) tn eine conftante ©roße übet« 
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^e^tf weil man in Um (eiferen gdUe Uo^ ein pattitul&ta Sittegtal 
^on (i) gefunden ^&tt% 

83rtngt man bte £)ifferen}talglei(i(iun9 (i)/ tnbem man baran$ 

-ri fud&t , auf bte %ovm 

ax « - ' 

V 

(lo) ^dx + ödy !=: O/ 

unb fennt man ben tntegrtrenben Factor Lber le^f^ren/ fo muf ber< 
felbe^ wenn man 7 oon x^ fo wie e$ bte i)efonbere 2(ufI6fung ber sbtf« 
ferenitalg(etc^un9 t^orfc^retbt / abj^angen läfti gletc^faQö bte SnuDeim 
97enner erpalten. 2)enn e$ muß ofenbar 

Ij^dx + LÄdy = d9(r, j) 
' '9 dx d. dy 

fepu/ moraud bte Sttc^ttgfeit unferer Se^auptung na^ bem oben ®e« 
fagten oon felbfl ev^eViet ; baß jic^ hierauf ebenfalls etn 93erfa|^ren juv 
SntbedPung ber befonberen 2(ufIofung Wr ®letc(^ung (1) griinben Iä|t/ 
bebarf feiner wetteren 2(u$etnanberfe^uhg. 

2)tefe €tgenfd)aft be^ tntegrirenben 5<JCJ^rd laßt jic^ unmittelbar 
M^ bem $6egrfffe einer befonberen 2(uf[ofung nadiwetfen. 

;&urd[) eine folc^e 2(ufI6fung ber ®(eic^ung (1) barf ndmli^ bte 
Function/ welche wir ^(x^ 7) genannt l^aben/ nic^t auf eine bejlanbtge 
®r6ße rebuctrt werben/ benn fonfl wdre biefelbe ein })artifufdrea 3n-- 
tegral ber ©leic^ung (1); ed barf affo badStfferenjial df (x, 7) nic^t 
t>erfc^wtnben , b, ^. ed barf L(^rfx + ddy) nic^t gletcft SWuU wer* 
ben. übet bte befonbere 2(uflöfutig ber £)iftereniialgleic^ung (i) muß 
ber ®[eic^ung (10) ®eniige letfien, al^o^dx + £1^7 auf OTuU re- 
buciren; ed erl^dlt bemnac^ burc^ biefelbe ber SRultipIicator L bieSRuDe 

im Kenner/ bamit L (g>dx -f- ddy) in - umgejialtet werbe/ unb 

fomit bem 93erfd)Wtnben entgehe* 

2)ie aWet^oben jur »eflimmung ber befonberen ^fuflofung ber 
£)ifferenitalg(eid[|ung (1)/ beren wir bia je^t erwd^nt ^ahen, fe^en bte 
iSenntniß be$ allgemeinen 3nfegral$ (2) ober (6)/ ober boc^ bed tn^ 
tegrtrenben'S<(ctord L oorauö. äßir wollen nun jetgen/ wU man bie 
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UfcnUu Unfli^mQ einer 2)tffereifitdTgIet(|tmd / tt^enn ße eine fol^e 
geßatfet^ cj^ne btefe ^ülfömtttel/ Ho$ an^ t^r felbfl ableiten fdnne« 

S>enfeit ivtr una bteallgentetne Integralgleichung (2) biferenjtrt^ 
tt^oburc^ bte ©leid^ung (3) entfielet/ unb aud btefer Unteren a gefncfft/ 
fo ^aben xoit bafur einen 2(u$brucf uon ber gorm 

(■■) .-K""^> 

@nb{lttutren wit Uit\tV>ttt m (2) ^ fo ergibt ffd^ bte ©Tet^iung ' 

(.2) f[x,y,^(x,y, ^)]=0, 

ober furjer F(x, j^ f) =i o, 

xoeldjCf wenn fte mit ber 2)iffereniiaf9leic^ung (i) nic^t »ollig genau 
übereinflinimt/ ftc^ baoon nur burc^ einen gactor U/ welcher x^ 7 unb 

dy 

-j- entj^alten fann, unterjc^eibet* ©ejen wir «Ifo 

(i3) f(x, 7/ ^) = M . F(x, y, *), 

fo forgt ^ 

<i/(:s, y, i2j -= M d^{x, j, ^) + i?(x, y, f) . dil. 

Ulm tfl 

d^Cx/y,^) = ^- dx -I j^ dj ^ — dif, 

4. c ,. « «..«. • Y ,■ . dF(x, j, i>) dF(r, y, A) 

unb bte yartteHen 2>tfferctijtaI<juotienten ■ '' ■-/ . ^ ■/ 

XH\6)t in edeii bem 0tnne ju nehmen finb^ tvie bie ofien er^aUeneit 
££0^o^_9)^ ^-P'('> y> ?) , „nterfclieiben P<^ »on ben in (3) oor» 

fommenben Functionen P/ Q blo^ barin ^ bap in biefetben flatt a ber 
2(uabrudP (n) eingeführt tourbe/ welcher le^tere ?{u$:brucf qax^ (3) ent' 

fprungen ifl, weswegen jtc^ bie ©lieber ^^^^- J- ^? dr + ^^^"^ ji^r^"^ dj 

o^ne Sturfjid^t auf irgenb eine 53a*binbung j\oifci^en x unb y tilgen/ unb 
bie ©leid^ung 

dF(X, y, '^) «3 j;^ tf^ 
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befielt; wir ^ahtn bemfioc^/ wenn wie hierauf dtu(fft(^tne^nf unb 

"^-^v' ^'77)'=^^ — d^ — ''^ + -W'f{^' y' -dl} 

Z>er iweite Z^eil re(t)tec ^atib be$ ®(et(^|^eitdi(t(^end unb iit 
©rdße linfer J^anb beifelben oerft^winten wegen (i); ba^er ntuf auc^ 

fejn. Dtjferenjtrt man bfeSWc^ung (i3) bloß tnasejug auf Ti™P' 
fo findet ntan: 

^A^.y. p) _ mi ^^(^. y. ^^> ^* I i '^^ //^ V r.^ 

alfo weg^n (i4) unb (i): 

(,5) iAii2^) = o; 

rfp . 

unb ba 
ffi/ auc^ 

(.6) ^/(»>y.p) +'^/<''/>P>p = o; 

^ '^ ax * dy *• 

2)te (Sleid^ungen (i5) unb (i6) jinb fowol^l unter ffc^ aU üu(^ 
mit (iTf) gletc^bebeutenb ; mttteljl einer ber betben erperen ben Siffe- 
renjtalquotienten p aud (i) wegfc^affen^ ^eißt alfo eben fo m'el/ afö 
bfefe Operation in SBejug auf bie ©leic^ungen (14) unb (12) ijerricb* 
ten ; ober weil p bort blof in -^ erfd)eint/ eben fo oiel/ aU -^ auö (14) 
. unb (12) eltminircm ^ierau§ entfpriujgt aber not^wenbig biefelbe ©lei? 
c^ung/ auf n^elc^e man fommt/ (Denn man a au^ (5) unb (2) etimi- 
ntrt; folglich fü^rt ^ie Slunination uon p fowo^l aud (i5) unb (1)/ 
wie auc^auö (16) unb (1) jur befonbereo 2(ufI6fung ber Oleid^ung (i)/ 
ti^enn eine fol^e t^or^anben i% Um über btefen le^tern ^unct in ha^ 
Steine ju fommen / mu^ man beibe Sliminationen {ugletc^ oorne^men/ 
unb abwarten/ ob fte biefelbe Snbgleici)ung barbieten. 2)iefe$ £enn- 
{eichen ber befonberen 2(ufI5fung für (1) l&$t fid) auc^ baburc^ audbru- 
cFen / bap man fagt / ea werbe burc^ biefelbe ber 2)if eren^ialquotient 

^ = -j^f fo wie er aud ber ©ifferenjtation ber gegebenen ®W- 
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4un3 (i) f»(gt/ Auf bt> %otm - ^tUa^tf bcnn btefef Stcfulf at er« 
^alt man aitö (et ©tetc^ung 

mit 9tucFftd^t auf (i5) unb (i6). 

7bU ^iet nad) Sagratige vorgetragene S^^eorte ber Befonberen 
^fuflofungen ber :&tffereniialgletd^un3en ber erflen Orbnung mit {mei, 
fBartablen (dpt f[4) <^uc^ auf ®(etcf)ungen Don ^e^eren Orbnungeit mit 
mehreren Variablen unb mit 2)tfferen}en audbel^neti^ wa^ mir jebo^ 
i» übergeben genöt^iget fittb/ (umal/ ba ftc^ in ber Solge nod^ ©ele« 
genierten barbieten »werben/ einiget ^ie^er ©e^ortge betiubringen. 






^itingd^aurcn'^ mdt^. Varuruitiiett i. a6 
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(Sieben unb fünßtäfle 55orIefung. 

über ixt ^nte^tation bcr ©leid^ungen mit pau 

fiellen £)ifferenjiaUen. 



s 



«nb ben fattkUm ©iffereniialquottenten -77/ — :/ tt^ * • • • 
/ jL jj f rrrrj ' ^, j_ 9 • . • . •"rr:/ ^<^« flegeben tfi/ unb gefor^ 



enn bad ®efe^ ber 21bl^angtgfett etnet ©rope a ton me^re' 
ten anberen x/ y^ z^ tc. bur4) eine ©letc^ung stmfc^en u/ x/j/ z^ tc* 

<fu, d\L dVL 

TL' Ty' 5^ 
^u cP^u ^^u rZ^u g?^u 

bert tt)ttb^ btefe 2ib^dtigtgfett burc^ eine ©letd^ung barsufleHen/ in 
weld^er blo^ bte Variablen u^x/y/Z/.... etfc^einen/ fo ^at man 
e^ mit ber Integration einer fogenannten ©leic^ung mit })artiellen 
£)i{fereniialien ju t^un. 

Z)a biefe ®tetd)ung eine gewiffe ^Inja^t ber Siffereniialquotient^n 
t^ollig unbefiimmt Idßt/ fo muß aud^ i^r integral baö ©epräge ber Un« 
beflimmt^eit m fidS) tragen« ^etrac^ten tvir/ um einen einjelnen S^S 
i>or 2(ugen ju J^abeu/ jene 93erf nupfung iwifd;en n, y , Zf welche bur^ 

d Z £t z 

bte ©leid^ung ^ = — auagebrucf t ivtrb, »^ier bleibt bte aSebeu« 
tung ber 2)ifferenjiaI(juotienten -^f ^ an pc|) unentfc^ieben , unb ed 

ujirb Moß fefigefe^t, baß bae Sifferensial </z = — (/x -f- — - rfy 
bie gprm 

c/z = ^(cfx + rfy)*fi(/(x+y) 

beft^e. gur ~ fann jebe gunction oon x+y angenommen »erben/ 

unb ba fobann baa Sntegral / -^ c/(x+y) ebenfalia ala einegunc* 

tion von x+y erfrf)eint , fo j^aben wir 

« =ö 9 (x + y) / 
wobei bie gotm ber gunction 9 oolltg wiBfurlic^ i% Sie ©lel^ung 

z = 9(x + y) ijj alfo bae Sntegral ber ®{ei*una^ = 4^. 

Äx ay 

@oir oott partieDen Sifferenjialten einer ©roße überhaupt bte 
9tebe fepn fonneir, fo muß bicfelbe wentgfiena eine guuction i»eicr 
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SiamHen fe^n.. S$ mtrb ftd^ bemn<Mi^ ettte ©lejc^ung mit ))art(eireit 
2)ifereniialten wentgflend aufbm t^erdnberltc^e ©roß^n bejtej^en. 5(otn« 
men in einer fo(ct)en ©leic^ung biep brei 3$ariab(e \f j , z, unt) bloß 

bie Sifferenjialquoiienten ber erften Drbnung ^ , --- i» ^^f ix^tn 

?)ote»i »or / fo ^at jie/ wenn wir ber Äürje wegen -r^ ==: p, -p = q 
fe^en/ bie Jorm 

(1) Pp + Qq =5 R, 

wöbet P/ Q/ R Swncttonen t)on x, y, z bebeuten. 

Um bie Sntegration ber ®Ieicl)un9 (i) ju bewerf jlelltgen / fc^af* 
fen wir a\x& i^r mittelfl ber ©feid^^ung 

(2) , </z r=s pc/x -f- qcfy 

einen ber IDiffereniialquotienten p/ q weg« d^Iiminiren wir q/ fo er^ 
l^aften wie 

(3) {?dj — (^dx)f + Q(/« — R(/y =ä o.' 

2>iefer^ ©leic^ung wirb offenbar bur<^ eine fold^e Delation jwt* 
fcfien X , y , z ©eniige geleifiet / für wel^e bie ©leic^ung^n 

(4) P(/y — Qc/x = o, QJz — Rc/y Ä= o 

^tatt pnben. 

\Sommt in Pc/y — Qcfx = o bie 53er 5n berücke z/ wnb in 
Qrfz — . Rrfy =3 0. tie ?8erdnberlid)e x nirf)t oor> fo fann jebe biefer 
©leid^ungen für ftc^ allein berSntegration imterworfen werben/ welche 
iOperation wir^ier aU ausführbar i^orauSfe^en/ wenngleich e$ nid)tim^ 
mermoglid) ifl, biefelbe nac^ ben bi6 je^tfür bieSijferenjialgleid^ungen 
ber erflen Orbjiung befannten 3)?et^oben $u ®tanbe ju bringen, dla^ 
verrichteter Integration gibt unS bie erfie ber ©(eid^ungen (4) y ald 
eine Function oon x unb a^ unb t>ie jweite z aTd eine Sut^ction von y 
unb b^ folglich) and) aU eine Function oon Xf a, h, wobei a unb b 
biein.ben 3»^^gJ^<iIi^n^ntNItenen Willfürlicf^en Sonjlanten ftnb. 

(Srfc^'tnt bloß in einer ber ©(eic^ungen (4) eine ^mänber(id(ie 
©roßc/ bereu £)ifferenjia[ bafelbji nicbt oor^anben ifi^ fo muß man 
biefelbe mit S^&lfc ber atiberen ©teic^ung burc^ (Elimination wegbrin« 
gen. £ann aber aucl) bie Integration biefer (enteren ©(eic^ung nic^t 
bewerf fte lüget werben, fo muß man eine ber beiben ©Ieic^u.ngen (j. SB. 
bie er jle) ' bifferenjiren , unb man wirb immer im ®tanbe fepu/ aud 
ben nun oorl^anbenen brei ©leic^ungen eine neue ©leic^ung abjuleiten/ 

26 * 
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in mldjct fiä) bloß jwet oerdnbetli^e ®r5f eti (x unb y) neftfl i^ren 
erfleit unb jwctten 2)tfferenjialien bejinbeit, SBirb bte leckre ®Uu 
d^ung, nod^bem mon tiü^ jweite Sifferenjtal einer i^rer SSanablen 
gleich' 97uU gefegt ^at, tntegrirt/ fo tfl nion im Stanbe/ eine ber er- 
»ahnten 93ariablen (j. «. y) burc^ bie onöere (x) unb burc^ ^ie im 
Sntegral enel^oltenen jwet wiafurltd^en Sonfiönten (a, b), «nb mit 
Sujie^ung ber ®(etd[)ungen (4) auc^ bte britte Variable (z) burc^ bie 
fo eben genannten <Sr6pgn (x ^ a ^ b) au^iubrücfen. 

SBie alfo auc^ immer bte ©letdiungen (4) befc^afftn fepn moQeUf 
fo geben fte una y unb z ald Functionen ber oeränberltc^en ©röße x 
unb iweter ioilIfiirIid)er Sonflan(en a, b, ioeId)e gunctionen berOIei- 
d^ung (3)^ unb ba^er and) ber oorge(egten ©kic^ung (1) ©entige (et* 
fltnu X>a e6 megen ber Unbefiimmt^eit ber ®roße p/ tt>elc^e jeber 
gunction v>on x, y , z gleid) g^fe^t werben fann, <iuc^ möglich ijl/ bte 
©Icid)ung (3) ober (1) ju realiftreu/ ol^ne bte ©leid)ungen (4) anju^ 
mf)\\K\\f fo ^aben mir ^ter nur eine einjelne ber unjä^Ugen ^iuflofun- 
gen fennen gelernt/ welche ber ®(etcl)ung (3) ober (1) entf))re($en. 
X>iixd) biefeibe Fanti jebocfy bad allgemeinfle integral biefer ©leic^un^ 
auf folgenbe Tivt gefunben werben. 

€a fer) 

(5) F(x, y, 2)=s=o 

bie affgeineine Sntegralgleidbung filr (1), fo n\n$ fowol^I fte, wie auc^ 
bie an^ i^t entf))ringenbe Differenjialgleic^ung 

(6) (/F(x, y, z) =£= o ober 

dF{x, y, z) ^^ dF(x, y, z) ^^ ^^x. y. z) ^^ _ 

^j ax -4 dy -I ' — er z =t= o 

ax » «'y » <5^z 

burc^ alle SJelationen jwifdf)en x , y , z erfüllt werben^ weld;e ber ©let- 
c^uitg (3) geniigen, ga jtnben bal^er t>ie ©Ieirf)ungen (5) unb (6) auc^ 
Statt, wenn man in benfelben, ben ©Ieid;ungen (4) gemäß, y unb z 
tmxd) X , a , b auabrücf t* ^lüein ^ieburc^ erhalt (6) offenbar iie ©e*- 
fialt Vd\=ro, unb biefe ©lei^ung befielt für j'eben SSurt^ ber tnbe* 
yenbenten 53eranbcr(id)en x; fernei: Fann üc/x auc^ aU baa '2)ifferen- 
jial betrachtet werten, welcbea bie gunctton J^(x, y, z) barbietet, 
wenn man oor bem Differenjiren y unb z buref) x auabrucft: ea muß 
alfo biefe 93eranberlid)e burc^ bie erwa^nti;n ^üi\iimionen m^ ber 
Function F(x, y, z) gdnjltd} oerfd)winben , folglicf) festere Function 
UU^lid) aU eine Function ber eonjlanten a unb b erfc^etnen , welche 



L^ 
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»fr bttrd^ «P(8, b) tejetc^ne« wolTeit. Sa fepeii mm M, N We Äua-- 
brucfe/ welche man für a unb b erhalt, wenn man tiefe ffonilanten 
mittetfi bee {mifc^cn benfelben unb ben Variablen x, y^ z befie^enben 
®Ietd[)ungen beflimmt/ fo fann auf bte ^fer befc^n'cbene Tlvt F{x, y, z) 
fid) mii)t in ^(a, b) vermanbeln/ wofmi md)t F(x, y, z) felbjl 
= ^(M, N) t|l. gö l)at fomit bie Stttegr^ilgleic^ung für (i) biegorm 

(7) ^(M, N) e= o. 

X>ie fBefd^affenl^eit ber Function ^bleibt l^ter ooUig unbejHmmt; 
U$t man alfo W eine xt>iütntlid)e gunction ber innerhalb ber Äfararaern 
bejtnbltc^en Oroßen bebeuten , fo t|l (7) -bie allgemeine Sntegralglef* 
(^ung ber vorgelegten ©leic^itng mit partiellen Sifferenjialien, Sa 
b«rd^ bie ®leid>ung (7) eine ber ©roßen M, N alö eine gunation ber 
anbern erfldrt mirb^ fo fann man biefer ©leic^ung auc^ iie ®tflalt 

(8) M = 9> (N) , 

geben/ mobet 9 ebenfalls baö Seichen einer willfurlicCjen gunctton tff. 

Um alfo bie®feid)ung Pp -f- Qq db= R ju tntegrireh, wirb man 
au$ ben ©letc^ungen Fdy — Qc/x =i= o, (^dz — R'c/y = o bie 
3ntegratgleid)ungen M = a, N = b, wobei a, b bie willkürlichen Soli* 
jlanten jtnb/ ableiten/ unb fobann M = 9>(N) fe|en. 

Slimtnirt man aiiB ben ®teicl)ungen (4) ba^ Sijverenjial dj, fo 
finbet man Fdz — Rc/x = o; welche ®leidt)ung man, wenn man ed 
für jwecfmdpig eta(i)tetr fiatt einer ber ©leic^ungen (4) in bie Sftei)' 
tiung einführen fann. Oft bürfte e$ auc^ leichter fepn / auö ben ®let^ 
cfiungen Vdy — Qc/x c=3o, Fdz — R(ix = o, Qc/z — R</y = 
burcb fcbicfllc^e 53erbinbungen berfelben jwei tntegrable SSifferenjtal- 
gleic^ungen mit bret oerdnbertic^en ®r6ßen abjuleiten/ aB bie oben 
befprodE)ene Integration einer 2)ifferenjialgteid)ung ber jweiten Ort» 
«wng mit jwei oeranberlic^en ©rößen oorjune^men. 

©ie ©lei(^ung Fdz — Rfl(x=3o bietet jtc^ fogleirf^ bat, wenn 
Wftn ben ajifferenjialquotienten p au^ ben @leid[)ungen (1) unb (2) 
^^afdS)afft/ unb bie ftd& nun jlatt (3) ergebenbe ©leic^ung auf biefelbe 
'Ütt, wie ea oben gefcf)e^en ifi/ in iwei ©teid)ungen jerlegt. 

SBitt tnan an^ bemSntegral (8) jur g)rüfung ber 9^ic^tigfeit beö-- 
fefteü bte gegebene ©lei^ung (1) wieber ^erfiellen, fo nuig man eö 
fowoj^l tu »ejie^ung auf z unb x, alö auc^ in »eite^ung auf z unb 7* 
i^etenjiren / unb bie in ben beiben SÄefultaten biefer Operatiojt erfd^ei* 
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nenbe wtOfurttc^e Function ^ wtldjt offenbar eine unb btefelbe fepn 
tt^trb/ eltmimren. 

X>ie für bie ®Ietcf)un9 (i) <)ebrdud)te ^ntegrattondmet^obe l&ft 
ftc^/ wettn man bie ^n^^sration aOec getvp^n(td)en 2)tjferenjtaIg(eP 
jungen ald auCfu^rbar oorauöfe^t / and) auf ®(etc^ungeit mit me^r 
aU bret 93artableii anit^enben ^ tt)enn bte barin befinblt(^en {»artteOen 
IDifferenitdlquottenten bloß in ber ecflen ^otenj erfd^etnen« 

Sd fep j. 93. bie ®(eid^ung 

(9) Pp 4. Qq + Rr asj S | 

"1 

{u infegrtren/ worin P/ Q^ R/ 8 Functionen oon u/ x/ j/ s »l 

porjieilen, ««» P ^ j^/ <I = 57/ ^ = j^ tjl. . } 

(Elinttnirt man an^ berfelben ben Cluotienten r mittelfi ber ®Uu 
^ung 

fo ergibt fic^ 

(lo)* (Pc/z — Rrfx)p + (Qrfz — R</y)q + Rrfa — Srfz = o. 

Snan leite nun au& ben ©leic^ungen 

(11) Pc/z — Rc/x = o, Q(fz— R(/7 = o, Rc/a — Scfz==0/ 
ober auö anberen j^nen gleici)geltcnben / bie Sutegralgleidfiungen 

(12) Ls=sa^ M^=:b/ Nspsc 

äh, worin Im, M; N Functionen oon xi,x,j, z/ unb a> b/ c toiS« 
f iirlid()e Sonßanten bebeuten / fo iß 

(i3) Lt==^(M,N), 

toorin 9 eine miDfurlicfie Fi^^ctton anzeigt / bie 3ntegraI()Ieid^ung fiit 
(9). 2)er 58eweid für Die ©ultigfeit biefeö 53erfa^rend ifl bera oben 
geführten d^n(i4/ unb fann bal^er fuglic^ übergangen werben. 

2)a in (i3) mer SJariable oorfornmeu/ fo Wgt ftc^ biefi^ ©lei* 
4^nng/ wenn man eine ber 93ariablen aU eine Function ber übrigen 
betrad^tet / brei 3!)?al f^artieU bif erenjiren ; in ben erhaltenen 2>if eren« 
iialgfeic^ungen erfd^einen jwei witlfurlic^e Functionen / ndmlic^ 

U-^TTr WnO ■jz;z / 

burc^ beren (Elimination bie gegebene ©feid^ung (9) entfielet, ^ierand 
er^eDet jugleic^/ baf bad integral einer partiellen Z)ifferenitalgletd^nng 
%er erflen Orbnnng mit brei 93ariablen bloß eine WtOfurlic^e Snnctioji^ 
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nnb bitfe nut mit einer Orunbgriße Htttäsit]' ienn baffelte lotetet Moß 
ixoei paxikUe Z)tfferenjtaIquotieiUen ber erflen Orbnitng bar/ burc^ be« 
ren 93erfnupfung ju einer ©fetd^ung e6 nic^t möglich tfl/ me^r a(d eine 
beiben gemeinfc^aftnc^e Function meQ^nitin^tn. 

(Snt^ält eine ©reicf)un9 l^ol^ere ^oten^en partieller Stfferenjtal* 
quotienten ber erßen Orbnung/ fo Idpt fte fid)f u>enn barin Uoß brei 
Siariable erfc^einen / auf eine ®(eic^ung mit Dter ))eranberlid[)en ®ro« 
|eti / in iveld^er bie partiellen X)i{fereniiaIquotienten in ber erfien ^o* 
Utii flehen / rebucki^. 

ea fep 
(»4) /(x/ 7/ z, p, q) = o 

bie in tntegrirenbe partielle Siffereniialgleicf)un9 ber erjlen Orbnung« 
Siferenjirt man biefelbe t^eilweife in i&ejug auf x/ y unb z/ in fo 
fern man p unb q ald Functionen biefer t^eranberlichen ©rößen betracf^« 
tet/ fo et^&Ü man hie brei ©leic^ungen 

df . df dp . df d<i 

dy ^ dp dy dq^ dy 

df . df dp . df dq _^ 

a2 * dp dz * dq dz 

in »eld^en ber Äurje wegen / ^^ttf{^, jt '^f Vt ^ ^^¥* 

Kommen in p unb q Mop x unb y »or / fo ijl bef annter SfRaßen 

^ =s= — 2 ; ba wir aber ^ier au^ z in biefen ©ropen enthalten ben* 
f <fn / fo l^aben wir flaf t biefer ©leic^ung 

dp I dp dz dq "^^ dq dz 

••■"^^ •■•I** •mmmmmm - ^^b^— • ^i^^ib «(■■w^» ^"T^ ^m^^mm ^ mmmmgm 

dy * dz dy du ' dz ax 

iu fe^eu/ ober waa baffetbe tfl : 

(»6) ^_^4-^p-^*:qs=0. 

' dl. dy * dz ^ dz ^ 

I)iefe ©leic^ung folgt unmittelbar auö ber in ber oier unb fünf* 
ligjien «Borlefung erl^attenen ©leic^ung (i3), wenn man biefelbe auf 
bie 2)ifferenjialgletd^ung pcfx + qc/y-T-c/zsso anwenbet, inbem 
wan bafelbfl p/ q, — i ^(^tt P> Qr B fd^reibt. 

SWan fann nun and ber ©leicftung (i6) mit ^ulfe jweier ber 
©leii^ungen (i6) unb ber ©leic^ung (14) Md) »elieben entweber 
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P/ j^/ ^/ ober ?' "5^/ j^ wegfc^affen; mebutc^ matt eine ^^at- 

tteDe 2)iferenitalglei4iung bev erflen Orbnung {tvifcfien b^en vier Sia^ 
xiahUn x, jf z unb q ober p er^dlt/ in tvelc^er bte ^Dtfferenjtalquo- 
tienten blo^ in ber erflen ^ctctn oorl^anben jtnb. Stitegrirt man hit» 
felbe nad) bem oben gelehrten 93erfal^ren> fo t|l man im ®fanbe/ mit 
Stücfftc^t auf (14)/ fowo^l p M q burc^ x, j, z aitdjubrücf en / folg« 
Ii(^ bie 2fuf[dfun() ber vorgelegten 2(ufgabe nur noc^ oon .ber 3ntegra« 
tton ber ©leic^ung 

abhängig ju mad^en. 

Sliminirt man DorI4u{Tg --4 unb —, arx^ (16) mittel)! ber wA 
(i5) fi^ er^ebenben ?(udbrücfe 

dx \di^ ~ d^ * £]?xy ' £iq' 

^E \£2is ' dp d%/ aq 

fo f!nbet man bte ©leic^ung 

tt>eT(f^e no($ mit ber ©leic^ung (14) combinirt merben mufi# um q aud 
betfelben ^u entfernem . Da biefe O))eration immer au^fti^rbar tfl/ fo 
fonnen mir qbafe(bji a(d ixm %\xxittidXi ^on x, y, z, p- betrachten. 

Die Integration ber®(eicf)qng (17) ^^"9^ ^^^f ^^^"" ^^^ ^^^ 
ber ®(eicf)ungen (11) Vit i^nen glei4)geltenben 

xoSf)\t, unb )vie ed ber tx^rliegenbe SaQ erforbert/ 

u«p, P«^, Q=^7i' 

fe^t/ t)ott ber Integration nac^fie^enber ^leid^ungen ab: 
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(i8) i/rfy~£^dr = o 

df 

©eltngt biefeI6e/ fo bieten fte un$ bret Sntegralglet^ungen 

(19) , L = a, M«93 b, N = c 

>ar; ttt meieren a/ b/ c iviafurltc^e Sonjlant.en/ unb L/ M, N 
Suncttonen t)on x/ j/ z/ p anjetgen; unb ^ieraud folgt/ tn fo fern 
9 eine u^tUfurltdE^e Function anbeutet/ 

(«0) L s 9(M/ N) 

oW baa Snteflral ber Oleic^ung (17). Siefed gibt und/ fobalb über 
bie Sorm ber Function 9 oerfugt tt^orben ifl/ p da eine Function von 
^f jf z; ivir l^ben folglich auc^ q old eine fold^e Function/ unb 
finb nun m ®tanbe bie ©leic^ung c/z =: pcfx 4- qrfj weiter ju be« 
(anbetn. 

<^ier. it\c\^i ftc^ ieboc^ bie ®d^n>ierigf/eit/ baf bdd integral einer 
Siffetenjialgleic^ung ber erflen Orbnung mit brei QSariablen eine xox\l* 
furltcbe Function jweier ©roßen ju forbern fc^eint/ wa^renb/ wie wir 
oben bemerft j^aben / bie SRatur ber ®aci)e nur eine fold^e Function 
mit einer ©runbgroße in bemfelben juldßt« X)iefe 0c()wierigfeit ^ebt 
^^^grange/ oon welchem \>iz in biefer 93orIefung oorgetrogenen S!ße^ 
tj^o^en l^errü^ren / ouf folgenbe Hxt : 

9!)?u(tiplicirt.man bie er|1e ber @lei(^ungen (18) mit q/ unb fub« 
tra^irt mau jte fobann 04>n ber jweiten / fo ergibt ft(^ 

df 

{dz — fax — qrfy) j- = o. 

Z)ie Steid^ungen (18) ge^eu/ wenn man in biefelben Ue au$ (19) 
folgenben 5S5ertl^e oon x/ y, z fubjlituirt/ offenbar in ibentifd^e über/ 
baj^er wirb baburc^ auc^ dz — p<fx — qdy ibentifd^ auf 9luU re- 
bucirt. ißel^anbelt man aber bei biefen ®ubJlifutioneu ^ie wiüfurlicben 
Conjianten a, b/ c aia oariable Qrößeu/ fo ^eben ftc^ tie mit c/p 
t^erbunbenen ©lieber bea 2(uabrucfea dz — pofx — qdy wie oorj^in 
öwf/ unb bie ®Ieid)ung c/z — pdx — qc/y = o oerwanbett ffdS> in 

(21) A(/a + Bdh + C(/c = 0| 

worin A/ B/ C Functionen 000 p/ a/ b/ c oorfteOen. ?2un ifl ab^r 
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AU^ ct= j.(a, b), fofgli^ rfc = -j^ rfa + ^r «'bj ne^m«» wit 
barauf Stucfftd^t/ fo ge^t bte ®(et($un9 (21) in 

(33) £a + C^] rfa+ [b + C^] db»o üb«. 

Z)tefe (Slek^ung t{l npt^wenbtger Seife integrabel; ea fann alfo 
p in berfelben nid)t »orforamen/ unb eö wirb burc^ t^r Sntegtal b aW 
eine Function t)on a erfidrt Sa ftnb bemnac^ b unb c Functionen oon 
a aOein/ welche jeboc^ ber ®Ieicf)ung (21) unterließen/ fo baß/ wenn 
toit bc3 9(a), c=^(a) on'ne^raen/ 

' ^a ' aa 

fepn ntup / woburc^ eine Stelation jkoifc^en ben Functionen 9 unb f 
feflgefe^t mirb / unb U^^alh bloß eine berfelben wiütütlid) bleibt. ^a$ 
Sntegral ber ©letc^ung (14) ergibt ftc^ alfo/ wenn man aua ben jwei 
©leic^ungen M^<p(L), Na=3f (L) bie ©roße p wegfc^^offt. 

2)a iebod^ bie 'S^tm biefea Sntegrala oerwicFelter a\x^\aütf ala |ie 
ea früher wao inbem fle nun mittelfl breier @(etd^u1igen gegeben wirb/ 
unter welchen fogar eine £)iffereniialg(eic^ung ftd) beftnbet; fo ^at 
9>oiffon fid) ueranlaßt gefunbeu/ bie oben erwähnte ©c^wierigfeit 
auf einem anberen SEBege ju befeitigeu/ welchen wir ^ier in ^ürje an« 
beuten wollen. 

2)enft man ftc^ eine ber ®leic^ungen.(i9)/ j. 93. Lxsa/ in %e^ 
iugauf p aufgelof!/ woburd^ man 

(23) p =s 4> (x, y, z, a) 

ftnbet/ unb biefen 21uabrucf in UebeiUn anbern ®leid)ungen einge« 
fu^rt/ welcl)ebaburd^ in b = *j(x, y, z, a) unb c=*2(x/ y, z/ a) 
übergeben mögen; fo nimmt bie ©leic^ung (20) iic ©ejlalt 

(24) a = 9 [4>, {%, y, z, a)/ ^^ (x , j, z, a)] 

Mf mit beren ^ülfe ftd^ baa in (28) oorFommenbe a burc^ x, j f z 
auabrücfen laßt. £)te 93efc^affen^eit ^on a wirb übrigena burc^ bie 
Sorm ber wiOfürlid^en Function 9 beflimmt/ fTatt welcher man ani^ 
eine Sonflante fe^en fanu/ in welcf)em F^Ue a,felbf} conflant auafdUt. 
Saßt man Vit le^cere 2lnna^me gelten/ unb bejeid^net man ^^^ auf Xizn 
obigen SBert^ oon p unb ben bamit in 9Serbinbung fle^enben oon q ftc^ 
teiiel^enbe Sntegralber ©leic^ung (/z = porx4-q<^y burc^ 
(«6) f(x, y/ z/ a)« k/ 
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tvoM b eine wiUfMidje (Tonflante tfl/ fo Fann baffelbe au^ rto^ auf 
aOfe übrigen bur(^ bte ®Iet(^ung (24) gegebenen S&ert^e oon a auage^ 
be^nt n^ert^n f wenn man 
(s6) dF(^ j;.,^) ^^ ^ ^^ 

fe^t/ bamit ba$ £)iff^renita( ber ®Uid)nns (25) baffetbe bleibe/ a mag 
befldnbtg ober oerdnberltd^ fe9n« &oü k mtttelfi (26) beßimmt werben 
f6nnen/ fo barf bev et|ie S^eil biefer ©lei^ung il, jt ^ xA^^ entj^al- 
ten^ b. ^» e$ muß 

(«7) i£<i^l:.iAi>«,,.(a,k) 

fepn/ mobei ^efne wi0fürltd[)e Function )>or{leIIt ^terauS fplgt 

dfk =s 9^(a/ k) c/a, alfo k = ^ (a), 

nnb ed t)etmanbeln fic^ in ©lei^iungen (a5) unb (27) in 

(28) F(x, y, z, a) e= ^ (a) unb ^l == "HT"' 

tt)e(^e jwei ©lei^ungen mi^ einanbet t^erbunben bad allgemeine 3nte^ 
' gtal ber vorgelegten ))artienen 2)tfferen{ta[glei(i)ung barjiellen/ unb nur 
eine xbMmlxiit Function mit einer ®runbgrope enthalten. 

^ieraud erhellet jugleic^ / baß ein ))artif uldred mit einer midfür« 
liefen Sonfiatjte t)erfel^ened integral ber (Sleic^ung (16)/ n^ie (25) ifi/ 
^inreic^t / bad allgemeine Shtegral ber gegebenen t)4rtiellen £)iferen' 
jialgleic^ung ju erj^alten« 
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Über bte 3»t^8^<^ti«>" ^^^ ©letd^ungen mit par* 

tiellen X)iffereiijialiem 

(Sorffe^ttng.) 




^'r ^aUtt in ber oor|^erge^enben 93orIefung bte ^nteQtatioti 
pattieUet ZXffereniioIgletc^ungen ber erjlen Ordnung mit bret 3}arta- 
Wen , in »eichen bte Diffefen jiölquöttenten ntc^t Mop in ber erjlen ^o» 
tenj fielen / auf bte Integration fattHÜct X)tff(;reniia(gletc^ungen Uu 
felben Orbnung mit oier oerdnberltc^en ®röpen^ beren £)iffereniiaIquos 
tienten in ber erflen ^otenj erfc^einen / iurücfgefü^rt. ^Iserfuc^t man 
ein d^nlid[)e6 aJerfa^ren bei wie immer gejlalteten partiellen Sifferen- 
{ialgleict^ungen ber erjlen Orbnung mit vier unb mej^reren Derdnberli« 
4ien ®roßen in 3(nmenbung {u bringen ^ fo jlopt man ba(b auf betratet« 
Kd;e ^inbernijfe *). Dtefen ifl eine ijon 3* S« ^foff erbac^te allge* 
meine 3ntegrattpn$met^Qbe partieOer Z)tffereniialgletc^ungen ber erjlen 
Orbnung (^(b^anblungen ber fonig(t(l!)en 2(fabemie ber SSBiffenfc^aften 
in 93 er l in/ aua ben 3a^ren 1814 — 181 5. a)7at^emattfc^e klaffe/ 
@* 76) / meiere ftc^ auc^ auf gewö^nlid^e Z)iffereniia(g(eic^ungen er- 
{Iretf t / nic^t unterworfen. fEBir molleit biefelbe / i^rem Srftnber fol« 
genb^ iuerfi hei partieden iDifferenjiatgleic^ungen mit brei 93ariab(en 
in ?(nwenbung bringen. 

Sd fep mit 35eibe^aUung ber frti^eren ^ejeiciinuttgen 

(0 /(X/ 7/ Z, p/ q) = O 

bie ju tntegrirenbe ^Differentialgleichung. 2)rücft man mittelji berfet 
\tn q burc^ x/ 7/ z/ p aud/ fo bleibt in ber ©leic^ung 

(2) / dz =3 prfx -}" q^y 

p unbefümmt. SRan fann ba^er biefe Untere ald eine gewo^nltc^e 
2)t{fereniialgleic^ung tnit oier oerdnbetlic^en ©roßen x, y, z, p-be^ 
trachten / in welcher jeboc^ baa £)tfferen{ial, oon p bie Skulle jum Soef- 
ftcienten erhielt/ unb beß^alb nic^t oor^anben iji. X)enfen wir una 

•) (Sine nähere 2lnga6e becfel6en ffnbet man in L a c r o i x'ö Traite du cal- 
cul diffßrentiel et du calcuL integral ^ seconde edition. Tome II* 
Nro. 748, jp. 667 etc. 
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nnn 0/ x^ p aI$ St^ncdonen ber mjnberltc^en j^ linb ittitt neuer un« 
(efttmmter @roßen a / 1> / c / fo hleiUn bte (Jomten btefer Suti^tioiieii 
(benfaDd unbefiimmt/ ba bte brei ©rißen a/ b/ c {ur Sefümmung 
t)oit z/ Xf p 9öUtg ^inretcl[)en* Z)tefe enormen tonmn alfo fo gei)<»a^(t 
mtUtif ha$ bte ©(etc^ung (2)^ tt^elc^etm ZU^mtinen nebfi a/ b/ c 
aud^ 7 enthalten tt)trb ^ von ber U^t^enanntfn ©rofe tvte aucl(^ t)on t|^^ 
rem 2)tfferenital frei erfc^etnt« 

€a fep 

(3> €fx = Xdy + X,rfa + X^c/b + X,dc, 

dz = Z(/y 4- Zj</a -j- Z^c/b -}- Za^c, 
c/p =rP(//4- Pi<^a.+ P»<^1> 4- ^3^«/ 

»obet X, X,, Xj, X3, Z/ Zj, IC. unbefltmmte Sunctionen t>on y# 
a/ b; c t)i)r{!ellen / ferner vermöge ber ©leic^ung (1) 

(4) dq = q^c/x -t- q^dj + qjofz -|- q4«^P/ 

tftotet qi/ q^/ qa/ q4 befannte Functionen von x/ 7/ z/ p beben» 
ten. 2)ie @lei(^ung (a) gibt una mit J^iilfe ber erflen jitei ©leic^ungen (3) 

(5) 0= (Z — pX— q)d7 4. (Z,— pXO(/a + (Z,— pX,)rfb 

+ (Z3— pX3)rfc. 

. 2)aa Siffereniial dj fel^It in biefer ©leid^ung/ wenn 

(6) Z = pX + q 

i^f nniy, wenn bte in ^ejuj auf biefe SSariable genommenen Sijfe* 
reniialquotienten ber doefficienten oon dh unb de in ber rüdPfldnbigett 
®Ieici)ung 

(7) . o « rfa + hnih dh + b.ii25i de 

gleich dtuD finb. 93eieic^nen wir ber ^urje wegen einen partiellen X)if' 
ferenjtalquotienten / wie ^/^burd^^ ^y w/ fo gibt und bie SJorauö* 

fejung «'y (^) = o not^wenbtg 

Nc/yJI — M(/y-N = o ober 1^ = 11^:, 

* 

Unb bie a3ebingung bed 93erfc^winben$ 9on 7 au^ ber ©leic^ung (7) 
wirb bem ju golge bur^ 

/g\ r?y(Z, — i>X,) ^ dj (Z^ -— p X>t) ^_^ <^y (Z3 — p X3) 

auagebrucft. ' 
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flhin td .</y (»1 — pXj) Ä c/y Z, — prfy X, — Xj rfy p ; cUt, 

mil bie ©lei^ungen (3) c/^ Z^ sss </« Z^ (/^ X^ ss c/^ X geben: 

dy (Zj — pXj) =s rfa Z — prfa X — XjcL p; 

mldjtt Hn^ixnd f mit bem in SJejug auf a genommenen S)iffereiijtal 
ber ®Ui(i)unQ (6) t?ergTid)en, in, 

dy (Z, — pX,) =3 (/a q + X rf« p — Xi rfy p 
üUtQi^t'y ferner ijl wegen (4) uitb (3) 

<4 q =s qi cf« X *{- q^ cfa y -|~ ?3 ^« ^ "f" ^4 ^« P 

=j q, Xj + qsZj + q^Pj uttb c/y p = P, folglich 

fc\ ^y(^i-pX,) _ q3y-i + (<T, - P)X, + (q4 + X) P, 

Die Quotienten ^^j^^ "^ l^^ «nb ^3r(Z3-pX3) ^^^^j^ ^^^ 

fogleic^r wenn man in (9) Z, / X^ mit Z^/ X^ unb Z,^ X3 t^erwec^felt. 
£)er ©(eic^ung (Ö) wirb offenbar @enuge geleif}et/ wenn man 

(10) q4 + X C5S 0> q, — P c= — pq, 

fe^t/ woburc^ )>ber ber brei Cluotienten in qs übergebt* 
2tuö (10) unb (6) folgt nun 

(11) X = — q4, P p= qj -f pq3, Z a= q — pq^. 

SBerben alfo für X, P^ Z biefe SBertf^e/ welche, ti>ie man [te^t, 
burd^ bef annte Functionen Don x / y / 2 / p audgebrucft erfd^eineu/ ge« 
Wd^lt/ fo ijl bie tranöformirte ®leid)ung (7) uon y unb c/y frei, unb 
enthält bloß bi^ ©ropen a, b, c fammt i^ren ^ifferenjialten. S$ 
fommt nun barauf an/ bie Soefficienten tiefer Z)iffereniialien in be; 
©leic^ung (7) burcfe a/ b/ c wirHic^ bariuflellen. 

Bu biefem Snbe betrac^trman a, h, c in ben ©leid^ungen (3) 
aU bejlänbige ©rof en / unb fe|fe bem ju ^olge 

(12) dx r^ X(/y = — q^dy 

rfz == Zc/y = (q — . pq^) rfy 
rfp == P(/y = (qi 4. pqs) (/y. 

©iefe ©leic^ungen lajfen ftd^ jletö integriren, b. 1^. eö.Iapt Jtc^ 
^etö jebe ber ©roßen x, z, p burcf) y auabrucfen* Ü)?an bifferenjire 
ndmlic^ bie erjle ®Ieid)ung,.intcm man dy aU conjiant be^anbelt/ fo 
pnbet man cf^x =. dX . dy^ wöbet (/X bie gorm 

Udx + I</y 4. Kdz + Lf/p 

l^at. £>iefe gel^t aber mit ^ulfe ber ©feic^iingen (la) in Udy über/ 
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2)ifferenitatipn i)iefer lejt^ren ©leic^uitg ergibt f\d) auf biefelbe 2(rt 
(/3 X c=a N c/y^. ®c^afft tnan je^t an^ ben bret Oleic^ungen 

(i3) c/^c=aX</y, d»x !^ Mrfy^, (/3x s= Nrfy^ 

bie Otogen z «nb p iveg, fo bleibt eine £>ifferenätatgletd)«ng ber brtt^ 
ten Oirbnung jtvifc^en x unb y/ tnitteljl bereu Sntegral k burcf) y unb 
bret wtllfurli^e Sonflauten a,, ß, y auCgebrucFt tverben fann. 2)ie 
©Ieid)migen (iS) verhelfen fobann ju 2(u6brucfen für z unb p burc^ 
rten biefelbeti ©ropen, 2)iefe 3ntegration$met^obe ber ©Ieict)ungeri 
(12) iji eine allgemeine; in einigen befonberen gaUen fcmmt man je* 
bödji aud^ auf einfad[)eren SBegen jum Si^I^ 

@e^t man nun in ben gefunbenen 2lu5bru(fen für x/ z unb p 
bie ©roßen a, b, c fiatt a, ß, y, uub ietvad)Ut man hU genann« 
ten ©rögen wieber alö t)erdnberli^er fo erfd)einen in dx, dxf cfp 
für X, Z, P not^wenbtg hk oben bafür angenommenen Sertl^e (n); 
mleid) übet ergeben ftd^ oon felbjl t>k fd)icf liefen SBert^e für X^, X^, 
Xj, Zj/ Zi, Z3, in 83ejug auf Joelcf)e bie Soejficienten oon dh unb 
de in (7) bfo^ aW guiictionen oon a, b, c auftreten. 

äßir ^aben e$ alfo gegenwärtig noc^ mit ber 2)ifferenjialglei« 
d|ung (7) ju tpun , wetdie Ue gorm 

(14) cfa + B(/b s C(fc 

^at, in ttielcf)er B unb C befannte Functionen oon a^ h, c anieigen. 
SBenn auc^ biefelbe ber in ber oier unb funfjigflen 93orlefung aufge« 
fletlten ®leid)ung (i3) nid)t ©enuge leiflet/ alfo fein in einer einzigen 
@leic^ung barfleübarea^ntegral oertrdgt/ fo fann ftebocf) immer bur^ 
ein @9jlem jioeier ©leic^ungen auf folgenbe2(rt integrirt werben. SKan 
be^anble c anfdnglic|^ afö eine befldnbige ©roße, unb integtire unter- 
biefer.9Sorau0fe^ung bie ©leic^ung t/a 4- B<fb = o. 2)aö 3«tegraf/ 
ouf weld)em 58Bege ed immer gefunben fepn mag/ lagt fic^ unter ber 
gorm ü = Oonsu barjiellen/ wobei ü eine gunction oon a/ b, c 
ih .unb bie Conflante nac^ S3elieben oon c ablaugen fann. S7?an 
fefee bal^er 

(lö) üa=9(c), 

inbem man unter 9 eine winfürlid)e gunction berjlel^t. 

^etrac^tet man je^t c M oercnberlid)-, fo ergibt ftcf) burc^ 2>if* 

7TT 

fcrenjtation </U =3 ;i(c/a + Bc/b) 4- -r- c/c, wobei 7i ben inte* 
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^tixenben ^actot ber !Z)ifferenitaIformeI </a 4*B</b anjet^t; pber )9e' 
geu (/a4* B(/b = Cc/c/ mit SRucFfi^t ouf (i5): 

(,6) j,c + ^=.^^. 

^ '^ * rf c de 

2)ie ©leidSiungen (id) unb (16)^ mit etnanber uerbunben^ fleOeit 
.bad allgemeinste Sntegrat ber ©feid^ung (14) bar; ivelc^ed alfo/ \oie 
man {le^t/ eine ipiUfurlic^e ^un^^t^'n ^i^ f^c^ fu^rt* 

£)ie ®roßen a/ b/ c fonnen aber burc^ x, j, z, ^ att^gebrucft 
werben/ weil x/ z^ p afö Functionen Don 7/ a^ b/ c gegeben finb; 
man \)CLi Da^er/ wenn man mit ^ü(fe biefer 2(u$bru(fe a^ b, c wx^ 
(i5) unb (16) wegf4)a|ft/ jwei mit einer wtUfürlic^en Function üerfe« 
^ene ©leid^ungen j»ifd)cn x, y, z/ p/ welcl)e nac^ tjoll^ogener Sft 
mination oon .p bad integral ber vorgelegten ))artie[Ien 2)tfferenital« 
g(eid)ung (1) barbieten. 

9Bir ^aben bei biefer ©elegenl^eit ein allgemeine^ 3ntegrationa< 
93erfa^ren für geivS^nlic^e £)iffereniialglei(i^ungen mit brei t)erdnberli? 
4)en ©roßen fennen gelernt. £)abei ifl nur noc^ ju bemerfen^ baß menn 
bie ®(eici)ung (16) entweber für fic^ aDeiu/ ober wenigfiend mit SuatV 
J^ung ber ©leic^ung (i5)/ feine anberen oerdnberlic^en ©roßen ald c 
unb 9(c) ent|^dlt/ bie Function 9(0) befümmt/ unb fomit \>a^ S^tC' 
gral ber X)ifferenjtaIgTeic^ung (14) burc^ eine einjige mit einer witlfür- 
. Ix^tn Sonfiante oerfe^enen ©leic^ung jwifc^^n a/ b^ c au6gebru(ft 
.werben fSnne. (£$ ifl nid^t fd^mer ju beweifen / baß ber Untere Um^ 
flanb burc^ bie ©leid^ung (i3) ber vier iinb funfjigflen 93orIefung be» 
bingt wirb. 

2)ie,©Ietc^ung (2) ifl ein 'befonberer gall ber allgemeinen ®lei* 
^ung jwifd^en oier 93ariab(eu z/ x/ 7/ p: 

(17) </z 1= H(/x 4. Kc/7 + L</p, < * 

in welcher H/ K/ L Functionen von z, x, j, p »orflellen, wenn 
man H=p,K=3q, L==o fe^t, unb q burc^ bie®Ieic(|ung (1) aW 
eine Function oon x/ 7/ p gegeben aufteilt« 

2)a6 53erfal^ren, weld^eö oben jur 3ntegratton ber ©leic^ung (2) 
biente/ fann aud^ jurSnfcgration ber©Iei^ung(i7) gebraucht werben. 

iißan betrachte ndmlid^ x/ 7/ p aB Functionen ^on z unb ber 
brei ©ropen a, b, c, unb fe^e 

(18) rfx = X</z + X,</a.+ Xa</b + Xsrfc, 
\/y.= Xdz 4- Y,c/a + y^rfb 4- Ygc/c, 

c/p =5 Pc/z 4- ^i^a + P»^l> + Psc^c, 



! 
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woiti bte (Soeftcfenten bet etttjelnen ^DtfferettjtaliVn oot bet ^anb noc^ 
unbefiimmt flnb ; ferner 

(19) dK = U^dx + H,^y 4. Hadp + H^dz/ 
dK = Kirfx + K^dy + H^df + K^.dz, 
dL = Lidx -f- l^xdj -}- L3 dp -|- L^dz^ 

ivabet bte (So^fficienten H^/ H^^ tc« gegebene Functionen 9on z/ x/ 
y^ p bebeuten, fo geben erjlUc^ bie ®Ieid|ungen (lö) mit (17) »er* 
bunben: - 

(30) osi= (HX + KT+LP— dz + (HX^ + KT, + LP,) da 
4- (HX^ + KY, + LP») d b + (HX3 + RTs + LPj) d c\ 

t)amtt auö biefer ©letcbung dz toegfaHe^ fep 

(21) HX4-RY + LP=ij 

ferner/ bamtt bte ©(etd^ung (20) fein z enthalte: 

, . d,(HX, + KT, +LP,) _ d.(HX^ + KY, + LPa 
^ ^ , UXj + KYj + LPj UXa + KYa + LJt*a 

d,(HX3 + KY3 + LP3) 
'^^ HX^ + KY3 + LPj* 

93;rrid)tet man bie in bem '^(u^brucfe d. (HX, + K Y, + LP,) 
Angezeigte Differentiation wirfltc^/ überfe^t man fobann bie aitf z fic^ 
bejie^enben partiellen X)ifferenjtaIquotienten in \>U i^nen g(ei(l[)gelten^ 
ben in ^^Sejug auf a genommenen ^ fo fnbet man/ \>i^ (Sleid^ungen (19) 
unb (21) gehörig berilcf ftc^tigenb / nac^ einer leichten Sted^nüng 

.0. d, (HX, +KY, + LP,) ^ 

^ ^ HXj + KY^ + LP, "^ 

1^ [(H.-K.)Y + (H3-L0P + H,1X,^ 

+ [(K,-H,)X + (K3~L,)P + KJ yA:(HX,+KY, + LP,)> 

+ [(L,-H3)X+(L,_K3)Y + LJ pJ • 

woraua |td^ burct) 5Sertaufc^ung oon X,, Y,, P, mit X^^, Y,, P» urib 
Xa, Y3, P3 a^nlic^e 2{u$brurfe für 

d. (HX, + KY, + LP,) d. (HX3 + KY3 + LP3) 

HX, + HYj + LPj HX3 + KY, + LP5' 

ergeben. Z)er ©(eid^ung (32) ipirb ©enüge gele^et/ ivenn 

(34) . K [(H, - KO Y + (Ha^ L,) P + H J = 
«: H[(K,-H,)X + (Ka -L,)? + KJ 

nnb 

(25) L[(H,-KOY + (H3-LOP + HJ = 

= H [(L, -H3) X + (L, — K3) Y + L4] tjl. 
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... Jöeiflimmt m<^n miti^B ber (Sldc^^unaen (ai), (24)/ (25) bie 
unbefannten ©roßen X, Y, P, fo er^dtt man 

L H4 -^ K L4 + K, — L^ 



(•26) X =?3 

Y =5 



11 K3 — tljK + KL^ — i^ii^ + Lila — UL, 
' TIL^ — LH, + L, — H, ' 



11 K5 — n, H + K Li — L hj + L Mo — 11 La ^ 
K H^ — H K4 -|- Ho — Hj 
. . HKj — H3K + KL, — LH, + LU^ — HL^ ' 

Woburc^ X, Y, P alö guncttonen »on z, x, y, p erfd^einem 

. 93e^anbett man nun in (18) a/ b< q ala befldnbig, uub integrtrt 
inan bie ftc^ ^ieburc^ ergebenbea ©feic^ungen 

(27) dx. = Xrfz/ dy = Ydz, dp = Pdz, 

tnbem man aud benfelben burd) glirainatton jweicr ber ©rogen x/ j, 

z, p unb i^rer SifferehstaTien auf'd^nticfii Sßeife, mie bieg oben mit 

ben ©leidiungen (3) gefrfjeben t|l, eine ©ifferenjialgleidiinig ber britten 

Orbnung jwifd^en ben betben übrigen ber genannten ©rößen ableitet, 

unb le^tere Sifferenjialgleic^ung integrirt, fo ifi man im ®tanbe, x, 

j f p burd) z unb brei »illfürlic^e ßonjlanten a, b, c au^ju^rucfen. 

8dpt man nun a, b, c berdnberlid) iperben / fo gibt Vxz in biefer %t= 

^ieljung vorgenommene Sifferen^iation ber fiir x, y, p geftmbenen 

5(uöbrucfe unmittelbar bie SÖertl^e ber €oefficienten ber Sifferenäiolien 

*rfa; rfb, de m ben ®Ieid)ungen (iB), burc^ loeldie z nuö ber ©lei- 

tl)u«g («o) megfdHt. J)ie jit^ifc^en ben ©rogen a, b, c nun oor^an- 

bene Sifferenjialgleic^ung fann, wie wir oben gefe^en l^aben, burc^ 

ein ®9(iem jweier ©leic^ungen integrirt werben / worin fid) im aüge* 

meinfien Satle eine wiUfürlic^e ^^unction beftnbet : ba^er gilt / wenn 

man a, b, c wieber burc^ x, y, z, p auöbrücft/ baffelbe auc^ von 

ier' vorgelegten Sifferensiatgteic^ung (17). 

1 

a3eieid)nen wir burc^ F , F , f befanntey unb burc^ f eine witT- 
tiVrlic^e Function, ferner burd) df-^ ben in SBejug auf bie gunctton/ 
al§ ©runbgrofje gen/>mmenen Sijfereniiatquotienten ber Function ^, fa 
erfc^eint \)(x^ Snteg^al fowo^l ber ))artieüen 2)ifferenjtalgteid)ung (i) 

mit brei 93ariabten x, y , Zf wobei p = - ifl/ at$ auc^ ber ge« 

wo^nlid^en (17) mit vier 5Sariablen x, y, z; p i« bem ©pjiente jWeier 

®leid)ungen von ben S^^i^men 

(a8) F(x, y, z, p) = i[J{xf j, z, p)]. 

^i^fjf 2/ p) = cf/^j> [/(x, y, z, p)]; 
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bett ^ortefung bamit ooUfommen ubereinjitmmt. 

®o wie t>ie Integration einer gewöhnlichen £)ifferen{talgletd^un9 
mit brei 93ariab(en bemerf flediget werben fonnte/ inbem man eine bte« 
fer 93ariablen anfanglicf) ai^ conflant*betract)tete/ unb tie nun uor^an« 
bene X)jfferenjta{gteict)un9 mit jwei Variablen integrirte/ Idßt ftd) auc^ 
eine ^Differentialgleichung mit fünf 93ariab(en oor ber ^anb M eine 
®[eic^ung jwifc^en oter oeranber(icf)en ©rofen be^anbeln ^ , unb mit 
«^ulfe ber fo eben aufgeUjJen 3Cufgabe integriren. 

e^ fep 

(aq) du == Hfltx + Kr/7 + Lciz + Mdp 

bie {u integrirenl^e £)ifferen{ialg(eicf)ung {Wifc^en Un fünf 93artablen 
' 11/ x/ 7/ z/ F« Sßirb anfonglic^ p al^ conflant angefei^eu/ fo ^aben wir 

(3o) du = Hdx + Rrf7 + Ldz. 

£)ad Sntegral biefer 2)ifferenjialgreic{)ang wirb, ber gormel (08) 
öemaß, i)urc^ bai5 ®9Jlem jwei'er ®teicf)ungen/ wie folgenbe 

(3i) F(n, X, y, z, p) = ^[/(u, x, 7, z, p), p] 

J^(u/ X, 7, z, p) =2= rf/^[/(u, X, 7, 2/ p), p] 
jtnb/ oudgebrücft. ,^ier ifi'p eb^nfallö l^inter \^^ Sunctton^jet^eit 

^9 Pfjf i> g^f^&t worben, weil l>ie betreffenbcn guncttonen bicfe 
©rpge aU eine befldnbige in fic^ entl^alten bürfen. Um nun \>aB S^te* 
gral (30 auf ben Soll, wenn p ocrdnberlicl) ifl/ auajube^nen, biffe- 
renjiren wir bie erjle ber baJTtflbe bilbenben ©leid^ungen, fo finben wir/ 
Wenn wir ber iSürje wegen JP jlatt F(u, x/ 7, «/ p) fc^reibeu/ unb 
e6en fo mit ben übrigen Sw"Ctionen oerfal^ren: 

' du Fän + dx Fdx -f dy Fdy --f- dnfdz + dp Fdp sa 

1 
BS d/1^ . df^d^TJf. dp = F(a, x, 7, Z/ p) * [dufdx^ 

-j- d«/dx 4- rfy/d7 + dt/dz + dp/ciz] + dp ^dp. 

@ucf)en wir au$ biefer (Sleic^ung baö 2)ifferen5ial du/ fo erl^at 
ten wir bafür einen 2(uöbrudP iJon ber S^^^n^ 

(32) du = Spdx + ^d7 + 2dz + g)?dp, 

wobei bie SGBert^e oon j?/ Ä, 2, 5» ftcf) leicf)t angeben laffen. i)te er* 
flen brei biefer @roßen Rängen bloß oon bePannten Functionen ob; nur 
in bem 2(u$brucfe ber oierten erfc^etnt bie wiUFürlic^e S^^nction dp^. 

*7 * 
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2)a iwr föf dp = o Me ©letd^ung da c=3 S^dx + Ädy + Cd« er^ 

galten, unb tief«? and (3i) obgeleitet würbe, fo muß btefelbe, wenn 

dnbere (3i) baöSntegrd für (3o) tp, mix (3o) jufömttienfonen, b.l^. 

e$ muß ^ = H, Ä=K, 2=Jj fepn; fe&t man nun aud) S9?s=M7 

fo fttmmt (32) mit (29) iiberdn. 2)te Untere »nnal^me f%t auf eme 

&Uid)unQ öon ber gorm ^ ^ 

« 
(33) F(n, X, y, z, p) ss dpf [/(u, x, y, 2, p), p]. 

Diefe muß alfo no(!) ju (3i) ^tniufommen / um ha^ ^nte^tal ber ®Iei- 
^ung (29), werin p ala üerdnberlic^e (Sröße ijorfornrnt, ju er^lten. 

€6 l&^t ftd) bemnad) jebe mit fünf »erdnberlict)en ©rogen cerfe* 
l^ne ®leid)un9 mit gemo^jilic^en Differenjialien burc^i ein ©pjlÄn brcter 
(Sleidiungen tntegriren, worin eine willfurlitl)e Function jweter ®r6« 
ßen, famrat ben auf bief? jwei ©roßen.fic^ be^ie^enben partiellen Sif^ 
ferenjialquottentcn berfelbcn , ex\d)mt. 

@o fann man nun weiter fc^reiten, unb seig^n/ ia^ jebe par* 
tielle 2)iffereniialglei(^ung ber erjlen Orbnung mit vier verdnberKc^eii 
©roßen, weldje immer al6 eine ©leic^ung mit gew6^nlid)en Sifferen* 
jialien unb feclE)^ 93ariabten betrachtet werben barf/ worin aber bad 
2)ifferenjial einer btefer aSariablen fe^lt ; ferner cud) eben fo jebe oofl- 
fldnbige ©teic^un'g mit gew6l^nlid)en Sifferenjialien unb ferf)d 93aria« 
bten ftd) auf eine gewöhnliche 2)ifferenjialgleici^ung mit fünf oerdnber- 
lic^en ©ropen rebuciren , unb bemnad) burcf) ein ©pflem breier ®let* 
di)ungen integriren laßt/ weswegen auct) bieSntegration einer gewöhn* 
li^en j^fferenjidlgleic^ung mit jieben 93ariablen nur ein ©pjJem von 
vier ®leic^ungen forbert. 

3m 2(ßgemeinen fann jebe ®Ietc^ung ber erfien Drbnung / mit 
gewol^nlic^en £)iferenjialien unb 2n — i ober 2n Variablen / wie auc^ 
jebe ©leic^ung mit partiellen 2)tjfereniialien unb n-f-i SSariablen, wo* 
i^on bie beiben (enteren ,fid) auf eine gewof^nlic^e X)iffereniialglei(i^ung 
ber erfleren 3{rt rebuciren lajTen, burd) ein ©pjlem von n ®leic^ungett 
tntegrirt werben* ?lllein^te SKebuction einer gew6^nlicf)en 2)ifferen» 
jiatgle1d)ung mit 2n-^i ajariabten auf eine Sijferenäialgleic^ung mit 
an QSariablen, laßt fiel) auf bem ^ier betretenen SBege ni(i)t oollbrim 
gen, wofern nic^t jwifc^en ben ffoefficienten ber 2)ifferenjianen in ber* 
felben eine beflimmte Delation (Statt jtnbet. ^ieoon fann man fic^ 
burdS> bie Betrachtung efneö befonDeren %aüe^ leicht uberjeiigen. 93er« 
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» fudit mau eine ©leic^ung mit bret Variablen auf eine Moß mit jwet 
SSariabreu ))erfe^ene ju rebuciren ^ fo ftnbet man bad ©elingen biefer 
Umflaltung oon ber befannten 93ebingung$gletcf)itng ber 3ntegrabt(itdt 
(\>ict nnb funfjigfle ^orlefung^ i3) ab^dngig« 

2Bad ^ie ©Icic^ungen . mit paxtielUn Stfferenjialien ber jweiten 
tinb ber ^o^eren Orbniingen betrifft^ fo ^at man btd je^t nur fpeciede 
Sntegrationömet^oben für biefelben. aReijlenö fud)t man biefe Olei» 
(jungen auf niebrigere Orbnungen ju rebuciren. SBad bid ^e^t vorge' 
tragen würbe f reicht ^in / bie in ber ^ol^c oorf ommenben ^ntegratio« 
neu gu uerfle^en. 
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< ■ 

über ien ©ebraucf; ber 2)tffefenjiaU unb 3"*^^ 
gralreclifnung bei ber ©ummirunö ber ^unctic«= 

nen unb Steigen* 



* d 



i%Jit ®umnte jekr gwitction laßt fjc^ mit ^dlfe beä ^äplor'^ 
ft^en $?el^rfa^(d auf fpigenb« 2(rt t>urcl} ein« S{«i^t au^brucfen : 

®«^t man 
fo ijl / bem i£ a 9 1 t'fc^en @a^e jufolge : 

A/(x) =/. (x) . A X +/, (r) . i^ 4-/3 (x) . ^4-/4 « . 7^ + -. 

»obet Ö eine bte Sin^eit nic^t überjletgcnbe ^)oftttoe 3oi^t anjetgt* 

Snimmt man nun bie Gummen betber Steife btefer ©letc^ungf 
tnbem mau Ax aU beflanbtg betract)tet/ fo ergibt ftd) 

SWan fc^retbe in biefer®feicf)ung/(x) jlatt/,(xV alfo//f(x)dr 
ilatt /(x) , unb/. (x),/, (x), /, (x), tc. jlatt/, (x),/3 (x), /, (x), tc, 
fo finbtt man »i 

(2) ;?/(x) _ --^_- _ _ ^/,(x) - -__ ^/,(x) 

- TTtStT ^-^^ (^) - • : • • 

^/„_. (x) — ^„.^ ^/„ (x+ Ö A X). 



« • • « 



i.2«3...n ■'^ i.2.cJ...(n-J-i) 

2(ua ber ©leic^ung (1) felbjl folgt/ wenn man in berfelben 
n-~*i (iatt n fegt: 
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(3) =/(x) - Ä I ^/. ix) - ^ ^/, (x) - '— SJ, (x) - . . . . 

*A Tn — I -A \n 

^/„«, (x) =- 2f^ (x + e. A x). 



« • • • 



i.'2^...(n — "i) . ..... 1.. a.d'xOL 

mobei 6j ebenfallö ntd^t aroßjer t'il alö i / jebod) ober lion ö uerfc^ieben 
fepn fann. Cdgt man tn biefer ®Ieid)un9 nac^ iftib na4)/(x) tn/i(x), 
fz (x) / /s (x) / tc. übergeben , verringert pian fie bei jebera @d^ritte 
itm ein ®(teb^ unb multi))(icirt mc^n fie jebe$ 99?a{ mU Ax/ fo er^^t 
man bie ®(eic()nngen 

(4) o =/,(x)Ax -^ Ax*^/,(x) ^ ^^/3(x) — 

1 . a 

i.2.cS...(n — 2) / ^ ^ i.a.3...(n — i) ^^ ^ • * ^ 

O =/a(x)Ax» — Ax3^/3(x) _ . ; . . 

, ,tT' ax -^/o-W 5^? -^/„(x+fljAx) 

i.a.3.».(n — 3) ^ '^ i.'j.3*..(n — a) ^ . . 

U. f. W./ . 

enblidE) ' ' 

O = /n-, (X) A X»-» — A X" :^fn (x -f da A x). 

^IMuTtipIiciren mx nun bie ®rcid)«ngen (3), (4) ber 9^eii^e naii 
mit ben vor ber ^anb noc^ unbeflimmfen ©roßen Hj, H^, H3, tc* 
Ha , unb abbiren mir tk erl^aftenen ^robuctejur ©leic^ung (2); .laf* 
fen wir ferner jwifrfien bief/n SKuItipIicatoren bie ©leic^ungen 

(5) H, + J- = o, 



1 .a 



H» + — + — ^ = o, 

' 1 . a * 1 . a • ö 



i.'a'i.a.3i*a«3«4 
U. f. W. 

lepej^en, fo j^aben it>ir 

(6) ^/(x) =*^^^ + H,/(x) + H,/,(x)Ax+ H3/, WAx* + • • .. 

. ♦ . * + Ha/a-^i(x)Ax°-» 4. Rn''+ Co;i5i., 

)Dobet 

+ ....3.!;>-o ^>^° (^+«^^«>+r^3z5^^-^- (x+e,Ax)+... 



. . . . + Ha^/n(x + dnAx)l A 
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SBtrb 
(8) Hj =a A| / Ha es / H3 ^ — -/ . . • . H 



o, 



1.2 1.3.3 I.2.(S«..n 

] 

gefegt/ fo t?ern)anbeln {tc^ bte ©letc^ungen (5), ba ein fßrudSi Don ber 

Sorm 3 — "*" , ^ bem SBinomtalcoefficienten /"") 

dlet^ Fpmmt/ in 

(9) > + (0 A' " 

• + A« + C) ^» = «' 

» + 0) A. + (1) A. + g) A^ 

2)tefe ®Iet(f)uttgen l^oben mir feereitö in ber '{wei lotb vteriigflen 
fflorlefung aufgelofl; wir fanben A^ = — \, ferner 

A3 S3 A5 =a A7 s=s tc. S3 o 
unb Aj =i Bj / A4 =s B^/ Aq c= ßa/ IC./ 

wobei B}/ B2/ B3/ tc. bie i& e r n u 11 i'fc^en 3a^Un vorfieüen: ba« 
l^er ijl 

(10) Hl = — \f H3 = H5 = Hy e= tc^ •= O JUttb 

TT ^» W .^ ^2 TT ^5 _ .^ 

alfo 

(I,) ^/(x) === -^£§11^ - i/(x) + ^ /, (X) A X 

m^bet 

H ' f* ' r SS» (X +,fl, Ä X) ' 

,' 1 . ü . I . a . 3 . . . (3r — l) 

I 

' 1 . 2 . d . 4 . 1 . 2 . 3 . . . (2r — 3) ** "i ^ » ** '• » 

♦ * • ♦ H T •2'/„(x + e.rAx) Ar„ ifl. 

• 1 . 2 . i . . . 2r ^ • ' J 

SirmoDenbieftd[^ und j^ier barbietenbe ©elegenj^eit benu^en^ ncH^ 
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einige it)(d)tt9e ©genfd^afte« Ut »ernouIli'fc^nSol^I^tt Unmn ju 
lernen. 

2)te gotmel (iSg) ber ein unb iWÄnjtgflen SSorlefung gibt un^f 



ipenn wir in berfelben ^rz = x^ alfo z =3 - unb 



m 



(»») » + ^ + 51 + ^ + 



1 



1 



=:K, 



* + ?• + 3? + 45- + • • • • = K» 

* + h +,g5 + 7? + = K» 



fe^en : 
(i3) 



tt. f. W. 



aK, 



= + Ci 



u* 



= + c, 



u- fi »♦ 



cot^x 



Cjx + C,i» — C3X« + :c. 



Slun ijl ber am angefüj^rten Drtie aufgejleHten gormel (i3i) ge* 

?/• 1 + ^ö5. ax . , , ^ 

mai co/.x = — 1 ober coux . sm. ax = 1 + cos. 2x1 ter* 

5J/t. ax . 

«^er (neunjel^nte SJorlefuug (87)) 



«/l, 2X == 2X 



COS. 2X 



23x3 

1 .a .S 
1 . a 



+ 



a* X* 



a^x? 



1 . a, {5*4.0 

a4x4 



1 • a . Ö.4 

ed befielet bemnacf) iie tbentifc^e ©lei^ung 



1 .a*3.4*5.6.7 

a^x* 

1.3*ö.4*d*^ 



4-tc./ 

;+i^; 



1 .2 .öj . * 1 .a .3 



•^ 1 . a . 3 . 4 • 



4.Ö 



~ 2C3 



> t4 



a* X« , a* X* 

SS 2 — 1- I 

1 . a ' 1 • a .3 .4 



1 • a . 3 
asCj 

1 • a . 3 f 4 • ^ 

a7 

i.a.3.4«^*6*7^ 

a^ x<5 

I ■ * 

1 •^•3*4* ^«^ 



x<^ 4" ^^* = 



+ :c 



*f 



ivotau6 



(14) C, + 



a^ 



1 . a .3 



1 . a 



•« 



a* 



a» 



C ! ^"^^ \ 
^ ■ i.a.3 *^ 1.2,3.4*5 i.a.3.4' 

^^ i.a.3 *^ i.a.3.4.5 "^ 1.2.3.4.0.6.7 

«• f. W* 



1.2.3*4.5 



\ 
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folgt 83ringt itton liefe ©leid^ungen awfWe formen 

(,5) S .4. ü. J- jJL,.,^ c= o, 

2'»"»"i.a.c5'2»"*'i.2.3.4* 1.2.3.4.5 ' 

2« * 1.2.3 ' ?" * i.a.3.4.5 ' 2* * 1.2.3.4*5.6 ~ 1.2.3.4.5.6.7 

W* f. »./ 

»obei Hj =5 — ^ tfl/ fo jeiflt bie SJergleii^ung berfelben mit ben ®W- 
d[)ungen (5) , baß 

^i TT ^2 _-. TT ^^ «, TT ti» 

fepn mnf. Sir ^aUn fomit 

(tö) C.^r^^, c, __-_, ^3 = ,.,.3.4.5.6' ^^-^ 
alfo 

, \ I 22B.X , 2^B,x5 a^BjX» 

X 1.2 * 1.2.3*4 i.a,ö.4*o»^.. 

ferner 

^ '^ ■ 1.2 * 1,2.3-4 1.2.3.4.5.6 

^•5- * + aT + ^ + ^ + ..---=f:^^* -g^^ 



'+h+h+h+----- 



^'^2 4 _ » 4 



1 



T :wi I 56 "r 76 + • • • • 



4^* 1.2.3.4 90 

1 . 25 B, , 1 



l 6 _ _^ ^ö 



2« • 3« ' 40 * 1.2.3.4.5.6 945 

n. f. m. 

Sa laffen ftdf) olfo bte in t>a^ Unenbltcl)e fortlaufenben fAei^m ber 
reciprofen ^otenjen ber naturli^en Säulen mit geraben Sjr))onenten 
mtttelji ber a3ernoulIi'fcl)en 3ci^Ien furannren. aRerfiDÜrbig iji eß, 
ia^ biefe @ummen auf ben Sjr]$on^nten bed 93er^ä(tnitTea jwifc{)en ber 
£rei$))erip^erie unb bem ^Durc^meffer rebucirt werben fonnen. 2(ud bea 
@Ieic^ungen (18) erl^ellet jugleid)/ ia^ bie numerifc^en SSertl^e bec 
©lieber ber JHei^e Bj, B», B3; B4, jc. not^ivenbig mit abwec^^felu« 
ben Seic^^n t^erfe^en ]tnb, waa ft(^ an^ ben früheren Scrmeln für biefe 
Saluten nic^t ergibt. *^- 

X)a im ?iagemeinen 

^ 2«n ^ 3" ^ 4"^ ^ ^ I.2.3...2I1 



4-2T 



Km . =s t + ^;;^ + 3;;^ + •^:;m + • • • • 

=s (—0» . ""^'^-t. ^„t. 

tfl, fo l^aben wie 

Kn+i Bnti 4«* 

Kn Bn ' (an + 1) (211 + a) 

Bn + 1 1:* I 



Saffen mir nun n unenblt^ wad^fen ^ fo ergibt fi^^ / ba in btefer 
«;„. ^ = I unb lim. (. + 1) (, + ly^ 1 ifl: 

"''*♦ "-5 — == — ' wm, --. 

g$ fcitben alfo bie nuraerifd)en SSSerfl^e ber »ernoullt'fdi'ett 
Sohlen (welche , wie bie 9^ed[)nung jetgt/ btö jur brttten abnehmen/ fo* 
bann aber wacftfen) eine jletgenbe SHei^e/ beren ©lieber nic^t nur aU 
lein jebe gegebene ©roße übertreffen fonnen, fonbern and) in einem 
größeren %ser^ä(tnijfe june^men/ qU bie ©lieber jeber benfbaren g^o? 
metrifc^en ^rogrejfion. 

2in$ ber ©ummeber Keilte 

lajfen ft^ bie ber SHei^en 

» + ;- + k + 7-. +•♦♦•••= T' 

onb 

Iei(^t ableiten. S$ tfi nantlic^ offenbar 

^ieraua folgt au^ (ein unb iwanjigfie 53orIefung (i40) 

/ X / » X 2^B,X , ^ . 24BjX3 

(20) ,^.x = (2*-0--^-(^^-0-7:7374 + .-.^ 

2^ B. x^ 
. . . . + (2«— l) . , .3. 3/4,5. (^ — «' 



iT *.*• 
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unb (neunje^nte SSorlefung (106)) 

(21) ^M/i.x = Zx i.x*^ -!.._«._ — 5-r^. 5-+ :c. 

^ 1.2 ' i.a.3.4 2 i.2.3.4>S.6 3 ' 

^it Formel (11) tann in eine affgemeine 0umminuig6formel ber 
Steigen umgeflaltet werben / beten aUgenieine ©lieber aU Functionen 
ber jugel^origen Seiger gegeben finb. 

S$ fep n4mli(^/(x) ha^ bem Beiger x ent^rec^enbe @Iieb einer 
Stetige, welche mit bem Ofiebe , beffen Seiger = i ifl/ beginnt/ unb 
bie Summe ber x erfien ©lieber biefer Steige =8, , atfo 

Sx =/(>) +/(2) +/(3) + +/W. 

fo ijl/ ber in ber ein unb oieivigften 93orIefung gegebenen S^^^^el (47) 
gemäf / wenn man bafelbfi x flatt n fc^reijbt: 

8, =3-2-/(x+ 1)5 

welä)e @umme in SSejug auf Ax =3 1 fo befltmmt werben muf ^ bap 
fte für xsso perfd)»inbet. SKun i(l 

;2-/(x+i)«-^/(x)+/(x), 
folglid^/ wenn man flatt ^/(x) ben 2(uabrucF (u) fe^t/ tnbem man 
bort A X SS 1 nimmt : 

(32) 8,«//(x).ix+f/(x) + ^/,(x)+-^/3(x) + .... 

B 

• . • . 4" , ^ ;! ' '/tr— i(x) + B.r + ConsUf 

wobei ■ 

t{L Z)ie Conf}ante mu^ fo befiimmt werben/ ^a^ 8« für x=o oer« 
fcl()winbet ; gel^t ba^er ik ^ormel rechter ^anb bed ©leid^^eitajeic^end 
o^ne bie Gonfiante fiir xfi=o in A über/ fo ifl Consu c= — A. Oft 
I4ßt ftc^ ber SBert^ oon A Ci\x^ ber formet (23) nic^t entnehmen ; in 
biefem S<^ffe berechne man bie Summe ber vorgelegten dlet^e für einen 
anbeten SBert^ oon x/ j. ^. für xsn/ burdb wirflic^e 2(bbition i^rer 
©lieber ; ferner für eben biefen SSßert^ oon x ben 93etrag oller ©lieber 
ber %^txat\ (28) rechter ^anb bed ©leic^^eitajeic^end o^ne bie Son- 
fiante; ftr Unterfd)ieb beiber 9tefultate wirb offenbar ber Sßert^ biefer 
Conjlonte fe^n. • . 

S$ iii bemnac^/ wenn wir ber angenommenen ißeieic^nung ge- 
treu bie burc^ wirflid[;e 2(bbitton ge^nbene Summe ber a erj!en ©lie- 
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b« ber »orgeTegten Steige 8. nennen/ «nb /-.(x) ftott /fix) dx, 
ferner ^ (r, %) jlatt B„- fc^re«b«n: 

(23) S, = /_. (X) + i/(^) + 77^/. W + '^/a (*) + ••♦ • 
wobei 

Const. = S. — /_. (a) — f/(a) — ^/. (a) — -^^/s (a) — . . . . 

t(l. SSBirb für /(x) eine götije tatiomU gunction t?om im*«" Stange 
öngenotiiraen , fo üerfd)it)int»en' bie Sifferenjtalquotienten /mti W^ 
/to+i(x), jc,/ unb bte Siei^en, weld^e ftd) in biefen {J^rmeln recf)ter 
^anb b«6 ©Ieic^&eitöjet4)cna bcfinben/ brechen ab. 3n jebem anbeten. 
SoHe fann pan biefelben kliebig mit fortfe^en.- 55a f e aber bann, 
»enn/, (x), /iCx), /3(x), . . . . nic^t jule^t unenbltcf) Kein i^rben, 
ber oben nac^gemiefenen Sigenfc^aft ber ^ernoulli'fc^cn 3«^I^n ju* 
folge/ bioergiiJen, fobarf man bie Srgdngungen ^(r/ x), -^ (r, a) md^t 
wnberüjffic^tigt lajfen. 3)ie genaue 2(ngabe biefer Srgdnjungen iji je» 
bod) nid)t minber fc{)n)ierig/ ald bte ^erec^nung Pen Sxfelbfl; man 
m\^ ftd) ballet begnügen/ biefelben baburd) gu beurtpeilen/ baß man 
für jebed etnjefne ©lieb ber obigen Steigen eine ©renje auffncf)t/ tveld^e 
bie bajtt ge()6rige Srgdnjung nid)t überfc^reitet. Solgenbe nac^ Sr« 
d^inger*^ 2(nleitung angeflellte 93etrad)tungen werben un$ baju ber^ 
l^elfen. 

@e^t man bie Steige rechter ipanb U^ ®Ietd)5eif äjeid^enö in (ä3) 
über bie ©rganjung -^ (r, x) ^inau6 f4>rt, fo ergibt fid) offenbar 

(84) 1^ (r, X) =.j_^!iL->./„t. (X) + _±iL__/„,,(x)+.... 
9hin ifi t^erm6ge (i8) 

- - ' — — f ■ iV*' 21 I -|- -X-^ , I 






1.2.ä.. (W4-2W 
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foXQlid) i^at mm 



+ y^*^"'*— ^''^^ "^^ 



4 



> 



(_l)w-i 



+ i4;^'^«**— <*)+ *» 



+ Ti;::m-^"t' W - (siyTTü-^"^* (''> + 



tC-/ 

mnii man ndmltd) bte Srgdnjung ^(r-f-w/ x)/ tnbem man fte unter 
t>ie eütjelnen ^orijontatcn Stäben , fo n)te ea baa 93tlbund6gcfe^ ber« 
feiten forbert/ vett^eilt benfr, 

= y^i + ^2 + ^5 + fe^t 

aSejeid^net man bte Sotalmertl^e ber ^orr^ontalen S^et^en butdj 
Xj, Xj, X3, tc. / fo ergibt fic^ für (—1)' . {-^ (t/ x) ber unenb* 
Itc^e Tluabrucf 

(26) X, + X, + X3 + 

3m 2tll9emetnen tjl 

1 ( — l)w — I 

+ :; TZTT^ tA^+s W ~ ^*^* + 7 — r::7rr'/»»t«w— 1 (x) + ^n- 

Äuö btefer ©letd^ung folgt, in fo fern bte SKet^e red)ter ^anb bed 
®Ietcf)^eit$ietd)en$ in bad Unenblic^e fortgefe^t/ eine conoergiren&e t)!/ 
burc^ jweimaligea ©ifferenjiren berfelben in ©ejug auf x : 

,(''8> S + (»-')* ^- -. (dhö^-^"^' (^) =* «»• 

aber biefeö SRefultat ijl »on ber. SBef^affen^eit ber gunction 
/ar+i (x)^ welche bie Sonoergen^ ber erwähnten Mei^e bebingt, unab-- 
|)dngtg, e6 befielt ba^er in öUen %aUen* 

Sie :3ntegration t>er Siffereniialgfetc^ung (28) l^dngt/ wie in ber 
fünf unb fünfjigflen 93orIefung gefagt ivurbe/ -pm jener ber ©Uic^wij 
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(29)' ^^ + (4 n »r)» X. Ä o 



ab. Bvf^i pattifnUxt Sntegralt^n berfelb^n fmi 

Xn =^ «m. anx-x unb Xn i:^ cos, sn^x/ 
bälget jinbet man naci) ber in ber angeful^rten ^^orlefung evV^MUn Hw 

An ' ■ ■ 



cos.^nicx ^^ ^v , .. J^'^^ 



7 --— --//ir+i (5i) rfx *m. anarx -^ r 

sin, 2nirx ^^ ^x-, ^ J 7 

— - — i r— /Tkt + 1 m a X cos, 2n7cXi , /ch i\ 

2(bet n t|l eine ganji 3a^I ; ber SSBert^ / welchen x nact) »errtd^* ^ 

teter Integration erf^dtt/^ ifi e& au(^: folgti^^ iß außerhalb ber 3nte« 
araljeidien ^m. 2 n ^ x = o / cos, 2 n tt x = 1 / unb bal^er 

1 

Xn tsc ; : — 7-/Arf I (xldxw^.^njrx. 

(2 n«)*' T i . 

2)er mimenfd^e S5Bert^ Dpn sm. an^rx ifi nie großer alö bieSirt* 
^eft, folglirf) tjl jener üon X^ nie großer al6 : ^^^^ ^^ —//^rti (x) 4% 

b- ^. nie groger ala /^'{'l^^''^^ ; + C/ wobei C eine bejidlibige ®i£^ 
bejeid)nfet. Siefe Knnen n)ir i« ber in (28) erft^tlic^ gemachten Sonpante 
l^in ju jd^feti > bafier i|i X^ nie großer alö 7 "\^Vi * -^^^'^<^"^ f^^^ö^ 
offenbar/ baß ( — i)*" ^ f Ov x) nfcl)t großer ijl alö 

(_,y.t(r.x) < .•[^^+-^,^+-^^ + .* v.]/.r(x) 
,jjer - f (r, x) < _-J-_/„ (x), 

wobu(cl^ ft^ ber ®rab ber ©enauigfeit eined mittelfl ber %^xmz\ (23) 
•r^öltenen SHefuItateö leicht beurt^eilen laßt. 2)aß baö j^ier ©efagte 
auc^ auf bie gormet (n) angemenbet werben fann/ ifi fiir fid) Aar. 
^ ®o lange bie ©iffereitäiafquotienten /i<x),/j,(x), /j.(x), tc. 
eine fallenbe 9?ei^e bilben, t|i nra'fo me^r 

b. 1^. imter biefet SSoraudfe^nng ijl in ben Steigen rechter ^anb beö 
®teic^^ettaieidE;ena in (23) ber nnmerif^e SBert^ ber auf jebed ein- 
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{eine ®Iteb foTgenben (Ergdojaud tlrntt, aU bad genannte (Slieh 
felbfl. 

SSStf wollen nun noc^ tim^e Srgebniffe ber ^ter entwicfeften gor- 
meln / t^eld^e ftd) auf ^egenflänbe früherer SBodefungen beitel^en / in 
ber Mvit berül^ren. 

ir (z+i) == («+1)71(2), fol(^lid) ln{z+i) — in{z) t= Z(z+0; 
ober/ n^enn n)ir Az= 1 annehmen/ A{i7(z) = Z(z-|-i)/ moraud 
jic^ /^(z) = -2'/(z+i) ergtt^t. 2Bir ermatten bemnad^i mtttelfl ber 
gormel (11) wegen /</zZz= zZz — fzdlz =r: zZz — z 

welcl)e Formel aber nur auf ))oftdoe Sßert^e oon z anwenbbar/ unb 
jum practifc^en ©ebrotic^e um fo tauglicher ifi/ je me^r z bie Sfn^ett 
überfdireitet. 3ur S6ef!immung ber Sonflante fönnte iwat ber oben 
angebeutete SSBeg eingefc^Iagen werben , aOein folgenbe Betrachtung 
ftt^rt fogleid) jum Stele* 

SajTen wir tu festerer ©leic^ung z eint ganje pofttioe 3a^I («9» 
unb unenblj^ wacf)fen/ fo ftnbeu wir 

ConsL £= Z/m. [Z 11 (z) -r- (z + {■) Z z -f- z] 

= Zim. [Z (1 • 2 . 3 . • , z) — (^+ 7) ^z 4^ z] li- 
eber wenn wir 2 z jlatt z fegen •: 

Const, = Zim. [Z ( 1 . 2 . 3 * • • 2z) — (2z -|- 7) Z 2z-^ Skzj i 

ber ^rfiere 2(uöbrucf Idpt flc^ aber auc^ auf ik gorm 

ConsU = Zim. [Z (2 « 4 • 6 • • . 2z)'— zZ 2 — (* + 7) ^z -f- z] 

bringen; welche ®leidf)ung, oon ber ^or^ergel^enben abgezogen/ 
o s=a /im. [Z(i.3.5.«.2z — 1) — (z-|-|-)Z2 — zZz-f-z] 

gtbt* Stellen wir biefe ©leid^ung oon ber i|^r oorj^ergej^enben «b / fo 
erhalten wir enblicll[) 

Cona. :^ Um, Vi '4-6.. .(..-.). (.^)^ ^ H 

L 1.0. ö (az — 1) ■ J 

I 

es tji ttifo 

(3o) Z7r(z)=a(z + i)iz — 2 + i/2*4.^+-?2^+r|^+JC 

^ ^ \ ^ N I a-^ 11 I j 2,z ' Ö.4*' 5.6.Z* ' 
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2)tf eretiitretf mir biefe Oletd^ittig/ fo ergti^t ftd^ mit f/t&dft^t ait| 
bte tn bec smet unb fünfiigßen 93orIefutig gebr^ud^U 95f itic^nitiig : 

(3.) ^iz) =5 Zz + ~ — ?L — ?L _ |?j^ _ 

Sur ein ^tnretc^enb grofe6 z jTnbet mon ben 9E3ert^ i)on ^(z) 
mittelfl biefer t$orme( fo ^enait M man wiü* Hn^ bemfelben laffett 
fid^ bie SBert^e biefer Sunctton für f feinere z (eic^t ableiten. 2Deuu e^ ift 

y(z+i) B _ = j^ a ip(z)4._., 

folglich für iebe ganje )n)fttioe Sal^I n 

unb fomit 

($«) «P(z) B «^(i-Un) J ^ -.,..,-- L-. 

Snöbefonbere ijl . 

(33) «r(o)=:^(„)-.._:_^_.l-....l. 

!Siefe (S(eic^nng/ t^erbunben mit (3i)^ fann jur S^erec^nung von 
^(o) C3 — H (jwei unb fituf^iglie 95'orlefung) gebraucht n^erbeii, bie 
fic^ ^ieburc^ mit jeber beliebigen @c^dr^ beioetf jleQigen lä^t. 2>te ivirf« 
lic^e SKec^nung gibt für hc=3 lo 

«F(o) c^ — 0*57721 566490 i53a5 . * * ♦, 
t^obei bie 9orIe|te ^SecimalfleUe noc^ rid^tig iß» 



III ■<— — iaw^i^Mfc-7~-^ — 



fiii\mii^\ittn% mih- !8arUfUnii«if. t SO 
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©ec^Sigjle 55 o riefung. 

Über bie S$artationdred;nung* 



e, 



'T^ fep u eine Jonction ber üoit einander uiK^b^diigigen werdn* 
berltdl)en ©roßen x, y, z, \ . . ., welche »cjief^ung wir burc^ bie 
©(etc^ung : 

(>) u = 9 (x, 7; z, • . . ,) 

auabrürfen wollen. 9?e^men xo'xx an / bie ^rt unt SBctfe / wie u oon 
X, y , z, . . * . abfangt/ ^b. ^. bie gorm beU gunction '^ tobert fic^, 
biefe gunction ge^e j. 33. in f (x, y , z, . . . ,) über/ fo wirb u bef* 
i^alb eine ^nberung erleiben / beren 93erra9 

== -^ (x/ 7/ «A • . . .) — 9 (^/ y^ 2^ • * • •) 

tf! / unb bei ber unenblic{)en 2(nnd(;erung ber Function ^ an 9 in ben 
3uflanb bed unenblic^en ?fbnef^menö übergebt. 

SWan nennt eine bnrd) bie Sormdnberung einer 5"«ction erjeugte 
iinenblicf^ ffein iverbenbe ilnberung berfelben i(?re Variation, unb 
bejeic^net fle burc^ ben ber Function üorgefe^ten Ö3ad)jiaben S'. £6 ijl 
benuuici) in 33eiug auf ba^ fo eben ©efagte 

(2) ^u == ^ (x, 7, z, . . . •) — 9 (x, 7, z, . • . .)• 

SKebji bem Übergange ber gunction 9 in ^ tonnen aud) nocf) bie 
©roßen x, 7/ z, * . . , felbfl um unenbltd) abnel^menbe Unterfd)icbe 
gednbert werben/ unb baburd) auf bie 53ariatiou pon u einwirfen. 
2)icle Unterfc^iebe feigen ebenfalls 53ariationen ber juge^origen 
©röpen, unb werben burc^ tik oben angegebene a3e3eid)nung bemerk 
lic^ gemacht. 3nt aügemeinflen Sinne iji alfo 

(3) Ju =^(x4-^x, 7 + ^7/ z + ^2/ , • * .) — 9(x/7< z, ....). 

Dbfc^on biefen grfidrungen infolge 4wifd)en QSariationen unb 
2)tfferenjialien oerdnberIid)er ©roßen ein wefentUc^er Unterfc^icb ju 
bejieben fd)eint, inbeirt erjlere eine ifnberung ber jwtfdjen biefen ®ro- 
ßeii befle^enben 93erfnupfung/ le^tere aber gerabe la^ ®egentl)et( üor- 
<iu6fe^en , fo laffen jid) bod) bie SJariationen aud) da I)ifferenjialten 
betradS)ten / unb erfi)rbern fomit im ©runbe feine eigent^jümlic^e ^e- 
iei(l[)nung. 

SRan fann f?c^ ndmltd^ immerj^in oorjlelDfen/ bie ©roße u ^änge 
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nt^l Mof. \^t>n X, y, Zf . , . ., \mVttn öNt^ie^ nod|^ (Mw.^ Sto» 
riabicn t bergeilalt ab/ bat ber 3(tt<»i)i:wf .(») .nur drfpfrtflfcr/ber 
?(nna^me t=c/ wobei c eine bejldnbige Oroße bebeutet /'etitfyrec^en« 
ber gaff ber Stelation 

<4) ^ — 9 (^^ 7/ »/ * •♦ • Ö ' 

t[i ; unb bie "iTnbening t)er ^Besi^l^ung/. tn meldtet u ju x, y, z, • . . . 
fielet/ fep nid;tö weiter/ af$ ein grgebnip ber '^nberung be* S&rt^e* 
ber Oröße t, Siep oorau^gefe^t/ bnicft baö »artielle 2)ifl[ereniial 

y/-\ au , 

(5) ^dx ., ..-, 

unter ber »nnal^me tscbie 93arta£ioti Doit^q im Äitme^eriÖW* 

^ung (2) am. , i ... • 

3n fo fern aber CiXi6^ x , y / « , . . • .. V,Ä!:iiren follen/, tfl eö/ p^ie 
bie golge ^ejgen wirb/. i?6Dtä J^inr<^id&enB, , biefe: 53ariabl^«^ alö unbe« 
fltmmfe guncti(men \>oxi t ju be^anbeln. Jx^^er ijl bie SJariation oon 
u im ®inne ber ©leichuna (3) * ' . , 

./. /f?u rfx 'r/u dy . dM dz , ^ , . au\ . 

(O) s= I -r— . -7. — H -r- ; -V-" + -V- -'"rt* TT'. ♦•^* •' * + -7-* I »t/ 
^ ^ V<^^ di ' ^y ^t » d'/. dl ^ , ' rft/ 

wobei man nac^ verrichteter 2)iffercnjtdtion 't ===x' gefegt brftfen muß» 
2(Uein burd) ben ©ebraud) ber früher aufgejlellten S5e5eicf)nun3 
.wirt t>er JUgoritl^muö be.r 93ariationörec^nUng ungemein t?ereinfac^t/ 
unb beßwegeu wollen wir una berfelben burc^ge^enbö bebienen. 

3n allen anälr)tifd)en Unterfuc^ungertV welche be6-^93ariatJOttÖ* 
Calculd beburfen^ erfc^eint bie Stelation ,jwtfc{)en ben babei-tn grwd* 
gung $u jie^enben Variablen aU eine unbeftimmte/ unb m^ifiend ifl 
eben tie 3iuamittelung biefer Stelation ber Swecf ber Mec^nung. 

S6 fep nun u eine unbepimmte Function uon x/ y/ z/ • . • ./ 
V hingegen eine betlimmte gunction ber ©roßen a/ x, y, a, . . . • 
unb ber Sijferenjialquot'ienten 

^u , dn dn d^n d^n 

dx dy dz difl dxdy 

fo pnbet man \>k burd^ bie Umwanblung t)on u/ x/ y/ z/ . . * . in 
u + ^u, x + S'x/ y+S'j/ z + S'z/ . . . . erjeugte 53ariatton oori V 
x)ffenbar mitteljl berfelben JÄecftnung6operationen/ mittelfl Wi^ldier man 
ba6 Sifferwijial oon V erl^atten würbe/ nur txitt babei baö fflariation^- 
jetc^en an bie Stelle beö Differenjialjeic^end. 

Sir fonnen l^ier ntrf)t unbemerft laffen, t>a^ eö/ wenn eine©r6ge. 
I^inter einanber ben O))erationen be$ :Z)iffereniirenö unb beö 93ariirend 

28 * 
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iti nnt^nverfeti iflA auf kaAStefuftat ber gt^^nrni^ feinen (Stitßup l^^ht, 
weld^elbtefeir^OperattoneR man juerfl oorntmmt; ober ttt Setzen: ed 
tfl für jebe 93artai>(e s 

(7) %dzr=z d^Z. 

S>enn ba ^(c -f- <f z) := iz -f Si^x tfl/ fo |^aben wir 

Sdz = }(8 ^ dz) — iz. 

?(ber in d'z bte Variable z in z -f <£z übergeben laffenf unb fo« 
bann $z bavon abjie^en^ ^ei^t iz bifferenjiren ^ ba^er ifl auc^ 

i(z ^ dz) — ^S = d^Zf 

w^rahi bte Mi^ttgfett ber ©leic^ung (7) oon felbfl folgt. SBir fonnea 
nun weiter fc^Itef en / ba$ 

(8) ^d'a =: iddz s dS'dz SS ddiz = d'^iz, 
id^z » Id^dz = d*^dz SS d>d^« ss d^iz, 

unb oHgemein 2^d" z =3 ci" ^z fepn niu0. 

{Reimen wir/ um einen einfacheren Sau oor ?(ugen ju ^abeu/ jn« 
erfl 4n / V enthalte Uof jioei oerdnberlici^e ®r^f en 7 unb x , wovon 
bie erfle eine unbeflinimte' Sun^tipn be( ^weiten ifl # nebjl ben ^^tf eren« 
|ia(quotten(eQ 

dj dp da dr ' r ^ 

fo ^t bad Si^ifferenjiat oon Y bie Sorm 

^ieraud ergibt fic^ / wk wir oben erinnert ^aken s 
Sa ifl aber 

^ ^dy idy dyidx J^ d^y . d^x 

^ "*" dx^^ inr dx^ dx ^ dx 

« —5^^ — ^ + ^ J^ »5» - ^^ — + q*^» 

ferner/ ba q )n p unb r in berfe(beri SJejie^ung fle^t/ wie p ^u 7 
tinb q: 

^ dx ' dx» • 

^hb au( bemfelben ®runbe 
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Jr===il£^=^>-f. .J: 



U. f. XO.f 

mnn ndmltc^ ^x Ui bem Z)tfferen{trett aU conflant (ej^anbcU un'rb. 

0e^en wir bec Äiirje wegen Jj — p Jx = Sw, unb fuhren wir 
tiefe Stefultate in ben obigen 2(u$btu(f für ^ Y ein/ fo erhalten wir mit 
9tucf(t(^t auf bie ©leic^ung ^j^p^x-j-^co: 

'v=(^+^p+f,+^^+^.+ > 

^V ^ , dV di(^ , dV rfaSü , dV d^Sti , 
* dy *^p <;^x '^cj <i*» * dr rfx»' . 

über weil 

/dv . dV , dV . dV . dV . \ ^ ^^ .^ 

(9) ^V = 

rfx »y . rfp <5^x * rfq <ix* * rfr rfx» ' ' 

welcher 2(udbru(f bie arigemei.ne %ovm ber 93ariaHon jeber Function 
ber ©rofen x, y unb ber £)iferenjiaIquotienten t>on y barjieUt. 3» 

bemfelben jie^t t- ^V flatt ^/ um feine SSerwecf^alung biefeöOuo* 

tienteu/ in welchem ViV bad ooHfldnbige 2)ijfereniial Den Y bebeutef/ 
mit bem in SSejug auf x genommenen )>artiellen Differenitalquotienten 
iu oeranlajTen. 

Srfd[)einrfnyno(i() eintanbere oon x ab^ängenbe93ariaHe z nebfi 

ben Sifferenjialquottenten -j^ sa p^, -^^ ea q,, -j2i. — - r^ / jc./ fo 

« M X u X /X X 

tnuffen ju bem 2(udbrucFe (9) nodS) bie ©lieber 

dV ^ . dv ^5w, . dV €/»5«j , ££V ££s8wj 

<f 2 ^ ^ dpi , d% * rfq^ £/x* * dr^ dn^ ' 

l^injugefugt werben/ in welc^en^i = ^z — p^^x i{}. 

Sd fe9 {Weitend Y eine Sunctipn oon x/ y/ z unb ben ft4^ auf 
%. unb y ald inb^|)enbente ©rpßen beiie|[^enben £)tffereniiaIquoti^ntett 
Don s/ ndmlic^ 

d% d% d^z d^z . d^z f -PL 

■T'^ **• + 57 *^* + •;♦♦' ^ • •* 
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5M7— '^Vj^ l**^«. I '^^ i**^*- i'^'^S' _l'^3!. 

+ ^J. + ^»t + 



fflnn "fyahen toit 

^ ^ dz dZ% dix €i(8«--p8x),rfp«, 

^ fi^x ^x "^ du du ' rfx 

^efracf)ten wir ber Stnfadi^ett ber !ÄecI)nun9 wegen Jj aTd eine 
von X unabj^angtge @r6ße/ fo fonnen wir obiger Variation bie Sorm 

* dx 'fix dy 

geben. 2(uf gleiche SBeife erl^öUen wir , wenn wir S'x oon y unabl^an* 
gig fepn laffen: 

^ rfy " * ay 

«• ts tv dvi dZ^ dp d^i. 

ferner Jr = S —i- = -—-^ — •— • -5 — 

^xaxaxax 
^ ^M^y-— pSx>-q$y) I ^ J.^ 1 f^^ j 

^x* '"fix *fiy^' 

dxdy ' dx ' <iy ' 

• fiy* * fi X * Jy ' 

U. f. W. 

^ieburcf^ wirb/ wemi wir Sz — ^ pS'x — q^y = ^w fe|en/ we* 

gen S'z =s p ^x -f- q S'y -^ Sco : 

, /fiV . dV dz ' d\ dp \dV da , dy dv , \ ^ 

* V»y. ^z '^y ' fip fiy ' fiq »y »r rfy ' J '' 

J-— S' J-^ fiSw , fZV fiScü fiV d:^lui . dV d^^t^ 

"^ di . ■ ^'"äx *"dq * dy •' ^r * fix* "•" fi s * fix fl?y 

, s#er bie (Srogen, w^I<|>e mit S^x unb Jy muftipticirt erfc^etnen, 
ftnb offenbar bieinJB^jitg auf x unb auf y genommenen partteöeit 
CDifferenjialien oon V/ in fo fern bie Sroße z bereitd burc^ x unb y 
au^gebrücft wc^rben Ifl 5 bejei^nen wir biefe Siferenjialquottenten ber 
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' ien mv 
(10) »V = 

\dxj ^ \dyj ^ ~ dz ^ d^ du ~ 



dV ^S« 



dq dy 



dV £f*5w , dV d-^ia . dV d^^(^ 
"^ "57 • "71^ »" 57 • 5Täy "^ ^ * dy^ "^ 



Sa.fcp.ixun bie 53ariatton b«6 SntegroW/Vcfx ju bered)ö«n, 
in weld^em Y eine gegebene Function ber uon x ouf eine unbeßtmmte 

SSJetfe abj^dngenben ©roßen y, t^ = P/ -7^ = q^ ---^ = r^ tc. 



dx ^' lix ^' dx 



dz ' lip, ^q. . ^^ 

*' Z: = P*' 77 = ^^' 77 = ""^'-'^ ^^^P^"^- 

©e^en wir /Ydx = W, fo folgt 

dW- = Vrfx wnb d^W = J(Vrfx), 
fmgli^ SW =/*(Vdx), b. ^. ^/Ydx =/^{Ydx). 

liUx eö ijl ^(Vrfx) = SVdx + YdSxf alfo 

^/Vc/x =:/(JVrfx-f Vd^x) = V^x+/(5Vdx — dVJx); 

wert/ ber Sorrael (82) ju golge; welcf)e wir in ber jwei unb funfjig» 
flen 83orlefung fennen gelernt ^aben, bie ©Ieirf)ung 

/Vd^x = V^x — /d\^x 
U^c^t ; ba^er finben wir ^ wenn wir bie %otmel (9) ju ^ulfe nehmen : 

i/Väx — 
ss= VJx 4- /(---Jeodx4--— dJw4--— ^ .-- 1- 

\J \dy *dp *aq ax 

'dz * dpi * dq^ dx * / 

35a bie fo eben erwähnte gormel (82) ber jwei unb f linfjigjleii 
53orfefnng 

^ dp ^P ^ c/ '^P 

J dq 



d^$w 


2-2 


dv 

dq * 

dv 

dq * 


d^ci) 
dx 

d^ci 
dx 


f 


1 

di 


• 
d 

d 

• 


dV 

dq 
dV 
dq 


d$n 


dx 





CO» 



u. f w. gibt; fo öerwanbelt ft^ biefer 2{uabrucf in 
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(ii) J/Vrfx« 

~ Wr J dti 

+ 

. , /dV ^ j dV i dV \ ^ 

+ VS^h 51 "* :??: + ) dx 

"T" V^r» J dn^ 

+ 

*^ L\^y dx dp ' ^x* <iq ^x* Jr ' / 

* V^» ^^ ^Pi ^^* ^qi <^^* ^r^ * / ' 

+ ; 1 rfx. 

3Iuf btefelbe Htt wirb man bie SJartation einer Sntegralfocmel 
Don ber ©ejlalt f/ydxdy barjlellen fönnen/ in weld)ec bie eine 3«* 
tegration bloß auf bie oerdnberIicf)e x, bie anbete hingegen bloß auf 
bie oerdnberIi4)e j fid) betief^t/ unb Y biefelbe $6efc6affen^eit befi^t^ 
bie ber ^otmel (lo) jum @runbe Itegt. Z)ad ^ier @efagte reici^t ^tUi 
bie in ber S<>Id^ oorfommenben 9?ec^nungen oerftel^en ju fonnen. 

!&ie S^'i^tnel (ii) bietet und ®e(egen^eit bar/ eine widE^tige %e- 
merfung ju mad^en. !Sie {wifc^en y unb x/ ivie auc^ iioifc^en s unfr 
X u. f. to. befie^enbe SSerfnupfung ifi oöllig unbeflimmt ge(a{fen toou 
Uü, unb nur ivenn biefe gegeben ijl/ fann im Mgemein^n bie 3nte« 
gration ber 2)ifferenjia(formeI Ydx bewerf (leQtget werben, Mein e$ 
fönnte auc^ Y fo geflaltet fepu/ baß ftc^ biefe Integration unab^ngtg 
Don jeber jwifc^en ben genannten 93ariablen ®tatt jtnbenben JKelation 
auafü^ren Idßt/ wa$ offenbar ber ^aU fepn wirb^ wenn Ydx nnmiu 
teüav buxd) Differentiation einer bejiimmten Function biefer oerdnbec« 
liefen ©rdßen unb i^rer X)iffereniialquotienten entfianben ifl. SSerma^ 
man aber fVdx burcf^ einen ber Integration nid^it me^r unterliegen« 
ben 2(udbrucF anzugeben/ fo muß bieß auc^ mit ber 93ariation biefed 
Sntegrald gefc^e^en fonnen/ unb ba^^er wirb e$ unter ber gemachten 
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1 d^r 

d^ . 

cU'i d q 


rti«» ^ r ' 




dx^ dr^ ' 



• • • • 



93orau$fe^ung geiplp mogltd) fet)n / b<t6 3ntegirat rechter ^anb b^a 
®tdcl)^eit§jeic^cud tu ber gormel (ii) wegjubrfngen. TlUt wegen ber 
Uiibetlimtnt^ett ber Sactoren ^cj/ ^co^y tc. fann bte an bem angefn^r^» 
ten Orte ajngejeigte 3ntegration nic^t ivitttiä) verrid^tet werben ; ba- 
l^er rebuciren ^ bh^ 2(uabrücfe unter bem 3ntegralietd)en auf bie 9?uUe/ 
wad U)t>ber nur in \o fern augi^^t/ al6 bie ©(eici^ungen 

a z ax dpi 

\. u. f. w. 

befielen. 2)iefe ©leid^unge« brüdfen, ba^er bie 23ebingung ber unmit^ 
telbaren Snt^grabilifdt beö Sijfereniiala Y dx auö. 

Ser iDic^tigjle @ebrauc^ ber 93ariationörecf)nung bef^e^t in ber 
3(nmenbirrtg berfelben auf hie a3e|limmung ber SHelationeu/ welche jwi 
fd)en ben in einer Sotegrolforrael erfc^einenben üeranberlic^en ©roj^in 
^tatt ftnben tnüjTen/ baniit biefe Sntegralformel ben größten oDci- 
fleinjlen SBert^ er^altj?/ be|Te.n.fie in ^ejug auf gegebene ©renjeu tev 
SBert|)e ber ^sariablen fq^ig ifl. 

Um oon ben jur ?{uflöfang ber 2(ufgaben bicfer ?lrt bfenllAcn 
9ted)nüngert eine S}or|leUuug ju gewahren / wirb eö ^inretd}enb fei;n/ 
einen einfacheren g<iU ju betrachten. 2)ie weitere grärterüng biefc6 
©egenfianbeö läßt ftc^. am jwecfmdßigjlen erjl in ber Solge vornehmen/ 
wo wir e6 mit Den 2(nwenbungeu beränalpfiö auf @e4)metrie unb 3)?et 
^anit }u t^un ^aben wetzen. 

6ö fe9 V eine gunction von x/ y> -I == p, j^ = q^ 

~2 = r, :c./ unb bie ©leic^ung jwifdE)en x unb y anjugeben, fi'ir 

welche ba6 3ntegral /Vrfx, Don x = a bid x 3= b genommen/ eiii 
©roßtet ober Sletnjlee wirb. 

SBenn , unter ber 93orau6fe^ung y = 9 (x) / 

^V^x =x F(a, b) 

tfl/ unb. an bie ©teile ber ©leic^ung y = ^(x) bie fid) t^r unenblid& 
annd^ernbe y = f(x) tritt./ fo erleibet -F(a/ b) eine 2tnberung/ be^ 
ten unenb(ic(^ abne^menben iSetrag bie 93ariation SF{af b) au^brncft. 
©oU F(a, b) in SBejug auf jebe anbere 93erbinbung/ welct)e jwifcf)en 
X unb y ^tatt finben fonnte/ aU ein 9!}7arinuun oDer 30f2inimum er« 



/ 
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id)emn , fo muf / Un in ber fünf uiib Dierjtgflen 93orIefung auaeinan« 
ber gefegten @rünben {ufolge/ 9i^(a/ b) Derfd^minben / unb jugletd^ 
bte erfle nic^t o^rfc^minbenbe ber ^i^ettn ^aviati0ntn ^F{af b)/ 
^^ F (a / b) ^ tc. t)on geraber Crbnung fepit. 3e nac^bem btef^ )>ojttto 
ober ne^atb auafdllt/ beft^t F(a/ b) bcn flernflen obev.ben griffen 
SSBert^/ beffen gqianiite ©ra^e fd^tg ifl. 

Um bie üi ber {^rage fie^enbe S!(eIatton {Wtfd^n x tittb 7 ju fin' 
Un, fe^e man alfo 

(i3) J f'^Ydx =5 ou 

2)ie ^artattot) be9 3nteg(iil$ / Y <fx fann mtttelfl ber %^t^ 

mel (10) fo bargefleQt merbeti/ baß fetu Z)tfferenjtal ber Variationen 
tx unb $7 unter bem Sntegrafjetc^en^ ft4) bej^nbet« Sebenfen wir ju^^ 
glei^)/ baß ba$ 3ntegral für xsa oerfcf)n?inben foB/ unb nac^ oer< 
ric^teter Integration b wi bie ®teDe oon x fontmt^ fo mi!iffen«bieSBer« 
t^e/ welche bie in erwähnter Formel oor bem ^ntegraljeic^en porfoni* 
ntenben ©lieber für x = a erhalten/ .oon jenen fubtra^irt werben/ 
locfd^e bie 0ubfiitution x c=s b barbietet. ^^ieburd[t ergibt fid^ bie 
©leid^ung 

(.4) o = B-A+y^ !____-. d_ + _rf.__....JrfxJ«, 

wobei S'co = Sj — p Sx i(l, ferner B unb A Vxt ©ummen ber SBBer- 
t^e oorfielleu/ )oe(d^e bie bem Sntegralieid^en tn (10) i^orange^enbert 
%JIiebfr für x==b unb xs=?:a. annehmen. 

J?ier fönnen nun jtoei gdüe ^taii finben; ea pnb bie©renjwer* 
tbe ber 9ariqb(ea x/ ndmlic^ a unb b/ entmeber burc^aud unoerdnber- 
lid>e ©rößen/ ober fle |lnb felbfl oerdnberlic^, unD 'bk i^nen juge^ori* 
gen ?!^crt^e \^on y werben burcf) »ebtngung69leid)ungen bejlimmt. %m 
erflen SaQe Ia{fen a unb b wcber 93ariationen nocb Siffereniialien oon 
93ariationen ju; bie ©roße ^&>/ auf x.c=;a unb xnb belogen/ oer^ 
fc^winb^t/ unb bep^alb oerfc^minben auc^ B unb A^ woburc^ bie 
®Iei(()ung 



/■ 



rdv ^ ^ dv i dv 1 ^ Jt 

L^y rfx ^p ' ai» dq J 



gurucf bleibt / aud wefdEier wegen ber Unbeflimmt^eft oon S'co 

^ dy du dp ^ d\'^ dfi 

folgt. 2)iefe le^tere ©leic^ng gibt nac^ oollbta^ter SH^^fl^aition bie 



443 

au \uä)enht ®Ui^nnQ {ipif4)eti x unb y/ bt> cUx nod) Uv oben anQe^ 
beuteten Prüfung {u unterstellen t{}/ menn ntc^( etwa bie 9?atur beir 
vorgelegten ?Iufgabe übeir bie Sjrt j!en} bed !9tajrtmum$ ober $)2intmui<kd 
feinen S^^^ifel übrig läßt« 

3ni ^weiten ^alle fteHe man ftdd oot/ man l^abe beveitd für a unb 
b biejenigen SBert^e gen)d^(t/ n^elc^e bte ©(eic^nng (14) realiftreu/ 
unb lafTe biefelben unueränberlid^ fepn / fo ^mmt man loieber auf bte 
@Ieid^ung (i5)/ tporau^ ju erfe^en tjl/ ba^ bie ^eranberltd^fett von 
a.unb b auf bte i)?ifc^en 3^ unb y itn 3Mflaitb^ bed a)?ajfimunt$ oberSRü 

ntmumd bea Sntegrafö J Ydx befiej^enbe Skrbtnbung feinen fm^ 

ffuß ausübt. Äud (i5) uNb (14) folgtnun Br-A===o, alfo ba b 
Don a nid^t ab^dTngt/ B=o/ A=^q; welche ©letc^ungen über bie jur 
iofutiQ^tt trorgelegten ^fufgabe nStl^ige 93efc|iaffen^ett oon a tinbb nä^ 
l^er^n ?(uffc^Iiif ert^^ilf ri» • ' 
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